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Vorrede  zur  ersten  Auflage, 


Uas  vorliegende  Werk  enthält  im  Wesentlichen  das  Material  der 
Vorträge  des  Verfassers  über  Theorie  und  Anwendung  der  elliptischen 
Functionen.  Dasselbe  schliesst  eine  Ausführung  des  theoretischen  Teiles 
ein,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  Entwickelungsgang  des  behan- 
delten Gegenstandes. 

Die  hervorragende  Bedeutung  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Functionen  darf  wohl  zur  Rechtfertigung  einer  Darstellung  dienen, 
welche  namentlich  der  historischen  Entfaltung  eine  besondere  Aufmerk- 
samkeit zugewandt  hat.  Der  ungemeine  Reichtum  analytischer  Ent- 
wickelungen,  verbunden  mit  den  verschiedensten  Anwendungen  auf  fast 
alle  Zweige  der  Mathematik,  scheinen  eine  möglichst  einfache  Begrün- 
dung der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen  zu  fordern.  Von  diesen 
Gesichtspuncten  ist  der  Verfasser  ausgegangen  mit  dem  Besti-eben, 
die  Teile  der  Theorie,  welche  namentlich  bei  akademischen  Vorträgen 
zur  Sprache  kommen,  eingehend  zu  behandeln. 

Die  Arbeiten  von  Legendre,Abel  und  Jacobi,  welche  das  Funda- 
ment aller  späteren  Untersuchungen  bilden,  haben  bei  Abfassung  dieser 
Blätter  eine  besondere  Beachtung  gefunden.  Fast  jedes  Theorem,  jede 
Formel  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und  elliptischen  Func- 
tionen ist  innig  mit  den  Namen  der  bemerkten  drei  grossen  Mathe- 
matiker verbunden.  Sowohl  aus  historischem  Interesse,  als  der  Ver- 
gleichiing  ein  leichtes  Hülfsmittel  zu  bieten,  ist  bei  allen  wesentlichen 
Resultaten  der  Name  des  ersten  Darstellers  in  Verbindung  mit  mög- 
lichst genauen  litterarischen  Hinweisungen  angemerkt  worden.  Dass 
wo  möglich  jede  wesentliche  Formel  die  Legitimation  ihres  Ursprungs 
bei  sich  führt,  darf  wohl  auf  Billigung  rechnen,  im  Hinblick  einer 
wenig  erfreulichen  Vernachlässigung  der  Litteratur  in  vielen  mathema- 
tischen Schriften.  Es  lässt  sich  eine  solche  Vernachlässigung  um  so 
weniger  entschuldigen,  als  Mathematiker  wie  Lagrange,  Gauss  und 
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Jaeobi  in  ihren  Schriften  durch,  kurze  historische  Einleitungen  darauf 
hingewiesen  haben,  wie  nützlich  ihnen  eine  Erwähnung  der  einschlägi- 
gen Arbeiten  erschien.  Die  bekannte  Thatsaehe,  dass  jedes  Zurück- 
greifen auf  originale  Arbeiten  für  die  weitere  Förderung  einer  Wissen- 
schaft ungemein  anregend  wirkt,  hat  den  Verfasser  bestimmt,  keine 
^lühe  zu  scheuen,  die  litterarischen  Nachweise  mit  grosser  Sorgfalt  zu 
behandeln.  Mit  einer  geringfügigen  Ausnahme  (p.  547)  hat  der  Ver- 
fasser alle  angeführten  Abhandlungen  und  Werke  selbst  eingesehen; 
nur  der  grosse  Reichtum  der  hiesigen  Bibliothek  konnte  es  ermöglichen, 
das  erforderliche  Material  für  Geschichte  und  Litteratur  zu  vereinigen. 
In  Verbindung  mit  den  zahlreichen  gedruckten  Abhandlungen  sind 
hier  noch  Aufzeichnungen  eines  Vortrags  zu  erwähnen,  welcher  auf 
directe  Vorträge  von  Jaeobi  basirt  war.  Es  ist  bekannt,  dass  der 
grosse  Mathematiker,  wie  kaum  einer  vor  ihm,  es  verstanden  hat,  eine 
Reihe  von  Gelehrten  aus  seinen  Schülern  zu  bilden,  von  denen  eine 
bemerkenswerte  Zahl  zu  den  hervorragendsten  Vertretern  mathemati- 
scher Wissenschaften  gehört.  Der  Verfasser  hatte  das  Glück,  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  einem  dieser  hervorragenden 
Schüler  Jacobi's  —  Herrn  C.  W.  Üorchardt  —  eingeführt  zu  werden; 
leider  hinderte  eine  längere  Krankheit,  den  ausgezeichneten  Vorträgen 
bis  zu  Ende  folgen  zu  können.  Es  scheint  nur  selbstverständlich  hier 
anzugeben,  was  —  abgesehen  von  allen  litterarisehen  Bemerkungen  — 
das  vorliegende  Werk  jenen  Vorträgen  verdankt.  Es  sind  die  auf 
p.  122 — 129  und  p.  142 — 154  mitgeteilten  Untersuchungen  über  Theta- 
Functionen.  ferner  die  Anwendungen  dieser  Functionen  auf  Integrale 
auf  p.  224,  p.  262  und  p.  265;  hierzu  kommen  noch  die  auf  p.  300 
und  p.  319 — 821  befolgten  Methoden  zur  Betrachtung  einiger  unend- 
lichen Producte  und  schliesslich  der  Inhalt  der  [früheren]  Note  IV.  Wenn 
auch  die  Anzahl  der  angeführten  Seiten  eine  geringe  ist,  so  lässt  sich 
nicht  verkennen,  dass  gerade  der  Inhalt  derselben  einen  schönen  Beleg 
für  das  wunderbare  Genie  Jacobi's  abgiebt.  In  gleichem  Maasse  wie  die 
Veröffentlichung  der  Vorlesungen  Jacobi's  über  elliptische  Functionen 
dem  Andenken  des  grossen  Mathematikers  geboten  erscheint,  macht 
sich  ebenfalls  das  Fehlen  einer  Darstellung  desselben  Gegenstandes 
von  einem  berühmten  Mathematiker  geltend,  welcher  1853  die  Wissen- 
schaft durch  eine  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  bereichert  hat 
(Jour7i.  für  Mathematik,  Band  ^yj. 

Bei  einer  Theorie,  wie  die  der  elliptischen  Functionen,  deren  Aus- 
bildung noch  lange  ein  Feld  mathematischer  Thätigkeit  bleiben  wird, 
kann  eine  Begegnung  von  Darstellung  ein  und  desselben  Gegenstandes 
leicht  stattfinden.    Die  ganze  Anlage  des  Werkes,  und  namentlich  die 
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Ausarljeitiiug  des  X.  bis  XIII.  Abschnitts,  haben  die  eigenen  Unter- 
suehiiug-en  des  Verfassers  besonders  in  Anspruch  genommen.  Um  allen 
Berufungen  mit  Rücksicht  auf  Resultate  vorzubeugen,  enthalten  in  Ab- 
handlungen, welche  dem  Verfasser  unbekannt  geblieben,  ist  derselbe 
gerne  bereit,  allem  bestrittenen  Eigentumsrecht  zu  entsagen. 

Was  die  angewandten  Bezeichnungen  betrifft,  so  sind  die  von 
Legendre  und  Jacobi  gebrauchten  Bezeichnungen  massgebend  ge- 
wesen. Die  Arbeiten  von  vorzüglielieu  ^Mathematikern  zeigen  in  Hin- 
sieht auf  die  Bezeichnungen  einen  Mangel  an  Uebereinstimmung,  wel- 
cher, wenn  auch  zu  bedauern,  doch  zu  entsclinldigen  ist.  Die  Theorie, 
wie  sie  Jacobi  hinterlassen,  kann  nicht  als  abgeschlossen  angesehen 
werden,  so  dass  wohl  einer  späteren  Zeit  eine  einheitliche  Bezeichnung 
vorbehalten  bleibt. 

Durch  Aneinanderreihen  des  Inhalts  mehrerer  Vorträge  war  eine 
Einteilung  des  Buches  in  Abschnitte  geboten.  Es  muss  hier  hervor- 
gehoben werden,  dass  diese  Einteilung  nur  der  besseren  üebersicht 
halber  angewandt  ist  und  nicht  den  eigentlichen  Character  des  Werkes 
verhüllen  soll,  eine  einfache  und  doch  in  den  Elementen  vollständige 
Einleitung  in  das  reiche  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  zu  bilden. 

Göttingen,  Ende  October,  1875. 

Alfred  Enneper. 


Yorrede  zur  zweiten  Auflage. 


JJas  Eigenartige  des  Enne persehen  Werkes  liegt,  wie  schon 
aus  dem  Titel  hervorgeht,  darin,  dass  die  geschichtliche  Ent- 
wickelung  für  die  Darstellung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
maassgebend  gewesen  ist.  Will  man  den  Studirenden  in  die  verschie- 
denen Methoden  der  Entdecker  einführen,  so  ist  es  unvermeidlich,  dass 
man  dasselbe  Problem  wiederholt  berührt,  dass  man  auf  dieselben  Re- 
sultate wiederholt  zurückkommt.  Hiermit  ist  aber  ein  einheitlicher, 
streng  methodischer  Aufbau  der  Theorie  nicht  wohl  verträglich,  und 
das  Buch  gewinnt  dadurch  mehr  den  Charakter  eines  Compendiums 
als  den  eines  Lehrbuches,  Soll  nun  trotzdem  dasselbe  auch  zur  Ein- 
führung in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dienen,  so  müssen 
die  einzelnen  Schritte,  die  der  Studirende  an  der  Hand  des  Vortragen- 
den  zu   machen   bat,   bestimmt  und  klar  markirt  werden.     Tu  dieser 
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rein  didaktisehon  lliusiclit  hat  die  Darstellung  bei  der  Neubearbeitung 
au  sehr  vielen  Stelleu  eine  Aenderung  erfahren  müssen.  Es  sind  beim 
Beginn  der  einzelnen  Abschnitte  die  Fragen,  welche  behandelt  werden 
sollen,  deutlich  angegeben,  und  am  Schlüsse  die  gewonnenen  Resultate 
klar  präcisirt  worden.  Dadurch  ist  auch  Derjenige,  dem  es  nur  darauf 
ankommt,  möglichst  schnell  die  Hauptsätze  der  Theorie  sich  anzueignen, 
in  den  Stand  gesetzt,  das  für  ihn  zunächst  Wichtige  ohne  Mühe  heraus- 
zulinden. 

Im  Uebrigen  sind  bei  der  Wiedergabe  des  bisherigen  Textes  die 
ziemlich  zahlreichen  Fehler  und  Uncorrectheiten  der  ersten  Auflage 
(—  das  Druckfehlerverzeichnis  enthielt  nur  einen  verschwindend  kleinen 
Teil  derselben  — )  verbessert  worden. 

Wer  da  weiss,  wie  viele  fieissige  Bearbeiter  die  Theorie  der  el- 
liptischen Functionen  seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  neu  ge- 
wonnen hat,  der  wird  es  begreiflich  finden,  dass  der  Stoff  des  Buches 
in  der  vorliegenden  Auflage  beträchtliche  Ergänzungen  erfahren  musste. 
Die  Einfügung  derselben  in  den  bisherigen  Inhalt  war  oft  nicht  leicht, 
da  die  ursprüngliche  Anlage  des  Werkes  im  Grossen  und  Ganzen  bei- 
beibehalten werden  sollte. 

Zunächst  hat  das  Buch  eine  wesentliche  Erweiterung  erhalten 
durch  eine  Einführung  in  die  Weierstrass'sche  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen.  Diese  neuere  Theorie  darf  in  einem  Werke,  welches 
die  elliptischen  Functionen  auf  historischer  Grundlage  behandelt,  nicht 
fehlen.  Da  es  in  Deutschland  an  einer  zusammenhängenden  Darstellung 
der  Methoden  des  Herrn  Weierstrass  fehlte,  und  nur  von  Zeit  zu 
Zeit  einzelne  Abschnitte  aus  den  Vorlesungen  dieses  Meisters  von  seinen 
Schülern  veröffentlicht  worden  waren,  so  hat  sich  Herr  H.  A.  Schwarz 
den  Dank  aller  Mathematiker  in  hohem  Grade  erworben  durch  die 
Herausgabe  der  „Formel??  laid  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  ellipti- 
schen Functionen" ,  die  nach  Vorlesungen  und  Aufzeichnungen  des 
Herrn  Prof.  Weierstrass  bearbeitet  sind.  Erst  dadurch  wurden  die 
von  dem  grössten  deutschen  Mathematiker  gewonnenen  Resultate  Ge- 
meingut aller.  Unter  Benutzung  dieser  Zusammenstellung  veröffent- 
lichte vor  drei  Jahren  der  französische  Mathematiker  G.  H.  H  alph  en  die 
erste  systematische  Darstellung  der  Weierstrass'schen  Methoden  und 
Resultate  in  dem  Werke:  „Theorie  des fonctions  elliptiques  et  de  leurs 
applicatio7is"  I,  Paris,  Gauthier-  Villars  1886.  Ausser  den  „Formeln 
und  Lehrsätzen"  des  Herrn  Schwarz  habe  ich  bei  den  Ergänzungen 
des  Enneper'schen  Werkes  durch  eine  Einführung  in  die  Weierstrass'- 
schen Methoden  die  Ausarbeitungen  der  Vorlesungen  meines  hochver- 
ehrten Lehrers  benutzt,  die  ich  im  Winter-Semester  1864/65,  im  Sommer- 
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Semester  1865  und  im  Winter-Semester  1860/07  an  der  Berliner  Uni- 
versität zu  hören  das  Glück  hatte.  Es  sind  hauptsächlich  die  §§  5,  6, 
10,  15,  19,  23,  24,  25,  28,  29,  34,  35,  55  und  56,  in  welche  die  Ele- 
mente der  Weierstrass'schen  Theorie  aufgenommen  sind;  von  den 
angeführten  §§  enthalten  die  §§  10,  15,  28,  55  und  56  ausschliesslich 
diese  Theorie.  Den  gewonnenen  Formeln  und  sonstigen  Resultaten 
habe  ich  jedesmal  den  betreffenden  Artikel  der  ,,Formchi  und  Lehr- 
sätze" des  Herrn  Schwarz  hinzugefügt. 

Von  sonstigen  grösseren  Ergänzungen  und  Aenderungen  des  Inhaltes 
habe  ich  folgende  anzuführen.  Die  Methoden,  welche  auf  der  allge- 
meinen Theorie  der  Functionen  eines  complexen  Argumentes  basiren, 
waren  in  der  ersten  Auflage  gar  nicht  erwähnt  worden.  Um  diese 
Lücke  wenigstens  teilweise  auszufüllen,  habe  ich,  ausser  einem  litterari- 
schen Hinweise  auf  diese  Methoden,  in  §  9  die  Untersuchung  des  el- 
liptischen Integrals  zwischen  complexen  Grenzen  nach  der  Darstellung 
des  Herrn  Sehlö milch  (Co^npendnun  der  Höheren  Analysis,  II, 
j'/4  sq.)  aufgenommen.  In  §  14  ist  die  vorhergehende  Entwickelung 
der  elliptischen  Functionen  in  unendliche  Producte  und  Reihen  durch 
die  einfache  Schlömilch'sche  Methode  (l.  c.  II,  40g  sq.)  ergänzt  wor- 
den, der  eine  Skizzirung  des  Grenzverfahrens  von  Biehler  folgt.  Der 
Inhalt  der  bisherigen  Noten  III,  IV,  IX— XII  ist  an  geeigneter  Stelle 
dem  Texte  eingefügt  worden.  Dabei  hat  namentlich  §  47,  die  Ent- 
wickelung der  elliptischen  Functionen  in  Reihen,  die  nach  Potenzen 
des  Arguments  fortschreiten,  beträchtliche  Zusätze  erfahren.  Die  bis- 
herige Note  II:  „Die  Reihen  von  Lagrange  und  Fourier"  habeich 
gestrichen,  da  die  Methoden  der  Herleitung  der  F  0  u  r  i  e  r'schen  Reihe, 
um  streng  zu  sein,  umfangreicher  Ergänzungen  bedurft  hätten  und  für 
den  vorliegenden  Zweck  unwesentlich  sind.  Die  Note  I  ist  durch  die 
neueren  Untersuchungen  über  die  Reduction  der  hyperelliptischen  Inte- 
grale erweitert  worden,  und  den  bisherigen  Noten  VI  bis  VIII  (in  vor- 
liegender Auflage  II  bis  IV),  welche  geometrische  Probleme  behandeln, 
sind  zwei  neue  Noten  hinzugefügt.  Die  eine  (V)  giebt  litterarische 
Notizen  über  neuere  geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Func- 
tionen, und  die  andere  (VI)  enthält  Historisch-Litterarisches  über  die 
Beziehungen  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zur  Höheren  Arith- 
metik und  Algebra. 

Schliesslich  iiat  die  Neubearbeitung  des  Ennepe r'schen  Werkes 
den  Fortschritten,  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  in 
den  letzten  vierzehn  Jahren  gemacht  hat,  dadurch  Rechnung  tragen 
müssen,  dass  die  litterarisch -historischen  Nachweise  überall  bis  auf 
die  neueste  Zeit  fortgesetzt  wurden.    Wesentliche  Dienste  leistete  mir 
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hierbei  unser  „fall rhu cJi  für  die  Fortschritte  der  Mathematik".  Ein 
Blick  auf  das  dem  Buche  angefügte  Namen -Regist  er  wird  den  Leser 
von  der  Fülle  des  litterarischen  Materials,  das  hier  hat  erwähnt  wer- 
den müssen,  überzeugen. 

Wenn  trotz  dieser  beträchtlichen  Ergänzungen  der  seitherige  Um- 
fang des  Buches  nur  um  ein  weniges  überschritten  worden  ist,  so  wurde 
dies  hauptsächlich  durch  die  Wahl  kleinerer  Typen  für  die  Formeln 
und  die  blossen  Litteraturangaben  sowie  durch  geeignete  Abkürzungen 
der  Quellenanga])en  erreicht.  Wesentlich  kürzer  wurden  die  Formeln 
durch  Einführung  der  Gudermann'schen  Bezeichnungen  sn,  cn,  dn,  tn, 
die  ja  jetzt  fast  ausschliesslich  für  die  Jacobi'schen  sin  am,  cos  am, 
Jam,  tangam  angewandt  werden.  Gewannen  die  Formeln  schon  hier- 
durch bedeutend  an  Uebersichtlichkeit,  so  liess  sich  dieselbe  verschiedent- 
lich noch  erhöhen  durcli  eine  vereinfachte  Darstellung  der  Producte 
und  Summen.  Man  vergleiche  z.  B.  die  Formeln  15)  bis  17)  in  §  45 
mit  den  entsprechenden  auf  S.  325  und  326  der  ersten  Auflage.  Die 
bei  den  Quellenangaben  gebrauchten  Abkürzungen  sind  am  Schlüsse 
des  Buches  erklärt. 

Was  die  typographische  Ausstattung  des  Werkes  anbetrifft,  für  die 
ich  dem  Herrn  Verleger  besonderen  Dank  schuldig  bin.  so  wurden  die 
Hauptsätze  und  Resultate,  die  Eigennamen  und  die  Quellen  durch  be- 
sonderen Druck  kenntlich  gemacht,  was  die  Brauchbarkeit  des  Werkes 
wesentlich  erhöhen  wird. 

Bei  der  Correctur.  auf  welche  diesmal  besondere  Sorgfalt  verwandt 
worden  ist,  und  zum  teil  auch  bei  der  Revision  der  Formeln  und  al- 
gebraischen Rechnungen  habe  ich  mich  der  Unterstützung  einiger  jüngerer 
Collegen,  der  Herren  J.  Gutsch,  A.  Seiffert,  H.  Koch  und  M.  Nath 
zu  erfreuen  gehabt.  Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig,  diesen  Herren  meinen 
herzlichen  Dank  für  ihre  Hülfe  auszusprechen. 

Berlin,  Anfang  November  1889. 

Felix  Müller. 
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§  7.  Die  reelle  Periode  der  elliptischen  Functionen 42 

Formeln  für  sn«,  cn«,  dn  k  bei  Vermehrung  des  Argumentes  um 
•ImK  oder  (2t)i  +  \)K. 
§  8.  Die  elliptischen  Functionen  mit  imaginärem  Argument.    Die 

imaginäre  Periode  der  elliptischen  Functionen 44 

Formeln  für  sn(it?),  cn(uj),  dn(»i)-    Vermehrung  des  Argumentes  it 
um  'Im'K'i  und  {2m'+\)K'i. 
§  9.  Die  elliptischen  Functionen  als  doppeltijeriodische  Functionen      49 
Vermehrung  des  Arguments  um  7iK+n'E'i,  wo  n  und  n'  gerade 
oder  ungerade.    Litterarische  Notizen  zur  Theorie  der  Functionen 
einer  complexen  Grösse.     Das   elliptische  Integral  zwischen  com- 
plexen  Grenzen,  nach  Schlömilch.    Beweis   der  Eindeutigkeit  von 
sn«.    Das  Periodenverhältnis. 
§  10.  Das  Additionstheorem   für  pu.    Imaginäres  Argument,    Pe- 
rioden der  Function  pu 58 

Herleitung   der  Formel  für  p{^i+v),  nach  Weierstrass.    Wert  von 
p{ui).     Einführung   der  Perioden    2(o  und   2io'.    Vermehrung   des 
Argumentes  um  halbe  Perioden. 
§  11.  Darstellung  elliptischer  Functionen  in  Form  unendlicher  Pro- 

ducte , 67 

Aufstellung  von  Doppelproducten  für  sn  u,  cn  u,  dn  11,  nach  Euler. 
lieber  unendliche  Doppelproducte.    Verwandlung  in  einfache  Pro- 

2Kx 
duete.     Darstellung  von  sn u.  d.  ü.  in  Form  unendlicher  Pro- 

ducte,  nach  Jacobi.    Ueber  die  Methoden,  die  gefundenen  Eesul- 
tate  zu  verificiren.     Nachweis  des  endlichen  Wertes  der  unendlichen 
Producte. 
§  12.   Transformation   eines  unendlichen  Products  in  eine  unend- 
liche Picihe.     Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch 

trigonometrische  Reihen 78 

Umformung  der  unendlichen  Producte  für  snit  etc.  in  unendliche 
Reihen.    SomofFs  Zerlegung  in  Partialbrüche.    Jacobi's  Reihen  für 
die  elliptischen  Functionen,  die  nach  den  Sinus  der  ungeraden  und 
nach  den  Cosinus   der  ungeraden   und  der  geraden  Vielfachen  des 
Bogens  fortschreiten. 
§  13.  Die  Quadrate  und  Producte  der  elliptischen  Functionen  in 
Form  unendlicher  Reihen.    Verification  der  unendlichen  Pro- 
ducte des  §  11 84 

Jacobi's  trigonometrische  Reihen  für  die  Quadrate  der  elliptischen 
Functionen.    Einfache  Beziehungen  zwischen  denselben.    Trigono- 


XI 

Seite 

metrische  Eeihen    für    die  Producte    der   elliptischen  Functioneu. 

'2Kx 
Verification  der  für  sn  - —  u.  d.  ü.  in  §  II  aufgestellten  unendlichen 

Producte,  nach  der  Methode  von  Heine. 
§  14.  Schlömilch's    Methode    der    Reihen-    und  Productentwicke- 

lung.     Biehler's  Grenzverfahren 92 

Schlömilch's  Bestimmung  der  Coefficienten  in  der  trigonometrischen 
Reihe  für  snw.  Productentwickelung  nach  Schlümilch.  Biehler's 
rein  algebraisches  Grenzverfahren  für  die  Entwickelung  der  ellip- 
tischen Functionen  in  trigonometrische  Reihen.  Litterarische  No- 
tizen: Cauchy,  Gauss,  Jacobi. 

§15.  Die  Function  ou 99 

Einführung  der  Function  ou,  nach  Weierstrass.   Reihenentwickelung. 

Die  Function  —  •   Additionstheorem.   Convergenz  der  Reihe  für  ou. 
au 

Periodicität  der  Function  an.    Darstellung  als  doppelt  unendliches 

Product.    Darstellung  als  einfach  unendliches  Product  mit  Hülfe  des 

sinus.  Summenausdruck  für Beweis  der  Formel  noj' — 71' u)  =  ^i. 

au  2 

§  16.  Besondere  Darstellung-  der  Zähler  und  Nenner  der  unend- 
lichen Producte  für  sn,  cn,  dn.  Der  Ursprung  der  Theta- 
functionen 111 

Herleitung  der  Functionen,  die  im  Zähler  und  Nenner  der  für  die 
elliptischen   Functionen    aufgestellten    unendlichen   Producte    vor- 

('2Kx\ 
1 

('2Kx\ 
- —  I  •    Die  Thetafunctionen   und   ihre  Bedeutung   für   die 

Analysis. 

§  17.  Die  Thetafunctionen.     Beziehungen  zwischen  denselben  .     .    122 
Einführung  von  0-{x,q),  {)-i{x,q),  d--2{x,q),  9-^{x,q).    Aenderung  des 

717t  71% 

Arguments  um  —  und  ---log^jr,  wo  n  gerade  oder  ungerade. 

§  18.  Vergleichung  der  Thetafunctionen  mit  reellen  und  imaginä- 
ren Argumenten 127 

Relationen  zwischen  Thetafunctionen  mit  reellem  und  denen  mit 
imaginärem  Argument,   nach  Jacobi.     Specielle  Formeln  für  .t  =  0. 

§  19.  Das  Jacobi'sche  Fundamentaltheorem  für  die  Thetafunctionen    135 
Algebraischer  Hülfssatz.    Jacobi's  Fundamentaltheorem  für  die  Pro- 
ducte   aus  je   vier   Thetafunctionen.      Weierstrass'    analoge    drei- 
gliedrige Sigmaforrael. 

§  20.  Anwendungen   des   Fundamentaltlieorenis.     Die   Tiietafunc- 

tionen  mit  zusammengesetzten  Argumenten 142 

Folgerungen  aus  dem  Jacobi'schem  Fundamentaltheorem.    Aende- 
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Hingen  der  Argumente  der  Thetafiinctionen  um  -  >  ^  ^og9,  -2+Y^Si- 

Gleichungen  zwischen  Thetafunctionen  mit  einfachen  und  solchen 
mit  zusammengesetzten  Argumenten.  Verdoppelung  des  Arguments. 
Das  Quadrat  einer  jeden  Thetafunction  durch  die  Quadrate  von 
zweien  der  übrigen  ausgedrückt. 

§21.  Die  Quotienten  der  Thetafunctionen,   das  Additionstheorem 

derselben.     Die  Constante  ^i(O) 148 

Additionstheorem  flir  die  Quotienten  ~  =  l/fe  sin  ^,  -^  =  1/  —  cos  <p, 

^  =  l/§'    '^^'''   ^''  Constanten  ^', (0)  =  (^ ^.(x)) _ „  . 

§  22.  Uebergang   von    den   Thetafunctionen    zu    den    elliptischen 

Functionen 154 

Die    elliptischen  Functionen   sn(— — I,    cnl i,    dnl i  als 

_   ^ 
Quotienten  zweier  Thetafunctionen.    Die  Grösse  q  =  e~^'K  .      Die 

elliptischen  Functionen  sn(»2),  cn((«),  dn(i(i). 

§  23.  Spezielle   Sigmafunctionen.     Zusammenhang  derselben   mit 

den  Thetafunctionen 157 

Einführung  der  Sigmafunctionen  ffi('())  02(11),  03(11),  nach  Weier- 
strass.  Die  Quotienten  je  zweier  der  vier  Functionen  g,  Oi,  02,  03 
sind  elliptische  Functionen.  Darstellung  der  speciellen  Sigmafunc- 
tionen als  unendliche  Producte.  Beziehungen  zwischen  den  vier 
Sigmafunctionen  und  den  vier  Thetatunctionen.  Die  partielle 
Differentialgleichung  für  au.  Die  Weierstrass'sche  Theorie  im  Ver- 
gleich mit  der  von  Jacobi  und  Abel. 

§  24.  Zusammenstellung  der  für  die  Anwendungen  wichtigsten 
Reihen  und  Producte  in  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen  169 

Productformeln  für  sni ju.d.  ü.,  <j(-^),  0, | -'^  i u. d. ü.  Spe- 

cielle  Werte.  Producte  für  &(x),  &i(x)  u.  d.  ü.  Folgenmgen.  Summen 
formein  für  die  Thetafunctionen,  für  die  elliptischen  Functionen  und 
deren  Quadrate.  Folgerungen  durch  Differentiation.  Formeln  für 
die  Xullwerte  des  Arguments.    (^-Reihen.    Hermite's  f/j-Functionen. 

§  25.  Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  und  Inte- 
grale erster  Gattung 182 

Additionstheorem  für  sn  u,  cn  u,  dn  u.  Additionstheorem  der  ellip- 
tischen Integrale  erster  Gattung.  Euler's  Integration  der  elliptischen 
Differentialgleichung.  Lagrange's  Integrationsmethode.  Anwendung 
auf  die  Function  pii.  Die  Sturm'sche  Integrationsmethode.  Litte- 
rarische Notizen  über  das  Additioustheorem. 
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§26.  Zusammenstellung   einiger  Formeln,   welche   sich   aus   dem 
Additioustlieoreni    ergeben.      Anwendungen     derselben    auf 

Produktentwiekelungen 1^^ 

Jacobi's  elementare  FolgerungeTi  aus  dem  Additionstheorem,  fund. 
§  IS.  Sechzehn  durch  Combiuation  der  Additionsfornieln  gewonnene 
Gleichungen  aus  Jacobi's  Abhandlung:  Sur  la  rotation  d'un  corps. 
Relation  zwischen  den  sn  der  Argumente  u,  a,  b,  h4-«,  u-\-h, 
„-\-n-\-b.  Anwendung  der  Additionsformeln  auf  Darstellung  einiger 
bemerkenswerten  Ausdrücke  in  Form  unendlicher  Producte. 

§27.  Die  elliptischen  Integrale  und  ihre  Classification     ....    205 
Legeudre's    Reduction    des    allgemeinen    elliptischen  Integrals   auf 
drei  Gattungen.    Richelot's  Reductionsgleichungen.    Die  Bedeutung 
der  Legendre'schen   Normalformen.     Andere   Normalform   für  das 
elliptische  Integral  erster  Gattung. 

§28.  Die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung.  Additionstheorem.    213 
Der  Ellipsenbogen   und   das  Integral  zweiter  Gattung.    Das  ganze 
elliptische  Integral   zweiter  Gattung  und  seine  Entwickehmg  nach 
Potenzen  von  /,-.  Legendre's  Additionstheorem  für  die  Function  £(y). 
Jacobi's  EntWickelung  von  E  Um  '^^)   in    eine    trigonometrische 

Reihe.  Jacobi's  Z{u).  Ausdruck  für  E{u)  und  Z(u)  durch  ffslw)- 
Weierstrass'  Normalform  für  die  Integrale  zweiter  Gattung.  Jacobi's 
Herleitung   des  Additionstheorems   mit  Hülfe   der  Thetafunctionen. 

§29.  Differentialgleichungen  der  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  in  Bezieiiuug   auf  den  Modul.    Uebergang 

zu  den  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung 226 

Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  für  F  {(p)  und  E  {(p)  in 
Bezug  auf  k.  Die  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  1.  und  2.  Gat- 
tung in  Weierstrass'scher  Form  als  Functionen  der  absoluten  In- 
Variante  ~^.  Die  Legeudre'sche  Gleichung  KE'+K'E—KR'  =  ^- 
Die  Betrachtung  des  analogen  Ausdrucks  für  die  unvollständigen 
Integrale  1.  und  2.  Gattung  führt  auf  elliptische  Integrale  3.  (Gattung. 

§30.  Die  elliptischen  Integrale   dritter  Gattung.     Untersuchungen 

von  Legendre  über  dieselben,  betreffend  den  Parameter  .    .    236 
Legendre's   Methode   zur  Untersuchung   der  elliptischen  Integrale 
3.  Gattung.    Die  einfachsten  Formen  für  den  Parameter.   Reduction 
des  elliptischen  Integrals  mit  complexem  Parameter  auf  solche  mit 
reellen  Parametern. 

§  31.  Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  als  Functionen  des 

Parameters.    Die  ganzen  Integrale  dritter  Gattung.     .    .     .    243 
Legendre's   idfferentiation   nach  dem   Parameter.     Darstellung  des 
ganzen  elliptischen  Integrals  3.  Gattung  durch   elliptische  Integrale 
1.  und  2.  Gattung. 

§  32.  Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gat- 
tung nach  Legendre ^^^ 

Legendre's  Herleitung  des  Additionstheorems   für  die   elliptischen 
Integrale  3.  Gattung.    Zwei  Klassen  elliptischer  Integrale  3.  Gattung. 
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§33.  Ausdruck   des   Parameters    in    den    elliptischen    Integralen 

dritter  Gattung  durch  elliptische  Functionen 252 

Die  Functionen  sn  (2a)  und  sn  {2bi)  u.  d.  ü.  durch  die  Functionen  des 

complexen  Argumentes  a  +  bi  ausgedrückt.     Der  Parameter  in  der 

Form  —k^sn-c. 
§34.  Jaeobi's  Reiheneutwickelungen  für  die  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  und  dessen  erste  Darstellung  des  Additions- 
theorems    254 

Jaeobi's  Normalform  für  die  3.  Gattung.    Entwickelung  der  Integrale 

3.  Gattung  in  eine  Reihe.    Jaeobi's  Beweis  des  Additionstheorems. 

Die  Function  S2{u).    Ausdrücke  für  Il{u,a)  und  £i{u)  durch  a^u. 

Weierstrass'  Normalform  eines  elliptischen  Integrals  3.  Gattung. 

§35.  Die  Eigenschaften  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung 
aus  dem  Fundamentaltheorem  für  die  Theta-Funetionen  her- 
geleitet       262 

Legendre's  Ausdruck  der  ganzen  Integrale  3.  Gattung  durch  Inte- 
grale 1.  und  2.  Gattung.  Jaeobi's  Satz  von  der  Vertauschung  des 
Arguments  mit  dem  Parameter.  Das  Analogon  in  der  Weierstrass- 
schen  Theorie.  Die  Additionstheoreme  für  die  elliptischen  Integrale 
3.  Gattung  aus  den  Thetafunctionen  abgeleitet.  Jaeobi's  Additions- 
theoreme für  den  Parameter. 

§36.  Die  verschiedenen  Formen  der  elliptischen  Integrale  dritter 

Gattung.     Litterarische  Anmerkungen 268 

Jaeobi's  Darstellung  der  verschiedenen  Formen  der  Integrale  3.  Gat- 
tung durch  Thetafunctionen.  Eeihenentwickelungen  für  die  Loga- 
rithmen der  Thetafunctionen.  Zur  Geschichte  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Integrale  3.  Gattung:  Jacobi,  Abel,  Legendre,  Tissot,  Dumas, 
Lottner,  Brill,  Tychomandritzky,  Rosenhain. 

§  37.  Die  Transformation  der  elliptischen  Functionen.  Erste  Unter- 
suchungen von  Jacobi,  betreffend  algebraische  Frincipien  .  281 
Jaeobi's  algebraische  Auffassung  des  Transformationsproblems.  Sub- 
stitution der  )«ttu  Ordnung.  Substitution  gerader  und  ungerader 
Ordnung.  Zurückführung  auf  Primzahltransformationen.  Jaeobi's 
erste  Arbeiten  über  die  Transformation. 

§38.  Das  Problem  der  Transformation  nach  Abel 291 

Das  allgemeine  Transfonuationstheorem  Abel's.  Resultate  der  Unter- 
suchungen Abel's.  Beziehungen  zwischen  den  vollständigen  Inte- 
gralen mit  dem  primitiven  Modul  k  und  solchen  mit  dem  transfor- 
mirten  Modul  l. 
§39.  Die  Theta-Functioneu,  für  welche  q  durch  q"  ersetzt  ist.  Die 
erste    reelle    Transformation    von    Jacobi.     Uebergang    vom 

grösseren  zum  kleineren  Modul 299 

Die  Functionen  #,  *,,  0^^,  ^3,  für  q»  ausgedrückt  durch  solche  für 

q,  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Cotes;  Productformeln  für  y  =  sn(^,  Z), 
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l/l— y»,  l/l— /c^j/«.  Werte  fiir  l,  V  und  M  als  Functionen  von  k. 
Jacobi's  Transformation  des  grösseren  Moduls  in  den  kleineren. 
q  als  Function  eines  beliebigen  complexen  h.  Zerlegung  des  Aus- 
drucks tür  u  in  Partialbrüche.   Jacobi's  Summenformel  für  sn(^,  1), 

M 

u.  d.  ü.  j 

§40.  Die  Theta-Funetionen,  für  welche  q  durch  a^"  ersetzt  ist,  wo 

a"=\ 313 

■Itni  J^ 

Herleitung  der  Formeln  für  5-  (x,  e  ?  )  u.  d.  ü.  als  unendliche 
Producte,  mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  fiir  imaginäre  Argumente. 
Zweiter  Beweis  dieser  Formeln,  nach  Jacobi. 

§  41.  Die  n  Transformationsgleichungen  der  elliptischen  Functionen, 

1 

welche  dem  Uebergange  von  ^  in  aq"  der  Theta-Functionen 
entsprechen.     Die  zweite  reelle  Transformation  von  Jacobi. 

Uebergang  vom  kleineren  zum  grösseren  Modul 328 

Productformeln    für    die     transformirten     elliptischen    Functionen 

sn  (-r^,  l)  u.  d.  ü.,  welche  den  Thetafunctionen  entsprechen,  in  denen 

1 
q  durch  uq"  {a  =1)  ersetzt  worden  ist.  Herleitung  der  entsprechen- 
den Summenformeln.  Transformation  des  kleineren  in  den  grösseren 
Modul.  Jacobi's  Endresultat  für  die  Lösung  der  Differentialgleichung 

dy  dx 

I.         V  . i^-- ;;r  "^  ,,/,         .,  ,      ,„    -.  Litterarische  Notizen :  Abel, 

l/  ( 1  —t/2)  ( 1  —  Py2)  ilf |/(  1  _a;2)  ( 1  _ft2x2) 

Jacobi,  Legendre,  Plana,  Poisson,  Ivory,  Sohncke. 
§  42.  Die  Theta-Functionen,  in  welchen  q  durch  ^2  oder  \J q  oder 

ni 

e'^\/q  ersetzt  ist,  und  die  entsprechenden  elliptischen  Func- 
tionen    339 

Ausdruck  der  (},  in  denen  q  durch  q'^  ersetzt  ist,  durch  die  ur- 
sprünglichen.    Die  entsprechenden   elliptischen   Functionen.     Das 

ni 

Analoge  für  die   Thetafunctionen,  in  denen  [/q  und  e     \/  q    für  5 
gesetzt  ist. 
§  43.  Die  Transformationen  erster  Ordnung  von  Abel.    Die  Trans- 
formationen dritter  und  fünfter  Ordnung  nach  Jacobi  .     .     .    348 

dy         dx 
Die  6  Lösungen  der  Differentialgleichung  7^=  sTT^^"'^  ®^°®  lineare 

Substitution,    nach   Abel.     Directe    algebraische   Behandlung    der 

Transformationen  .S.  und  i).  Ordnung,  nach  Jacobi. 
§  44.  Die  Landen'sehe  Transformation  und  die  Transformationen  von 
Legendre.   Lagrange,   Gauss.    Lineare   Relationen   zwischen 
elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung  ....     352 
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Die  Transforuiution  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattimg  von 
Landen.  Wiederholte  Anwendung  derselben.  Numerische  Berech- 
nung von  A'  und  F  (y,  A).  Die  Transformation  von  Lagrange.  Gauss' 
arithmetisch-geometrisches  Mittel.  Folgerungen  Legendre's  aus  den 
Methoden  von  Lagrange.  Das  Landen'sche  geometrische  Theorem. 
Litterarisches  über  die  Landen'sche  Transformation. 

§45.  Die  Mnltiplication  und  Division  der  elliptischen  Functionen. 

Theorem  von  Jacobi.     Litterarisehe  Notizen 368 

Formeln  für  sn  2»-,  cn  J«-,  dn  2«-,  sn  3ic,  cn  3ic,  dn  3?c.  Bildung  von 
ZUhler  und  Nenner  sn  ?nr  u.  d.  ü.  Abel's  Auffassung  des  Multipli- 
cationsproblems.  Jacobi's  Zurückführnng  der  Mnltiplication  auf  die 
Transformation.  Product-  und  Summeuformeln  für  sn  {nu,  k)  u.  d.  ü. 
Das  Problem  der  Division  der  elliptischen  Functionen.  Formeln  für 
die  Zweiteilung.  Anwendung  derselben  auf  die  numerische  Berech- 
nung des  elliptischen  Integrals  1.  und  2.  Gattung.  Litterarisches 
über  die  Division.  Die  complexe  Mnltiplication.  Neuere  Arbeiten 
über  Mnltiplication  und  Division  der  elliptischen  Functionen. 

§  46.  Die  elliptischen  Functionen,  deren  Modul  grösser  als  die  Ein- 
heit ist.  Anwendungen  derselben  auf  verschiedene  Trans- 
formationsgleichungen      386 

Jacobi's  Gleichungen  für  &n{ku,  A  u.  d.  ü.    Folgerungen.    Hermite's 

Anwendung  der  Substitutionen  von  Landen  und  Gauss.    Transfor- 
mation 2.  Grades.    Transformationsgleichungen  für   die  Thetafunc- 
tionen. 
§47.  Entwickelung    der    elliptischen    Functionen    in  Reihen,    die 

nach  Potenzen  des  Arguments  fortschreiten 394 

Hermite's  Anwendung  der  Transformation  2.  Grades  auf  die  Ent- 
wickelung der  elliptischen  Functionen  in  Reihen,  und  auf  die  Dar- 
stellung der  Zähler  und  Nenner  derselben.  Reihen  für  \/k  und  \/k'. 
Hermite's  Summenformeln  für  /(l-f  snn)(l+Ä:snit).  Spätere  Methode 
Hermite's  für  die  Entwickelung  von  snw  u.  d.  ü.  nach  Potenzen  von 
u.  D.  Andre's  Methode  der  Entwickelung  von  A  {x).  Gylden's  Ar- 
beiten.   Die  Weierstrass'schen  Functionen  Al{u). 

§  48.  Die  allgemeine  Transformation  der  Theta-Functionen      .     .    407 
Entwickelung  der  ]^Iethode  für  die  allgemeinste  Transformation  der 
Thetafunctionen  unter  Benutzung  der  Gleichungen  21)  §  4U.    ]\Iodi- 
ficirte   Bezeichnung   der   Thetafunctionen.     Zusammenstellung   der 
Transformationsgleichungen  in  ß  Gruppen. 

§  49.  Die  allgemeine  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
mittelst  einer  algebraischen  Gleichung.  Litterarische  An- 
merkungen      419 

Die  allgemeine  Bedingung  für  die  algebraische  Lösung  der  Diflfe- 

rentialgleichung  —  ^  =        ,  •   Litterari- 

V(l— 2/'')(l— ^'2/^)       M\/(_\—x-')(\—¥x'^) 
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sches  über  das  allgemeine  Problem  der  algebraischen  Transforma- 
tion: Jacobi's  Resultat,  Goddan's  und  Thomae's  Constantenbestim- 
mnng,  Fuhrmann,  Ilermite,  Richelot,  K(5nigsberger  u.  a. 
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Erster  Abschnitt. 


{}  1.    Einleitende  historische  Betrachtnngeu. 

i)aUl  nach  Ei'fiutlunü-  der  Infmitesimal  -  Rechnung  beschäftigte  mau 
sieb  uiit  (leu  Tutegralen,  in  denen  Quadratwurzeln  aus  Polyuouieu 
'^.  und  4.  Grades  auftreten ;  doch  waren  es  bauptsäcblicb  geometrische 
Beziehungen  zwischen  den  Bogen  der  Ellipse,  der  Hyperbel  und  an- 
derer algebraischer  Curven,  auf  welclie  die  Ziele  der  Arbeiten  von 
Fagnano,  ]\[aelaurin,  d'Alembert,  Landen  u.  A.  gerichtet  waren, 
ihre  Resultate  standen  vereinzelt  und  ohne  Zusammenhang.  Erst  Euler 
entdeckte  das  gemeinsame  Band  in  einem  rein  analytischen  Theorem 
und  brachte  die  ellipti!^cheu  Integrale  zu  einer  gleichen  Bedeutung  in 
der  höheren  Analysis,  wie  die  cyclometrischen  Functionen  und  die 
Logarithmen  sie  seit  langer  Zeit  hatten;  letztere  erschienen  von  nun 
au  als  specielle  Fälle  jener  Transcendenten. 

üie  A^07'i  Coiumcntarü  Acad.  sc.  Petrop.  X.  (pro  anno  1/64, 
Petropoli  iy66)  enthalten  die  berühmte  Abhandlung  Euler's:  „De  Re- 
dudionc  Fornnilariirn  intcgralmni  ad  rcctißcationcvi  cllipsis  ac  hybcr- 
bolac."  Diese  Arbeit  ist  sowohl  wegen  ihres  Inhalts,  als  besonders 
deswegen  äusserst  bemerkenswert,  weil  sie  den  Anstoss  zu  den  Unter- 
suchungen von  Legendre  gegeben  zu  haben  scheint.  Eni  er  fasst 
die  Resultate  von  M  a  c  1  au  r  i  n  und  d'A  1  e  m  b  e  r  t  über  die  Rectification 
der  Ellipse  und  Hyperbel  zu  einer  allgemeinen  Untersuchung  zusammen, 
welche  die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyperbeln,  deren  Differenz  sich 
auf  geometrische  Weise  angeben  lässt,  behandelt.  Auf  pag.  4  bemerkt 
Euler:  ,Imprimis  autem  hie  idoneus  signandi  modus  desiderari  videtur, 
cujus  ope  arcuH  elliptici  aeque  commode  in  calculo  exprimi  (jueant,  ac 
jani  logaritlimi  et  arcus  circulares  ad  insigne  Analyseos  per  idonea 
sigua  in  calculum  sint  introducti.  Talia  signa  novam  quandam  calculi 
speeiem  suppeditabunt.  cujus  hie  quasi  prima  elementa  expouere  C(»n- 
stitui."     Diese  Bemerkung  Euler's  findet  sich  rcin-oduziert  auf  pag.  VII 

Enueper,  ellipt.  Functionen.     '1.  Autl.  1 
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des  Aveiiissements  im  ersten  Bande  des  grossen  Werkes  von  Legendre: 
„Traitö  des  foiictions  elltpfigurs  et  des  integrales  eiileriennes" ,  Paris 
iSz^ — 28.  2   Vol.  lind'  j  Siipplemente. 

Legendre  bemerkt  zu  den  Worten  Euler's  Folgendes:  »Euler 
avait  prevu  qu'ä  l'aide  d'une  notation  eonvenable,  le  ealeul  des  ares 
d'ellipse  et  d'autres  transeendantes  analogues,  pourrait  devenir  d'un 
usage  i)resque  aussi  general  quo  celui  des  ares  de  cercles  et  des  loga- 
ritlimes,  mais  si  on  excepte  Landen,  qui,  par  la  deeouverte  de  son 
tlieoreme,  aurait  pu  s'ouvrir  des  routes  nouvelles,  personne  ne  s'est  mis 
en  devoir  de  realiser  la  predictiou  d'Euler,  et  on  peut  dire  que  l'Auteur 
de  ee  Traite  est  reste  seul  ä  s'en  oeeuper,  depuis  l'annee  178G  oü  il 
a  fait  paraitre  ses  premieres  recherches  sur  les  ares  d'ellipse,  jusqu'a 
l'epoque  aetuelle". 

In  demx  hier  genannten  Jahre  vollendete  Legendre  seine  erste 
grössere  Abhandlung  über  die  elliptischen  Integrale:  \,Mcmoire  sur 
les  integrations  par  d'arcs  d'ellipse".  Mein,  de  l'Ac.  d.  Sc.  de  Paris 
\y86,  I,  II,  worin  u.  a.  die  Rectification  der  Ellipse  auf  die  zweier 
anderen  Ellipsen,  die  aus  einer  unendlichen  Schaar  willkürlich  aus- 
gewählt sind,  zurückgeführt  wird.  Ein  zweites  „Memoire  sur  les  Tran- 
sccndajites  elliptiques" ,  Paris  lygj  enthält  bereits  die  Einteilung  der 
elliptischen  Integrale  in  verschiedene  Gattuniien  und  eine  näheruugs- 
weise  Berechnung  derselben.  Alle  diese  Untersuchungen  werden  dann 
von  Legendre  zusammengefasst  in  dem  Werke :  „Exercices  de  calcul 
integral  sur  divers  ordres  de  Transeendantes  et  sur  les  Quadratur  es", 
Paris  18 II — ig,  und  in  dem  oben  angeführten  „Traite  des  fonctions 
elliptiques" . 

Die  Untersuchungen  über  die  Bogen  von  Ellipse  und  Hyperbel 
haben  Legendre  darauf  geführt,  nicht  nur  die  entsprechenden  Integrale, 
sondern  alle  Integrale  irrationaler  algebraischer  Functionen,  welche 
unter  der  Quadratwurzel  ein  Poh-nom  dritten  oder  vierten  Grades  der 
Variabein  enthalten,  mit  dem  Namen  „elliptische  Functionen* 
zu  belegen.  Diese  Bezeichnung  hat  später  darin  eine  Aenderung  er- 
litten, als  das  Wort  Function  durch  Integral  ersetzt  ist,  so  dass  die 
Arbeiten  Legendre's  sich  auf  elliptische  Integrale  beziehen.  Die 
Bezeichnung  ^elliptische  Functionen"  ist  nach  Analogie  der  Kreis- 
fnnetionen  auf  eine  Gattung  von  Functionen  übertragen  worden,  welche 
mit  den  elliptischen  Integralen  in  enger  Verbindung  stehen,  wobei  die 
Terminologie  hinsichtlich  des  Wortes  „elliptisch"  leider  an  jeuer  Un- 
vollkommenheit  leidet,  die  ihren  Ursprung  in  der  scheinbaren  Verall- 
gemeinerung eines  isolierten  Problems  hat.  Für  die  auftretenden  Inte- 
grale und  Functionen  ist  das  Epitheton  , elliptisch"  weder  geometrisch 
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uocli  unalytiscli    irgendwie   eharaoteristiscli,  Komlevn  rein  eonventionel- 
1er  Natur. 

Unter  den  Funetiouen  einer  Variabein  haben  die  trigouonietrisebeu 
Functionen  die  Eigeutüniliehkeit,  dass  der  Wert  einer  soleheu 
Function  ungeäudert  bleibt,  wenn  das  Argument  um  ein  Multiplum 
einer  gewissen  reellen  Quantität  {jc  oder  2jr)  zunimmt.  Diese  Quanti- 
tät heisst  nach  Gauss  der  Modul,  nach  Jacobi  der  Iudex  der 
Periodicität,  oder  auch  wohl  einfach  die  Periode.  Beschränkt  man 
sich  nicht  allein  auf  reelle  Perioden,  so  führen  die  Exponential- 
fuuctionen  auf  imaginäre  Perioden.  Diese  verschiedenen  Functionen, 
welche  durch  Combinationen  zu  allgemeineren  Betrachtungen  über  die 
Periodicität  Veranlassung  geben,  sind  specielle  Fälle  einer  allgemeineren 
Gattung  von  Functionen,  welche  elliptische  Functionen  heissen. 
Die  elliptischen  Functionen  bilden  die  einfachsten  der  doppeltperiodi- 
schen Functionen ,  d.  h.  solcher  Functionen ,  deren  Wert  ungeändeii; 
bleibt,  wenn  Multipla  zweier  bestimmter  Quantitäten  (einer  reellen  und 
einer  imaginären)  zum  Argument  hinzugefügt  werden. 

Legendre's  „Traite  des  foncttons  elUptiques"  ist  ein  Sammel- 
werk für  alle  seine  Entdeckungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Inte- 
grale. In  der  Gedächtnisrede  auf  Jacobi  (Bcrl.  AhJi.  iS^2,  Grelle 
/.  LH,  igj — 2iy,  Jacohi's  Ges.  Werke  I,  1—28)  charaeterisirt  Lejeune- 
Dirichlet  Legendre's  Werk  mit  folgenden  Worten:  ^Es  ist  Le- 
gendre's unvergänglicher  Ruhm,  in  den  eben  erwähnten  Entdeckungen 
[von  Fagnano,  Euler,  Landen,  Lagrange]  die  Keime  eines  wich- 
tigen Zweiges  der  Analysis  erkannt  und  durch  die  Arbeit  eines  halben 
Lebens  auf  diesen  Grundlagen  eine  selbständige  Theorie  errichtet  zu 
haben,  welche  alle  Intregale  ümfasst,  in  denen  keine  andere  Irratio- 
nalität enthalten  ist  als  eine  Quadratwurzel,  unter  welcher  die  Ver- 
änderliche den  vierten  Grad  nicht  übersteigt.  Schon  Euler  hatte  be- 
merkt, mit  welchen  Modifieationen  sein  Satz  [dass  zwei  Integrale  mit 
beliebigen  Grenzen  in  ein  drittes  vereinigt  werden  können,  dessen 
Grenze  sich  durch  die  Grenzen  jener  algebraisch  ausdrücken  lässt]  auf 
solche  Integrale  ausgedehnt  werden  kann;  Legendre,  indem  er  von 
dem  glücklichen  Gedanken  ausging,  alle  diese  Integrale  auf  feste 
canonische  Formen  zurückzuführen,  gelangte  zu  der  für  die  Ausbildung 
der  Theorie  so  wichtig  gewordenen  Erkenntnis,  dass  sie  in  drei  wesent- 
lich verschiedene  Gattungen  zerfallen.  Indem  er  dann  Jede  Gattung 
einer  sorgfältigen  Untersuchung  unterwarf,  entdeckte  er  viele  ihrer 
wichtigsten  Eigenschaften,  von  welchen  namentlich  die,  welche  der 
dritten  Gattung  zukommen,  sehr  verborgen  und  ungemein  schwer  zu- 
gänglich waren.     Nur  durch  die  andauerndste  P>eharrH('likeit,  die  den 
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grossen  Äratlieiiiatiker  immer  von  Neuem  auf  den  Geg-enstand  zurück- 
kommen lies«,  gelaug  es  ihm  liier,  Schwierigkeiten  zu  besiegen,  welche 
mit  den  lliilfsmitteln ,  die  ihm  zu  Gebote  standen,  kaum  Uberwindlich 
scheinen  mussten"  (Jacohts  Ges.    Werke,  I,  g). 

Königsberger  giebt  in  seinem  Buche:  „Zur  Geschichte  der  Theorie 
der  elliptischen  Transcendenten  in  den  Jahren  1826 — 2g",  Leipzig 
iS'/g,  auf  Seite  4 — 18  eine  Analyse  des  Legendre'schen  Werkes  und 
schliesst  dieselbe  mit  den  Worten:  „Das  grosse  Werk  Legendre's 
besitzt  nicht  blos  dadurch  seinen  Wert  und  seine  bleibende  Bedeutung, 
dass  es  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  eine  selbständige  Stellung 
in  der  Analysis  geschaffen  und  die  Veranlassung  zur  Gründung  der 
Lehre  von  den  Transcendenten  und  der  allgemeinen  Functionentheorie 
geworden,  sondern  dass  in  demselben  auch  eine  grosse  Reihe  von  Ge- 
sichtsi)unkten  gegeben,  Resultate  hergeleitet  und  Methoden  entwickelt 
sind,  die  ein  bleibender  Besitz  der  Analysis  geworden  und  genau  in 
der  von  Legend re  gegebenen  Form  die  Ausgangspunkte  für  die 
späteren  Arbeiten  Abel's  und  Jacobi's  gebildet  haben". 

Im  hohen  Alter  von  76  Jahren  hatte  Legendre  die  Freude,  einen 
sehr  verspäteten,  aber  auch  sehr  glänzenden  Erfolg  seiner  Arbeiten  zu 
erleben.  In  der  Vorrede  zum  ersten  Supplement,  datiii;  Paris,  d.  12.  Au- 
gust 1828,  sagt  der  Verfasser;  „Apres  m'etre  occupe  pendant  un  grand 
uombre  d'anuees  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques,  dont  l'immortel 
Euler  avait  pose  les  fondemens,  j'ai  cru  devoir  rassembler  les  resultats 
de  ce  long  travail  dans  un  Traite  qui  a  ete  reudu  public  au  mois  de 
janvier  1827.  Jusque  lä  les  geometres  n'avaient  pris  presque  aucune 
part  ä  ce  genre  de  recherehes,  mais  a  peine  mon  ouvrage  avait -il  vu 
le  jour,  a  peine  son  titre  pouvait  -  il  etre  connu  des  savans  etrangers, 
que  j'appris  avec  autant  d'etonnement  que  de  satisfaction,  que  deux 
jeunes  geometres,  MM.  Jacobi  (C-G-J)  de  Koenigsberg  et  Abel  de 
Christiania,  avaient  reussi,  par  leurs  travaux  particuliers,  ä  perfectiouner 
considerablement  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  dans  ses  points  les 
plus  eleves." 

Die  Eigenschaft  der  doppelten  Periodicität  der  elliptischen  Func- 
tionen bildet  die  Basis  der  Untersuchungen,  durch  welche  im  zweiten 
Viertel  unseres  Jahrhunderts  die  beiden  grossen  Vertreter  ihrer  Wissen- 
schaft, N.  H.  Abel  aus  Christiania  und  C.  G.  J.  Jacobi  aus  Königs- 
berg, die  mathematischen  Wissenschaften  in  ungeahnter  Weise  erweiterten. 

Abel  hat  seine  genialen  Untersuchungen  in  den  fünf  ersten  Bän- 
den des  1826  von  Grelle  begründeten  „Journal für  die  reine  und 
angenvandte  Mathcmatilc"  niedergelegt.  Ausserdem  enthalten  die 
Astron.    Nachr.     VI,    36^ — 2^^»     VII,  33 — 44,   einige  Mitteilungen 
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von  Abel  iiher  eine  Entdeckung,  betreffend  die  allgemeine  Theorie 
der  cliiptisc'lien  Functionen,  von  welelier  Ja col)i  an  Legendre  scliroiht: 
,Elle  est  au-di\ssu.s  de  nies  eloges  comnie  eile  est  au-dessus  dos  mes 
propres  travaux.-'  (^Inn.  de  l'£c.  Norm.  VI,  r^o,  Armee  1869.) 
Es  linden  sieh  dort  auf  p.  127 — 175  elf  Briefe  von  Jacobi  an  Le- 
gendre aus  dem  Zeitraum  von  1827—1832  mitgeteilt.  Der  Heraus- 
geber dieser  tur  die  Geschichte  der  elliptischen  Functionen  merk- 
würdigen Briefe,  Bertrand,  bemerkt  in  der  Einleitung  zu  der  obigen 
Aeusserung  des  damals  noch  nicht  ganz  dreiundzwanzigjährigen  Jacobi: 
„Jacobi  seul  avait  le  droit  de  prononcer  un  tel  jugement,  dont  la 
severite,  sous  toute  autre  plume  que  la  sienue.  irait  jusqua  rinjnstice.* 

Die  Arbeiten  von  Abel,  welche  in  Crelle's  Jonrnal  enthalten 
sind,  vermehrt  um  Aufsätze  aus  seinem  Nachlass.  finden  sich  zusammen- 
gestellt in  dem  Werke:  „Oeuvres  completes  de  N.  H.  Abel  Rcdigces 
par  Hobnboc".  Ckrisfiania  iSjg.  „Noiiv.  ed.  pitbl.  par  L.  SylcrtU  et 
S.  Lic".  Leipzig,  Teubner  188 1.  Nur  sehr  kurze  Zeit  war  es  Abel 
vergönnt  gewesen,  seine  grossen  und  mannigfachen  Entdeckungen  weiter 
zu  verfolgen;  kaum  27  Jahre  alt,  nicht  ganz  zwei  Jahre  nach  Ver- 
örtentlichung  seiner  ersten  Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen 
setzte  der  Tod  ein  frühes  Ziel  der  glänzenden  Laufbahn  dieses  tief- 
sinnigen und  umfassenden  Geistes.  (S.  Dirichlct,  Gedächtnisrede, 
Crelle  J.  LH,  20 jj.  Gleichzeitig  mit  Abel  veröffentlichte  Jacobi 
seine  ersten  Entdeckungen  in  Crelle  J.  und  den  Astroii.  Nachr.  VI, 
JJ — j8,  /JJ — j^2.  Kurze  Zeit  nach  diesen  Publieationeu  Hess  Jacobi 
sein  berühmtes  Werk  ersclieinen :  ,,Fiuidanienta  Nova  Theoriae  Fiiiic- 
tionum  Ellipticaruni  Aiictore  C.  G.J.  Jacobi."  Regiomonti  182g.  (C.  G. 
f.  Jacobi s  Ges.    Werke,  Berlin   \88i,  I,  ^g — 2jp). 

Dieses  Werk,  welclies  seinen  Verfasser,  der  damals  noch  nicht 
ganz  25  Jahre  alt  war,  mitten  unter  die  hervorragendsten  Georaeter 
seiner  Zeit  stellte,  enthält  in  sehr  gedrängter  Kürze  einen  grossen 
Teil  der  wesentlichsten  Resultate  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen.  Die  grosse  Bedeutung,  welche  dem  Werke  Jacobi's, 
kurz  nach  seiner  Publication,  von  den  Zeitgenossen  beigelegt  wurde, 
geht  aus  dem  Berichte  über  dasselbe  von  Poisson  au  die  Pariser 
Academie  hervor.  Dieser  Bericht  unter  dem  Titel :  ,,Rapport  sur  l'ouvrage 
de  AL  Jacobi  intitule  Ftindavienta  etc."  findet  sich  auf  p.  73 — 117  im 
t.  X  der  „Mein,  de  l'Ac.  d.  Sc.  et  de  l'Inst.  de  France."  Jacobi 
hat  später  in  Crelle's  Journal  weitere  Untersuchungen  in  einer  Reihe 
von  Aufsätzen  niedergelegt,  welche  bestimmt  waren,  einen  zweiten  Teil 
der  ,Fundamenta"  zu  bilden.  Das  weitere  Vordringen  führte  indessen 
Jacobi  zu  einem  genaueren  Studium  seiner  Theta-Fuuctionen,  welche 
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als  die  Elemente  der  elliptiselien  Functionen  angesehen  werden  können. 
J  a  e  o  l)  i  hat  eine  neue  Begründung  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen, hasirt  auf  die  Theta-Fuuctioncn,  nur  in  academischen  Vorträgen 
der  Nachwelt  hinterlassen,  eine  Hinterlassenschaft,  welcher  sich  aus- 
gezeichnete Schüler  mit  Liebe  und  Talent  angenommen  liaben  und 
deren  Arbeiten  für  die  weitere  Ausbildung  der  elliptischen  Functionen 
von  wesentlicher  Bedeutung  sind.  Ueber  die  Leistungen  Jacobi's 
mögen  folgende  Worte  aus  der  Gedächtnisrede  von  Lejeune-Dirlchlet 
Platz  finden,  welche  in  ausgezeichneter  Weise  den  ausserordentlichen 
Geist  von  Jacobi  eharacterisireu :  „Jacobi's  wissenschaftliche  Lauf- 
l)ahu  umfasst  gerade  ein  Vierteljahrhundert,  also  einen  weit  kürzeren 
Zeitraum  als  die  der  meisten  frühereu  Mathematiker  ersten  Ranges, 
und  kaum  die  Hälfte  der  Zeit,  über  welche  sich  Euler's  Wirksamkeit 
erstreckt  hat,  mit  dem  er,  wie  durch  Vielseitigkeit  und  Fruchtbarkeit, 
so  auch  darin  die  grösste  Aehnlichkeit  hat,  dass  ihm  alle  Hülfsmittel 
der  Wissenschaft  immer  gegenwärtig  waren  und  jeden  Augenblick  zu 
Gebote  standen."  (Jacobi' s  Ges.   Werke  I,  2y.) 

Zur  Zeit  als  Abel  und  Jacobi  ihre  überraschenden  Entdeckungen 
der  mathematischen  Welt  mitteilten,  befand  sich  Gauss  schon  im  Be- 
sitz einer  ziemlichen  Anzahl  von  Theoremen,  welche  sich  auf  elliptische 
Functionen  beziehen.  Eine  kurze  Andeutung,  welche  die  ,,Disqiiisi- 
tiones  Arähiiiciicac"  (Gauss'  Werke,  I,  41  j)  enthalten,  dass  nämlich 
das  Princip  der  Kreisteilung  sich  mit  gleichem  Erfolge  auch  auf  andere 
transcendeute  Functionen,  z.  B.  auf  die  Teilung  der  Lemniskate  an- 
wenden lasse,  Hess  vermuten,  dass  Gauss  schon  gegen  Ende  des 
vorigen  Jahrhunderts  sieh  mit  Untersuchungen  beschäftigt  hatte,  welche 
ihn  zu  identischen  Resultaten  mit  denen  von  Abel  und  Jacobi  geführt 
hatten.  Di richlet  betont  in  seiner  Gedächtnisrede  auf  Jacobi  aus- 
drücklich, dass  die  obige  Bemerkung  mit  Sicherheit  darauf  schliessen 
lasse,  ,dass  Gauss,  seiner  Zeit  weit  vorauseilend,  schon  zu  Anfang 
des  Jahrhunderts  das  Princip  der  doppelten  Periodicität  erkannt  hatte." 
Diese  Behauptung  hat  durch  Herausgabe  des  Nachlasses  von  Gauss 
ihre  volle  Bestätigung  gefunden  (Gauss  Werke  III,  231  u.  f.).  Am 
23.  Mai  1828  schreibt  Gauss  an  Schumacher  über  eine  Arbeit  von 
Abel:  „  ...  die,  Ihnen  gesagt,  mir  von  meinen  eigenen  Untersuchungen 
wol  ein  Drittel  weggenommen  hat,  und  mit  diesen  zum  Teil  selbst  bis 
auf  die  gewählten  bezeichnenden  Buchstaben  übereinstimmt." 

Man  findet  weitere  historische,  sehr  interessante  Notizen  über  die 
erste  Entdeckung  der  elliptischen  Functionen  durch  Gauss  im  IIL  Bande 
seiner  ,,  Werke"  auf  p.  4^1 — 4g6.  L.  Königsberger  sagt  am  Schlüsse 
seiner  oben  genannten  historischen  Skizze:  „Ueberblicken  wir  die  Ge- 
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samtheit  der  diireh  die  VeröffentliL'lmn^  des  Gauss'schen  Nachlasses 
uns  zii^äu^'licli  gewordenen  Untcrsuehnngcn  dieses  unverg-leielilieh 
grossen  Matliematiliers,  so  werden  >vir  nicht  zu  weit  gehen,  wenn  wir 
behaupten,  dass  ein  grosser  Teil  der  von  Abel  und  Jacobi  der 
matheniatischen  Wissenschaft  zugefühiien  Resultate  und  Methoden  in 
der  Theorie  der  elliptischen  Transcendeuten  wenigstens  in  den  Grund- 
zügen von  Gauss  fast  30  Jahre  früher  aufgefunden  worden,  und  dass 
von  grossen  und  umfassenden  Gebieten  in  dieser  Theorie  eigentlich 
nur  die  algebraischen  Untersuchungen  Jacobi's  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  sowie  dessen  Entdeckungen,  die  Einführung  der 
/^-Functionen  in  die  Theorie  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung 
betreffend  und  die  Arbeiten  Abel's  über  das  nach  ihm  benannte 
Theorem  und  die  Theorie  der  allgemeinen  Transformation  und  Re- 
duction  der  Integrale  algebraischer  Differentiale  hiervon  ausgenommen 
werden  können''.  Selbstverständlich  thut  dieses  Zugeständnis  der 
Priorität  dem  Ruhme  Jacobi's  und  Abel's  keinen  Abbruch.  Immer- 
hin bleibt  es  bedauernswert,  dass  einer  der  grössten  Mathematiker 
aller  Zeiten  seine  wunderbaren  Entdeckungen  den  Zeitgenossen  nicht 
mitgeteilt  und  dadurch  zur  ^litarbeit  aufgefordert  hat. 

Ausser  in  dem  oben  genannten  Buche  von  L.  Königsberger  findet 
man  eine  Uebersicht  über  die  historische  Entwickeluug  der  elliptischen 
und  Abel'schen  Functionen  in  F.  Casorati,  ,,Tcorica  dcllc  fnnzioiu 
di  variabüi  complesse".  Vol.  I.  Pavia  iS68.  Eine  sehr  wertvolle  Quelle 
für  die  Geschichte  der  elliptischen  Functionen  ist  der  von  C.  W.  Bor- 
c  h  a  r  d  t  veröffentlichte  Briefwechsel  zwischen  L  e  g  e  n  d  r  e  und  J  a  c  o  b  i : 
„Correspoiidancc  mathcmatique  cntre  Legendr e  et  Jacobi",  Cr  eile  J. 
LXXX,  2o^ — 2y(j,  eine  Ergänzung  der  oben  erwähnten  von  Bert  ran  d 
herausgegebenen  Briefe  Jacobi's. 

§  2.    BciJierkuugeu  über  einige  eiiil'aehc  Integrale  irrationaler  algebraiseher 

Fiiuctiouen. 

Wir  wollen  zunächst  an  einem  einfacheren  Integral  eine  Vorstellung 
von  derjenigen  Methode  geben,  die  später  bei  der  Untersuchung  des 
elliptischen  Integrals,  welches  als  eine  Erweiterung  dieses  einfachen 
angesehen  werden  kann,  angewendet  wird.  Wir  betrachten  das  Integral : 


J  l/±  «!/2  +  2^y  +  c,        \/aJ  i 


dy 


±   .^   +2    ^.   +    ^ 


Setzt   man   zur   Vereinfachung   b^  =  ah,   Cx  =  «c,  so  kommt  die  Be- 
stimmung  des  rechts    stehenden    Integrals    auf  die    Betrachtung    des 


Integrals 


A 
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liinans.  Die  Function  unter  dem  lutegralzcichen  lässt  sich  durch  Ein- 
tuhruuii-  einer  neuen  Intci^rationsvariubeln  so  transforniiren,  dasH  unter 
dem  Wurzelzeiclien  keine  Constaute  ausser  1  enthalten  ist.  Es  ist 
nämlich  für 

ij-\-b  =  x\/c—lf',     c—lf-  >  0 : 

/'    dx  ,      

Z'  .fiL.  =  Uog  u-hl/:^--T); 

,/  \/x^—l 

ij—b  =  x[/b^-hc,  b-^-\-c>0: 

/*          du  r    dx 

-, ^^ =    /     ,  =  arc  sin x. 

l/-j/'^+2&y+c       ,/    l/l— a:2 

Das  letzte  der  vorstehenden  Integrale  hat  ein  besonderes  Interesse, 

da  dasselbe  zur  Betrachtung   einer   Function  Veranlassung   giebt,  mit 

deren  llUltc  sich  die  beiden  vorhergehenden  Integrale  in  gleicher  Weise 

leicht  behandeln  lassen.     Man  setze: 

1)  /  -J^  =  u. 


oder: 

2)  ,^=  =  da, 

l/l— 0:2 

mit  der  Bestimmung,  dass  x  und  u  gleichzeitig  verschwinden.  Die 
Gleichung  1)  giebt  dann  zu  einer  doppelten  Betrachtung  Veranlassung. 
Nimmt  man  einmal  x  als  gegeben  an,  so  ist  u  eine  bestimmte  Func- 
tion von  X.  Wird  der  Einfachheit  halber  .r^l  genommen,  so  lässt 
sich  in  der  Gleichung  1)  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  nach 
Potenzen  von  a;-  entwickeln,   und   man  erhält  dann  durch  Integration: 

,   1  a;3  ,  1.3  x^  ,  1.3.5  x'  , 
^  ^2  3      2.4  5      2.4.6  7^ 

Durch  diese  Gleichung  ist  u  als  Function  von  x  durch  eine  unendliche 
Reihe  bestimmt,  welche  Reihe  in  der  Lehre  der  einfachen  Functionen 
bekanntlich  durch  arc  sin  x  bezeichnet  wird. 

Andererseits  kann  man  aber  auch  in  der  Gleichung  1)  u  als  ge- 
geben annehmen,  so  dass  x  Function  von  u  ist,  d.  h.  der  Wert  des 
Integrals  ist  gegeben,   man  soll  die  obere  Grenze  finden,  welche  dem 
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gegeheuen    lutcgralwerte    eut8i)riclit.      Die    tnguuonietriselic    Fuuetiou 
sin«  ist  also  die  Umkclirung  der  cyclonietrisehcn  Functiuu 


/*    dx 

are  sin  x  =  /     ,    ^=. 


Das  Problem  liisst  sich  auch  als  Umkehrung  der  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  3)  stehenden  unendlichen  Reihe  auffassen,  welche  De- 
ünition  aher  die  Schwierigkeit  darbietet,  dass  die  Gleichung  ■i\  als 
algebraische  Gleichung  von  unendlich  hohem  Grade  angesehen,  keine 
endliche  Anzahl  von  Wurzeln  hat.  Wie  die  verschiedenen  Wurzeln 
zusammenhängen,  ist  a  priori  nicht  ersichtlich;  auch  gestattet  diese 
Methode  nicht,  x  einen  beliebigen  reellen  Wert  beizulegen. 

Statt  der  Gleichung  8)  nehme  man  die  Difterentialgleichung  2)  und 
bestimme   x  dadurch,   dass  x  mit   u   gleichzeitig  verschwindet.     Setzt 
man  x  =  ^  (u),  so  ist  zufolge  der  Detinition  r/|U)  =  0.   Für  z  =  — /  folgt: 
f-'     dz      _       f     dt 

also  — x  =  (p{ — u)  d.  i.  —  (p  {u)  =  <p  ( — u).     Die  Gleichung  2)  giebt: 

du        ^ 
oder: 

■^)  ff  {u)  ==  l/r=^ö5 

Hieraus  folgt  unmittelbar  durch  Differentiation: 

(P     \U)   = ; 

\/l-<p-2(u) 

d.  i.  nach  4): 

5)  (p"(u)  =  — ffiu). 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  erhält  man  leicht: 

Die  Gleichungen  6)  führen  unmittelbar  auf  das  Fundamentalgesetz, 
nämlich  das  Additionstheorem  für  die  Function  ffi{u).  Nach  der 
Taylor'schen  Reihe  ist: 


q)(u-}-v)  =  (fiu)-\-vff'(u)-{--~<p"{u)-^  . . . 

und  diese  Reihe  hat  im  vorliegenden  Falle  eine  unbeschränkte  Gültig- 
keit.   Wegen  der  Gleichungen  G)  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an : 

7)  (fAu  +  v)  =  (f{u)  l  \  -\-  (fj\u)  l ', 

wo  r  und  /',  Functionen  von  v  sind,  welche  sich  leicht  auf  folgende 
Weise  bestimmen  lassen.  Die  Gleichung  7)  diiferentiire  mau  nach  u, 
dann  fokt: 
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8)  (f'(ui-v)  =  (f'(u)l\—(f(ic)r. 

In  den  Gleieluiugeu  7)  und  S)  nehme  man  u  =  0.    Da  nach  4)  (/)'(0)  =  1 
ist,  so  folgt: 

rf(v)  =  l\         (p'(v)  =  l\. 
Die  Gleichung  7)  geht  hierdurch  über  in: 

9)  (f(u+ V)  =  (f  (u)^'(v) + g>'(u)g)(v)  =  ^iu)\/l—g)-\v) + (f(v)\/i^Ku). 
Es  besteht   also   zwischen   den  zu  den   drei  Werten   des  Argumentes 
M,   i',   7i-^v  gehörenden   Fuuctionswcrtcn  (f{u),   (f{v),  (f{u-{-i')   eine  al- 
gebraische Gleichung;  in   diesem  Falle  sagt  man,  die  Function  be- 
sitzt ein  algebraisches  Additionstheorem. 

Ebenso  folgt  aus  Gleichung  8): 

10)  (p'(u-\-v)  =  rf/(u)(p'{v)—(piu)cp{v)  =  \/l—ffKu)[/l  —fp\v)—(p{u)(p{v). 
Aus  dem  Additionstheorem  ergiebt  sich  nun  die  Periodicität  un- 
serer Function.     Setzt  man: 


f. 


\/\—t' 

so  ist  1  =  fp{^i£)  und   0  =  95'(L^),  wo   üi  eine   bestimmte  numerische 

Constaute  ist,    welche   bekanntlich  das  Verhältnis   vom    Umfang  zum 

Diametcr  eines  Kreises  ausdrückt.  Die  Gleichungen  9)  und  10)  geben 
u  =  Lr  gesetzt : 

Durch  diese  Gleichungen  lassen  sich  die  Functionen  cp  und  rp'  mit 
Argumenten,  welche  die  positive  oder  negative  Grösse  Ijc  übersteigen,  auf 
Functionen  reduciren.  deren  Argument  innerhalb  dieser  Grenzen  Ideiben. 
Man  kann  in  den  Gleichungen  11)  also  v  ))eliebig  reell  annehmen. 
Setzt  man  v  =  ■iJc-\-u,  so  folgt: 

fpiJi-^n)  =  fpi^,jt-\-u)  =  — ^(u),  ipXji  +  u)  =  —(piLt+u)  =  — g)'{u), 
also  allgemein,  wenn  fu  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 
(p{u->tmx)  =  (— iy»^(«),     ff'iu+niJi)  =  {—lTq)'{u). 
Diese   Gleichungen   zeigen,   dass   die   Functionen  <p{u)  und   <p'{u\ 
abgesehen  vom  Zeichen,   dieselben  Werte  annehmen,  wenn  das  Argu- 
ment um  ein  Multiplum  der  Constanten: 


'0 

zunimmt.  Die  beiden  Functionen  sind  also  periodische  Functionen. 
Eine  weitere  Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  über  die  Function 
<jp(«),  wenn  u  nicht  mehr  reell  ist.  soll  hier  nicht  ausgeführt  werden. 
Die  Betrachtung  der  Function  (p(a)  in  diesem  §  ist  eine  etwas 
weitere  Ausführung  einer  kurzen   Andeutung  von  Eisenstein,   ent- 
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halten  in  dessen  Abbaudliing:  „Neuer  Bcit^cLs  der  Addifionsformcln" 
Crcllc  J.  ^Y^Y^Y,  211,  oder  auch  „MatJuinafisclic  .Ib/iandlungcti", 
Berlin  184^,  p.  /jj.  Untersuelnmgeu  älinlielier  Art  findet  man  schon 
in  der  Sectio  II,  Cap.  V  des  ersten  Bandes  der  „Institutiones  calciili 
infegralis"  von  Etiler  (Petropoli  1S24,  p.  364),  zu  welchen  Diirc^e 
einige  vereinfachende  Bemerkungen  hinzugefügt  hat  (ScJilöinäeh 
Z.  III,  241). 

Die  vorstehende  Skizze  soll  nur  eine  Idee  geben  von  dem  Wege, 
welchen  mau  bei  Untersuchungen  von  Integralen  anwenden  kann,  die, 
sich  fast  von  selbst  darbietend,  als  Erweiterungen  der  Integrale 
angesehen  werden  können,  von  denen  zu  Anfang  dieses  §  die  Rede  war. 

Ebenso  wie  die  Function  arc  sin  x  können  nun  alle  cyclometri- 
schen  Functionen  und  die  Logarithmen  als  algebraische  Integrale 
dargestellt  und  diese  Integrale  als  Functionen  ihrer  oberen  Grenze  be- 
trachtet werden;  sieht  man  umgekehrt  diese  obere  Grenze  als  Func- 
tion des  Integrals  an,  so  erhält  man  die  entsprechenden  trigonometri- 
schen Functionen  und  die  Exponentialfuuctionen.  Diese  haben  nun 
vor  ihren  Umkehrungen  wesentliche  Vorzüge,  u.  a.  die  oben  für  (pdi) 
gezeigten:  dass  sie  ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzen,  dass 
sie  periodische  Functionen  sind,  und  dass  ihre  Ableitungen  wieder 
Functionen  derselben  Art  sind. 

In  der  bedeutenden  Abhandlung:  ,,Dc functionibiis  duarum  varia- 
hüium  quadruplicitcr  periodicis,  quibus  tJieoria  transcendentimn 
Abclianarum  innitihir"  ( Grelle,  J.  XIII,  ^^ — yS)  hat  Jacobi  den 
für  die  Theorie  der  Functionen  wichtigen  Satz  bewiesen,  dass  eine 
periodische  Function  einer  Yariabeln  nicht  mehr  als  zwei  Perioden 
haben  kann,  und  dass,  allgemein  gesprochen,  diese  Perioden  coraplexe 
Grössen  sind,  welche  sich  nur  auf  eine  reelle  und  eine  imaginäre 
Quantität  reduciren  können,  aber  niemals  auf  zwei  Quantitäten  dersel- 
ben Art,  also  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  Quantitäten.  Indem  die 
elliptischen  Functionen  die  einfachsten  doppeltperiodischen 
Functionen  einer  Variabein  sind,  nehmen  dieselben  unter  den  Functionen 
einer  Variabein  eine  besondere  Stellung  ein,  welche,  in  Verbindung 
mit  den  mannigfachsten  Anwendungen  auf  die  verschiedensten  Teile 
der  Mathematik,  zu  einem  besonderen  Studium  dieser  Functionen  auf- 
fordert. 

Von  Lehrbüchern,  welclie  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
behandeln,  nennen  wir  folgende:  P.  V.  V  er  hülst.  „Traitc  elcmentaire 
des  /onclioiis  elliptitpies".     Bricxellcs  1841. 

M.  Briot  et  M.  Bouquet.  „Theorie  des  /ouclions  dcublement 
periodiqiies  et,   eu  particulier ,   des  /ouclions  ellipliques" .  Paris  18 ^g. 
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Neu  bearbeitet  iiuter  dem  Titel:  ..T/ic'on'r  des  fonctioiis  cUiptiqucs". 
Dcuxicmc  cditioti.  Paris  iSy^. 

0.  J.  Broeh.  „Tratte  clcmcntairc  des  foiuiioiis  cUiptiqucs".  CJiri- 
stiania  iS6y. 

II.  Durcgc.  „Theorie  der  elliptischen  Functionen".  Leipzig  \^6i. 
4.  Aufl.  1S8S. 

K.  H.  Schcllbac'li.  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Litegralcn 
und  den  Theta- Functionen".    Berlin  1864. 

L.  Königsberger.  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  nebst  einer  Einleitung  in  die  allgemeine  Fzmctionen- 
lehre".  2  Teile.  Leipzig  iSy^. 

A.  Cayley.  ,,An  elementary  trcatisc  on  elliptic  functions".  Cam- 
bridge iSy6. 

H.  Lau  reut.  „Theorie  elementaire  des  /onctions  elliptiqucs" . 
Nouv.  Ann.  (2)  XVI — XVI IL  iS^y — i8yg;  und  Paris,  Gauthier- 
Villars  1880. 

J.  Thomae.  „Abriss  einer  TJieorie  der  complexen  Functionen  und 
der  Thctaficnctionen  einer  Veränderlichen" .  Halle  i8yo;  2.  Aufl.  18/ j. 

K.  Bobek.  „Einleitung  in  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen". Leipzig  1884. 

G.  H.  Ralphen.  „Traite  des  /onctions  elliptiques  et  de  leurs 
applications",  I.  „Theorie  des  /onctions  elliptiqucs  et  de  leurs  dcveloppe- 
vients  en  se'ries".  Paris  1886. 

K.  Weierstrass.  „Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der 
elliptischen  Functionen" .  Nach  Vorlesungen  und  Au/zeichnungcn 
des  Herrn  Pro/essor  K.  Weierstrasss  bearbeitet  luid  herausgegeben 
von  II.  A.  Schwarz.  Göttingen  188 1 — ^88^. 

J.  Bertraud.  „Traite  de  calcul  di/eroitiel  et  de  calcul  integral. 
II.  Calcul  integral".  Paris  i8yo.  Livre  troisiemc :  „Theorie  des  /onctions 
elliptiques" . 

J.  HoUel.  „  TJieorie  elementaire  des  quantites  complexes".  III  Part.  : 
„Theorie  des  /onctions  elliptiqu.es".  Me'm.  de  Bordeaux  VIII,  uud 
Paris,  Gauthier-  Villars  i8yi. 

J.  Hoüel.  „Cours  de  calcul  inflnitesimal" .  T.  IV.  Paris  188 1. 
Chap.  4. 

J.  M.  C.  Duhamel.  „Clements  de  calcuTinflnitesimal".  j.  ed. par 
M.  /.  Bertrand.  Paris  18/4— i8y^.  Dariu  eiue  Einleitung  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

0.  S  c  h  1  ö  m  i  1  c  h.  „  Compendium  der  höJieren  A  nalysis."  II.  2.  A ufl. 
„  Vorlesu7igen  über  einzelne  Theile  der  höheren  Analysis".  Braun— 
schweig  i8y4,  S.  28 j — 4^0. 
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Ausserdem  in  Zeitschriften: 

E.  G.  Björling.  „Lcs  premicrcs  notioiis  de  la  th^orie  des  fonc- 
tions  elliptiqucs".     Grmicrt  ArcJi.  XLVIII,  121 — \^S.  1868. 

L.  W.  Meeel).  „Short  mctJiod  of  clliptic  fuiictions".  Analyst  IV, 
129—136,  161— 168.  1877;    T^,  9— ib.  i8y8. 

J.  Liouville.    ,,Lcfons  sur  les  fonctions  doublenicnt  fcriodiqiics 
faites  cn   184^.     Publiccs  far  C.  W.  Bore  ha  reit.     Cr  dir  J.  LXXX^'fTl 
2yy—jii.  1880. 

A.  L.  Daniels.  „lYotr  011  Weierstrass'  mcthods  in  tJie  theory 
0/  clliptic  /unctions".  Sylvester  Avi.  J.  VI,  lyj — 182.  188 j ;  Second 
note  ib.  2^3—269.  1884 ;  third  note  ib.    VII,  82 — gg.  1884. 

Eine  Darstellung  einer  Eiufiihrunir  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen,  die  an  mathematischer  Strenge  nichts  zu  wünschen  übrig 
lässt,  enthält  die  Arbeit  von  G.  Mittag-Leffler:  „En  vietod  att 
kovima  i  analytisk  besittning  af  de  elliptiska ßnictioiierna" ,  Helsing- 
fors  18'/ 6.  Es  werden  darin  die  Abel'sche  Methode,  die  ältere  und 
die  neuere  Weierstrass'sche  Methode  verglichen  und  die  erstere 
durch  einen  strengen  Uebergang  von  den  Multiplicationsformeln  zu  den 
unendlichen  Dopi)elreihen  und  Doppelproducteu  ergänzt. 

dy 
§  3.    Ueber  die  Reduction  des  elliptischen  Differentials  —7-=  auf  die 

-±d(f) 
Normal  form    ,,   , nach  Leerendre. 

-^^l/l— A-2sin--^9) 

Als  nächste  Frage  bietet  sich  die  Reduction  eines  Integrals 

dy 


f. 


l/«3y^4-«<i?/-+«j2/+«'t) 
oder 

dy 


I    l/«4? 


worin  der  Radikand  eine  Function  3.  oder  4.  Grades  der  Variabeln 
enthält,  auf  seine  einfachste  Form  dar  und  dann  der  Versuch  einer 
Umkehrnng,  indem  die  obere  Grenze  der  einfachsten  Form  als  Function 
des  Integrals  angesehen  wird.  Diese  Anschauungsweise  hat  in  der 
That  den  Anstoss  zu  den  elliptischen  Functionen  gegeben.  Es 
wird  sich  ergeben,  dass  die  beiden  obigen  Integrale  auf  dieselbe  ein- 
fachste Form,  welche  die  N  orm  alform  heisst,  reductibel  sind,  gleich- 
viel, ob  das  Polynouj  unter  dem  Wurzelzeichen  vom  dritten  oder  vierten 
Grade  ist. 

Die  Form 
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1) 

worin  R  ein  Polyuom  4.  Grades  von  //  bedeutet,  ist,  wie  wir  später 
(§  25)  sehen  werden,  die  einfachste,  auf  welche  sich  ein  elliptisches 
Integral  zurüekführen  lässt.  Da  vorläufig:  nur  einig'C  Transformationen 
des  unter  obigem  Integral  enthaltenen  Differentials  in  Betracht  kom- 
men, 80  soll  statt  des  Integrals  einfach  das  Differential: 

dy 

2)  P    .         .   . 

genommen  werden  und  ein  solches  Differential  ein  elliptisches  Diffe- 
rential heissen.  Durch  ungemein  einfache  Betrachtungen  gelangte  Le- 
gendre  dazu,  den  Ausdruck  2)  auf  die  Form: 

1  d(p 

zu  reduciren,  wo  M  eine  Constante  und  0  <  /i  <  1  ist.  Nachdem 
dieses  wichtige  Resultat  gefunden,  gelang  es  Legendre,  das  allge- 
meine elliptische  Integral  auf  seine  einfachsten  Formen  zu  reduciren 
und  so  eine  Vergleichung  zwischen  verschiedenen  deraiügen  Integralen 
zu  ermöglichen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  zunächst  diejenige  Reductions-Methode 
skizziren,  welche  Legendre  in  seinem  Tratte  d.  fond.  dl.  I, p.  6 — // 
befolgt,  und  welche  Minding  in  seiner  „Savimhing  von  Intcgral- 
tafdn",  Berlin  184g,  p.  i'j2  im  Auszuge  wiedergegeben  hat. 

Es  seien  Ö4,  «3,  «2,  «1  und  o«  reelle  Grössen,  «4  zugleich  positiv. 
In  dem  Ausdrucke  2)  ist  dann: 

Ä  =   ±  «4?/* +  03«/^ +  02?/^ +  «!«/  + «0- 

Man  kann  sämtliche  Coefficieuten  durch  u^  dividiren;  setzt  man  dann 
zur  Vereinfachung: 

3)  ±  ?/^+%-^+V+^/+^"  =  j; 

«4  «4  «4  ^/4 

so  wird  der  Ausdruck  2): 

wobei  es  wesentlich  nur  auf  die  Reduction  von: 

ankommt.  Die  linke  Seite  von  3)  möge  für  die  Werte  a.  ß,  y,  6  von 
y  verschwinden,  so  dass: 

5)  y=  ±{y-ä)(y—ß){y—7)iy-6). 

»Sind   a,  ß,  y,  d  reell,  so  sei  a>ß>y>6;  die  Grössen   sind   den 
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Werten  naoli  geordnet,  also  vom  Positiven  zum  Negativen  ab- 
nehmend. Sind  zwei  Quantitäten  eomplex,  so  sei  y=  m-\-tii, 
ö=m — m/,  wo  /,  wie  immer  in  der  Folge,  gleich  \/ — 1  ist.  Sind  alle 
vier  Quantitäten  comjdex,  so  seien  (c  und  ,?,  ferner  7  und  6  zu  einander 
conjugiert.  Zunächst  soll  nun  der  Radikand  so  transformirt  werden, 
dass  nur  gerade  Potenzen  darin  vorkommen.  Dureii  eine  Substitution 
von  der  Form: 

erhält  man  aus  4)  und  5): 

dy        {q—p)dz 

i)  -.-:    == —  --5 

\Jy      \/±z 

wo: 

8)  Z=  \p-a-i-ig  -a)z]  [p^ß-^(q—ß)z]  [p—y-^U^—y)z]  [p-ö-\-(g-ö)z\. 
Man  kann  nun  p  und  q  in  6)  solche  reelle  Werte  beilegen,  dass 
der  Ausdruck  Z  nur  gerade  Potenzen  von  z  enthält.  In  der  Gleichung 
8)  hat  man  nur  auf  der  rechten  Seite  je  zwei  Factoren  mit  einander 
zu  multiplicieren  und  die  Factoren  von  z  zu  annulliren.  Führt  man 
dieses  für  die  beiden  ersten  und  die  beiden  letzten  Factoren  aus,  so 
folgt  aus  8): 

9)  z=[{jj-a)(p—ß)H<i—c^)((i-ß)^']  [(P— r)(;^-t5)+(v-7)(y— ^)'-J- 

Zur  Bestimmung  von  p  und  (/  dienen  die  Gleichungen: 

(p—a)  (q—ß)-\-ip—ß)  iq—a)  =  0, 

(;>— 7)('7-())  +  (/v-())(^/— 7)=  0, 
oder : 

10)  pq+aß=^''^\a-^ß).    pq+yö  =  ^'^'^7+^). 

Diese  Gleichungen  geben: 

in         /^ ^  _      «^-y<^  _  aß{y±Ö)—yö{a±ß) 

>  2      ~  a+ß—y—6'   '''^  a^ß-y-d       ' 

und  hieraus: 

j2)  i^-P\-      {a-y){a-6){ß-y){ß-d) 


2    j~  («+^-7-d)2 

Unter  den  gemachten  Annahmen  ist  der  rechts  stehende  Ausdruck 
immer  positiv,  die  Gleichungen  11)  und  12)  ergeben  also  für  p  und  q 
reelle  Werte.  Sind  «,  ß,  7,  6  sämtlich  reell,  so  könnte  man  die  Fac- 
toren auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  noch  auf  andere  Art  je 
zwei  zu  zwei  combiniren.  Man  findet  nur  noch  eine  Combination  der 
Art,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  12)  positiv  l)leil)t,  wenn  man 
nämlich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  den  ersten  mit  dem 
vierten  Factor,  ferner  den  zweiten  mit  dem  dritten  Factor  multijjlicirt 
und  in    den  jedesmaligen  Producteu   die  Coefficienten  von  z  anuullirt. 
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Man   erhält   die   ents])recl»eudeu  Gleiehmigcn  iimnittelbar  aus  11)  imd 
12)  dureb  Vertaiisebuiig;  vou  ß  mit  d,  uänilieli: 

13)  )        2     ""  a+d—ß—y 

'    ''J-pY_ia-ß)(a—r)(ß-6){r-6) 
2     )  ia  +  d—ß-r)-^ 

Die  Gleiehuugeu  11)  bis  la)  werden  ungültig  für  c(-\-ß^=  y+d  oder 
a-\-d  =  ß-ty.  In  diesem  speeielleu  Falle  genügt  es  aber,  wie  man 
sieb  leiebt  überzeugen  kann,  an  die  Stelle  der  Gleicbung  6)  die  fol- 
gende Substitution: 

j/  =  j+    ^^  =  z  +  ^^    oder  v  =  2+-~  =  ^+^^ 
j  I      2  '2  2  2 

zu  setzen,  um  die  ungeraden  Potenzen  des  Radikanden  fortzuscbaffen 

Der  obige  Ausdruck  für  Z  (9)  lässt  sieb  scbreibeu: 

q—a  q—ß  ^2^ 


Z^(p-a)(p-ß)(p-y)(p-ö){  i+j-~p^y 


1-1 


p—yp—o     ) 


Die  Gleiebuugen  11)   und  12)  geben  mm,   wenn  q—p   positiv  ge- 
nommen wird: 


q—a  q—ß 
p—ap—ß 

(i—y  Q—^ 
P — 7  P — ^ 


q—pV 


\/ia^j(a=d)-h\/{ß^^Wß-'^)j  ' 
■  i/(«— j)  (/3— d)+  \/{a—y)(ß^)  -f 
_\/(a-d)(ß-6)-]/{a-y)(ß-y) ]  ' 
{p-a){p-ß){p-y){p-d)(a+ß-y-d)'^  = 

2    /  [l/(«-y)(«-rf)+l/ö?^)(i^-^]'[l/(«-'^)0?-rf)-l/(«-y)(/?-y)]'. 

Die  letzte  Gleicbung  lässt  sieb  aucb  schreiben: 

(p-a)  ijj-ß)ip-y)  ip-6)  = 

i-^Y-(y_(j)2r  l/(ft-y)(«-d)+l/(/3-y)(i3-g|  ^ 

Diese   Gleiebungen  zeigen,  dass  die  Gleicbung  7)  sieb  immer  auf  fol 
gende  Form  bringen  lässt: 

dy    dz 


14) 


f\/ ±{^±9''z'n±h''z-^) 
wo  /;  (/  und  h  wesentlicb  reelle  Grössen  sind.    Nimmt  mau  7/  >  g  und 

setzt  hz  =  .r,  ferner  -  =  c,  wo  also  c  ein  positiver  eebter  Brucb  ist,  so 

gebt  die  Gleicbung  14)  über  in: 

\/y    fh.\/±{\±xm±^^)' 
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Je  nachdem  in  dem  Differential  rechts  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen  mit  einander  comlnnirt  werden,  ergeben  sich  acht  verschiedene 
Fälle,  von  denen  einer  ausfällt,  wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen nicht  negativ  sein  soll.  Durch  Einflihrung  trigonometrischer 
Functionen  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung: 

IG)        ^  =  ±i  -       '^    _, 
l/i'         ^  \/l—kHva:^<p 

wo  0  :^  A"=:  1  ist,  wie  sich  unmittelbar  aus  der  nachstehenden  kleinen 
Tabelle  ergiebt. 

T  dx  dw  i  ,„  „ 

I  - —  =    ,  .  ^^  X  =  tang^,  A-2  =  \—c\ 


II 


d^  _  —\/l—k'^.d^ 


t/(l-a:2)(l  +  c2a:2)         |/i_r-sin2^ 


,^^  dx  kü(fj 


l/(a;2— I)(i+c2x2)        l/l— Ä:2sin2^ 
jy    d^  — kdfp 

l/(l+a:2)(i— c2a;2)        l/l— A2sin2g) 

V ^^'^' ^        l/l— ^2(/y 

l/(l  +.T2)(c2a:2-l)        i/i-^/t2sin29) ' 


1/(1— a;2)(l— c2a:2)        /l— Ä2sin29) 
^yy  <?a:  — dfp 


1  X  = 

■  COS9), 

/t2 

1+C2 

1 

cosg) 

^2 

1 

1+C2 

x  = 

Goscp 

— , 

c 

A2 

1 
~"H-C2' 

x  = 

1 

c .  eoBcp 

,/t2 

C2 
H-C2 

x  = 

■■  sing), 

k 

=  C. 

X  = 

1 
cärng) 

k 

=  c. 

l/(a;2— l)(c2a:2— 1)        |/l— Ä2sin2^ 

^"^  ,7/-^    1V1      -r^  =  , /r—r^^-T-'  a:2  =  sin2y+^C082y,  k'-=l-c\ 

Die  Gleichungen  VI  und  VII  bilden  nur  einen  Fall,  in  der  Gleichung 

VI  ist  .T^l,  in  der  Gleichung  VII  dagegen  ist  a:=r—  Die  verschiedenen 

Werte  von  x  in  I — VIII  sind  sämtlich  in  der  Form  enthalten: 

2_^4-K^inV 

'^  ~  6'+  Dsm^-g) ' 

wo  A,  /?,  C  und  U  reelle  Constanten  sind. 

Man  kann   in  der  Gleichung  VIII   noch  eine  andere  Substitution 
machen.     Setzt  man  nämlich: 

l+sin5p+(l— sing))  \/c      .0  ^^  /l—\/c''* 


IX  X  =  ,„ 

(l+sing;)c+(l — sing))  \/c 
so  folgt: 

1/(0:2—1)  (l-c2a:2)        2  \/i—kW^ 

£nncp«r,  cUipt.  Kuiittiouen.     '2.  Axifl. 


\l+]/c)  ' 
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Da  uaeh  der  Oleiobnug  C) 

ist,  wo  //  eiue  Coustante  bedeutet,  so  folgt  nacli  den  Gleichungen 
I — VII,  IX  und  X,  dass  zwiselien  y  und  r/  der  Difllerentialgleiehnng  16) 
die  Relation  bestehen  kann: 

a+ht 

wo  t  eine  der  Functionen  sin9),  cosg)  oder  tangcjp  ist. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16)  heisst  die 
Nor  mal  form  des  elliptischen  Differentials.  Schon  die  Gleichungen 
VIII,  IX  und  X  zeigen ,  dass  die  Quantitäten  M  und  k  verschiedene 
Formen  haben  können,  also  variabel  sind,  nur  dass  k  ein  echter  Bruch 
ist.  was  den  wesentlichen  Character  der  sogenannten  Normalform  aus- 
macht. Enthält  der  Ausdruck  von  Y  in  der  Gleichung  5)  nur  gerade 
Potenzen  von  </,  so  kann  man  unmittelbar  eine  der  Reductionen  an- 
wenden, welche  in  den  Gleichungen  I  bis  X  enthalten  sind.  Die  unmittel- 
bare Anwendung  wird  nur  dann  unzulässig,  wenn  die  Gleichung  Y  =  0 
für  y^  keine  reellen  Wurzeln  giebt.  Man  muss  in  diesem  Falle  wieder 
die  oben  gegebenen  Transformationen  des  Diflferentialausdrucks  vor- 
nehmen. Da  dieser  Fall  von  Interesse  ist,  so  soll  derselbe  kurz  an- 
geführt werden.    Es  sei: 

I'  =  yi-\-  2v-y-eo82w  -|-  vK 
Nimmt  man  dann : 

a  =  — vi  (?"",     (■}  =  vi  e~"\    y  =  vi  e'",     6  =  — vi  e  ~""', 
so  geben  die  Gleichungen  11) :  p-\-q^O,  pq  =  — v^  also  q  =  v,  p  =  — v. 
Die  Gleichung  6)  giebt: 

y         z—1 


und: 


v         z-{-l 
V  cos  w  dy  dz 


l/?/*+2y2i/2eos2w-|-y^        I  /,,  ,  „..^^  /i_|_^ 


1/(1 +cz2)  ^1 


1  — sin  tv 

c== -. 

l-j-sinw 

Setzt  man  weiter: 

,/-        I  /l— sin/y 
z  =  x \/c  =  x\/  ^  ,    . 

so  folgt: 
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v.{l-\-8iiifr)(Itj  dx 

welche  Gleichung?  auf  die  Fomiel  1  führt. 

§  4.    Diirchriiliniim-  olnor  nndoreii  Mothodo  der  Redurlion  des  elliptischen 

du 
Differentials  -r-  anf  die  Nonnalforni. 

\/r 

Neben  der  im  vorhergehenden  §  augewendeten  Reduetionsmethode 
hat  Legendre  noch  eine  zweite  Methode  zur  Reductiou  des  elliptischen 
Difl'ereutials  auf  die  Normalform  angemerkt,  welche  auf  folgenden 
Priucipien  beruht.     Es  sei: 

1)  r  =  {ai-2by-hcy'-)(a'+2b'y-\-c'y'^). 

Da  die  beiden  Factoren  rechts  dasselbe  Zeichen  haben  müssen, 
wenn  |/J'  reell  sein  soll  so  kann  man  setzen: 

2)  a'  +  2&'y  +  cy-  =  {a-h2ljy-hcy^)z'- 
oder: 

(c'—cz"^)  y^-  +  2il>'—bz^)  y  +  a'—az"-  =  0. 
Diese  Gleichung  differentiirt  giebt: 

3)  [{c'—cz'^)y -]-})•— hz'^]dy  =  z{a-\-2hy+cy''-)dz. 
Nach  1)  und  2)  ist  nun: 

oder: 

\/Y  ={a  +  2hy-{-cy'^)z. 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  3)  folgt  unmittelbar: 

dy^  ^ dz 

]/v      (^' — cz'^)y+b' — bz^ 
Setzt  man  im  Nenner  rechts  für  y  seinen  Wert  in  Function  von 
2  aus  2),  so  folgt: 

dy  dz 

Ty~   Tz 

wo: 

Z=  {b'—bz^)'^—ia'—az'''){c'—cz^). 

Da  Z  nur  gerade  Potenzen  von  z  enthält,  so  gestaltet  sieh  der 
weitere  Verlauf  der  Rechnung  wie  im  vorhergehenden  §.  Legendre 
hat  von  dieser  Methode  keinen  Gebrauch  gemacht,  da  ihm  die  Rech- 
nungen zu  complicirt  erschienen.  Eine  weitere  Ausführung  derselben 
soll  auch  hier  nicht  erfolgen,  nur  möge  die  Bemerkung  Platz  linden, 
dass  der  Wert  des  Bruches  k  genau  derselbe  ist,  wie  bei  den  Substi- 
tutionen in  §  3,  und  dass  die  von  Legendre  bemerkten  beiden  Sub- 
stitutionen zu  denselben  Resultaten  führen,  also  nicht  von  einander  so 
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wesentlich  versehiedeii  sind,  wie  dieses  zuerst  den  Anseheiu  haben 
könnte.  Diese  kurze  Andeutung-  möge  liier  genügen,  da  deren  genauere 
Deduetion  zu  weit  tuhren  würde. 

Legen dre  hat  sich  damit  begnügt,  die  Möglichkeit  der  Reduction 
eines  elliptischen  Ditierentials  auf  die  Normalform 

1  dg) 

^  /l^A-2sin2y 
dargethan  zu  haben.  Eine  genauere  Ausführung  der  vorkommenden 
Rechnungen  hat  zuerst  Richelot  in  dem  Aufsatze  gegeben:  „Ueher 
die  Stibstitutioncn  von  der  ersten  Ordnuug  iind  die  Umformung  der 
elliptisch e?i  Integrale  in  die  Normalform"  (Grelle  J.  XXXIV,  i — 2g). 
Es  sind  dabei  die  sämtlichen  Fälle  in  Betracht  gezogen,  dass  y  zwischen 
je  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  Y  =  0  liegt,  wenn  diese  Wurzeln  reell 
sind.  Eine  derartige  Zusammenstellung  ist  um  so  nützlicher,  als  Re- 
ductionen  auf  die  Normalform  ungemein  häufig  vorkommen.  Bedient 
man  sich  der  in  §  3  bemerkten  Methode,  so  sind  die  Werte  von  k  und 
.1/  in  der  Normalform  ziemlich  complicirt,  wenn  F  =  0  reelle  Wurzeln 
hat.  Es  möge  deshalb  ein  anderes  Verfahren  eingeschlagen  werden, 
welches  zu  ziemlich  einfachen  Resultaten  führt  und  auf  ebenso  einfachen 
Rechnungen  beruht. 

Liegt  y  zwischen  den  Grenzen  p  und  q,  so  dass  p^y^q,  so  kann 
man  setzen: 

4)  y  =  pGO^'^ip-[-qsm-ip. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  etwas  verallgemeinern.  Seien  j/^ 
und  qi  beliebige  reelle  Grössen,  welche  dasselbe  Zeichen  haben,  also 
;>,  ^,  >0,  und  nimmt  man: 

sin-ip         ^1  sin^g) 

cos'hp        pi  Gos^g) 
so  geht  die  Gleichung  4)  über  in: 

5)  y=  /^J^iCOS^y+^^isinV 

/^iCosV+^iSin^^j 

Nimmt  g    die    Werte    von   0  bis  I-jt  an,    so    nimmt  y  die    Werte 
zwischen  p  und  q  an. 
Es  sei  nun: 

6)  y  =  ±(y-cc){y-ß){y-Y){y-6). 

Soll  J'  immer  positiv,  also  \/y  reell  sein,  so  muss  in  der  Gleichung 
G)  rechts  das  obere  Zeichen  genommen  werden,  wenn  y  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  ^  ,  oder  y  und  ß,  oder  —oc  und  6  liegt.  Liegt  da- 
gegen y  zwischen  den  Grenzen  ß  und  «  oder  6  und  7,  so  muss  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  6)  das  untere  Zeichen  genommen  werden. 
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sind  uiiii  ji  uud  7  zwei  Grenzwerte,  zwisehen  denen ;/  liegt,  und  setzt  man 
den  Wert  vuu  y  ans  5)  in  die  Gleichung  G),  so  nimmt  dieselbe  die 
Form  an: 

Y{py  eos-y+^i  sin'-y)'  ==  li9,var(p(i09,'^q^{gmi'-(p-\-h(io^''-(p){gx  sinV+/<i cos^X 
wo  //,  ij,  //,  ^,,  //,  Constanten  sind,  welche  p\   und  7,   nur  in  der  ersten 

Potenz  enthalten.    Man  kann  nun  immer      so  bestimmen,  dass  entweder 

P\ 
h  =  g  oder  //,  =  //,  wird,  und  zwar  ist  diejenige  Annahme  zu  machen, 
welche  in  dem  Factor  von  der  Form  /•  sin^r/?  -j-a-  cos-r//  die  Relation  Ä->r  giebt. 
Mit  Kiicksicht  auf  diese  Bemerkungen  ergeben  sich  ohne  Schwierig- 
keit die  folgenden  Resultate: 

Substitutionen.    Tabelle  I. 

Fvom  vierten  Grade  und  «,  /3,  7,  d  reell. 

Den  absoluten  Werten  nach  ist  «>/i>y>d;  der  Winkel  fjp  liegt 
zwischen  den  Grenzen  0  und  Ijc. 

dy  2  d(f  ^      ß—ya—d 

"^^  ^¥^^^)(yJ)¥^(y^d) ~ \/(a-y){ß-6) l7l=p8i5^' ''' ^a-yßZ6' 

a)  V  =    --  -.    , — . .  r-- — -,  Grenzen  von  y:  a  und  oc  oder  — oc  und  0. 
'  -^  ß — 0 — (a — o)sin-9)  ^ 

u\  y{ß—S)—6{ß—y)^m^q)  ^  .   „ 

b)  y  =  —7; — ;    .„      v-^-o— -'  Grenzen  von  y :  7  und  ^. 

B )  <^y  ^    _  2  d(f  ^^^  ^  ft-^  7-d  ^ 

^  l/'_(j/_«)(y_i9)(i/_7)(y_rf)      i/(«_7)(^_d)  l/i_/<:28in29  '       «-7  i^-ö 

,  (?(«— 7)-|-a(7— d)sin29)  , 

a)  y  ^= ,  .       c^   .  ■> — -^  Grenzen  von  y :   0  und  7. 

,.  I^(« — 7) — 7(« — ß)s,mhp  ^  ,       , 

b)  y  =  ^^ — -^^—7-^ — 7^~---ii — -■>  Grenzen  von  y :  ß  und  a. 
'  -^           a—y — (a— /3)8in29j  •' 

Substitutionen.    Tabelle  II. 

V  vom  dritten  Grade  und  a,  /:/,  7  reell. 

Die  entsprechenden  Formeln  ergeben  sich  sofort  aus  denen  in 
Tabelle  1,  wenn  man  S  =  —0  setzt,  durch  0  durchdividirt  und  dann 
6  unendlich  werden  lässt.  Den  absoluten  Werten  nach  ist  a'>ß>y, 
der  Winkel  fp  liegt  zwischen  den  Grenzen  0  und  ijr. 

l/(y— «)0y— i3)(y— 7)      i/«-7  l/i— z^'sinV/)'  «— / 

a)  y  =  —    „     ^  •  Grenzen  von  y.  a  und  oc 

'  C0S2^ 

^)  !/  =  7+(/^  —  7)8in25p.     Grenzen  von  y:  7  und  (3. 
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dy  2  d(p  a — (3 

a')  »/  =  t."-—^-?.  Grenzen  von  y:  —^  und  7. 

^  *  sm-y 

h)  ,  ^ßi^yyzp^Z^}^.     Grenzen  von  y:  ,3  und  cu 

Die  Relationen  zwischen  ;/  und  dem  Winkel  (p  in  den  beiden 
vorhergehenden  Tabellen  lassen  beliebig  viele  Umgestaltungen  zu,  von 
denen  hier  nur  zwei  hervorgehoben  werden  sollen,  welche  bei  Behand- 
lung elliptischer  Integrale  von  historischem  Interesse  sind.  Es  sei  k' 
durch  die  Gleichung  k'^+k'-=l,  oder  durch  k'  =  \/l—k-  bestimmt. 
Führt  man  statt  rp  einen  Winkel  rp  mittelst  der  folgenden  Gleichung  ein : 

„.  ,       ,  1   1  +  sin^ 

7)  tang-cp  — 


80  folgt: 

8) 


k'  1 — sint^ 
dq)  1  dip 


l/l— Ä^sinV/)        l+Ä' 


i/i-(i^;-> 


Setzt  man   nach   Ausführung   der   Rechnungen   g)  statt  tp,  so  ergeben 
sich  die  von  R  i  c  h  e  1 0 1  aufgestellten  Gleichungen.     Nimmt  man  weiter : 

2(H-^')sinx 


9)  sinjp  =  —      ,_  ,_    . 

(l+lA')H(l-l/^')2sin2x 


so  ist: 
10) 


dip  _  2(1 +k')dx 


Die  Verbindung  der  Gleichungen  7) — 10)  giebt: 

(l+\/k')'^+2{l-\-k')ämx-\-il— [/kr  sin^X 


11)      (H-A-')sin29; 
12) 


[H-l/^'+(l-l/^0sinx]2 
dg)  1  dx 


t/l-Ä-^sinV/)       il-\-\/kr     |/i_/1HA:'* 


,     ,  sin^y 
1+I/äV 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  Rechnungen  g)  statt  x>  so  erhält 
man  die  von  Jacobi  „Fundamenta"  §  8  u.  g,  Ges.  Werke  I,  66 — 68, 
aufgestellten  Gleichungen.  Auf  die  vorhergehenden  Relationen,  wenn 
auch  in  anderer  Form,  hat  schon  Richelot  (Grelle  J.  XXXIV,  20  u. 
24)  aufmerksam  gemacht.  Ein  Aufsatz  „De  transformatione  expresstonis 

dy  .    r  ■   J.J-  ■  ^ 

z=tn/ormam  stinpltaorem 


\/^{^-a){y-ß){y-y){y-6)     ^  ^  M\/ {\-x'^){l-k'^x'^) 
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adhibila  snbsfituiiour  x  ■=  ^  ;,V7,„'.,"    von   Lu  e  lifo  rli  and  t,   worin 

iinigckclirt   von   dem  eintaeheren  Diftercntial  fUr  x  auHgcgangen  wird, 

findet  yieh  in  Grelle  J.  XVII,  248—256. 

Zur  Vervollständig-un};'  der  Keduetion  eines  elli]»tiHclien  Üifl'ereutials 

auf  die  Normaltbrm  sollen  noch  kurz  nach  der  Methode  des  §  3    die 

Fälle  erwähnt  werden,  wenn  die  Quantitäten  «,  1^,  /,  ^5  nicht  sämtlich 

reell  sind. 

Es  sei  7  =  m-\-ni^  d  =  m — nl.     Setzt  mau  zur  Abkürzung: 
13)  (m— «)2+n2  =  a-i,       {m—ßy~-\-n'-  =  b"^, 

so  geben  die  Gleichungen   11)  und  12)  von   §  3,   wenn   q—p  positiv 

genommen  wird: 

^^  {a^ß—2ni)  =  ah, 


also: 

p(a-\-ß — 2m)  =  aß — w^ — 71- — ab, 

q(a-{-ß — 2  m)  =  aß — m- — ti^-{-ab. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  findet  man  leicht: 

(p—a)(a-\-ß—2m)  =  —a(a-^b),    (p—ß)(a  +  ß—2m)  =  ~b(a-^b), 
(f/—a)ia-^ß—2m)  =  —«(«—/>),    {q—ß)(a  +  ß—2m)  =  b{a—b), 
)  [(/>—/«)-+«-]  («+i3— 2w)2  =  2ab[ab—{m—a)im—ß)-\-7i'^l 
[(q—m)^-\-)i'i]{a-\-ß—2m)^  =  2ab[ab-\-(m—a)(m—ß)—n^l 
Es  ist  ferner: 

/  [ab  +  (m— «)  im—ß)—n^  («+&)2-|-[a&— (m— a)  im—ß)  +  n^  (n—b)"-  = 
...  )  2ab.{a-\-ß—2my\ 

' '  j  [ah-\-(m—a) {m—ß)—u''-]  (a+b)^-  —  [ab—{m—a)  (m-ß)+n^]  (a—b)'^  = 
(  2[)r'-{-(/H—a)(:m—ß)]{a-{-ß—2my  =  [a'^+b'^—{a~ß)ma+ß—2m)\ 
Da: 

so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  14): 

\C\  y— «  _  «    a-]rb-{-{a—b)z 

•       '  y—ß  ~  b  'a+b—{a—b)z' 

Die  Gleichung  14)  des  §  3  nimmt  folgende  Form  an: 
dy    _  2^+ß—2m)dz 

\/V  ^         P±ZiZ2 
wo: 

Z,  =  {a-\-by'-(a-b)-'-z-^, 
\Z^_  =  ab—{m—a){m—ß)-Vn-^-\ah\{m—a){in—ß)—)i^\z\ 
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Hat  Zi  das  positive  Zeichen,  so  ist      -,>r,  man  kann  r  = — —  vcosy 

setzen;    hat   Z  das  negative  Vorzeichen,  so  ist  z  >  r,  man  setze 

°  a — h 

dann  z  =    — . .    Fttlirt   mau   diese  Substitutionen  aus,  so  erhält 

a — h  eosg) 

man  das  folgende  System   von  Gleichungen  mittelst  der  Grleiehungen 

14)— 16). 

Substitutionen.    Tabelle  III. 

y  vom  vierten  Grade;  «  und  ^i  reell,  y  und  d  imaginär. 

Dem  absoluten  Werte  nach  ist  a>ß.    Zur  Abkürzung  ist  gesetzt: 
{in—ay- + n"-  =  a\        (m—ß)'^ + w^  =  b\ 
Der  Winkel  (p  liegt  zwischen  den  Grenzen  0  und  ji. 
dy  1  d(p 


A) 


|/(y-«)  iy—ß)  [(y— /w)2+w2]        /aft  l/l— ^2  sin29) 


-=l 


;;  =  T-  -z—, -•    Grenzen  von  y :  a  und  oc  oder  — oc  und  ß. 

y — ß        b    l+cos^)  ^ 

ßx  dy  1  </9) 


l/(«— y)(j/— i?)[(j/— »j)2+w2]        /aö  l/l— A:2sin2f/) 
«— y        a   I+C0S9) 


Grenzen  von  y:  ß  und  a. 


y — ß        b    1 — cos^p 

Diese   Gleichungen   werden  ungültig,   wenn  a-\-ß  =  Im   ist.     In 

diesem  Falle  setze  man  einfach 

a^ß 
y—m  =  y ^=^5 

alsdann  gelangt  man  unmittelbar  zur  Gleichung  14)  des  §  3. 

Substitutionen.    Tabelle  IV. 
y  vom  dritten  Grade;  a  reell,  /  und  d  imaginär. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  setze  mau  ß  =  — c  und  lasse 
darauf  c  unbegrenzt  zunehmen.    Es  ist  dann: 


"■"-  =  "■"1/(^+^)^0'  =  ^. 


c 


l^m^'+^'— («— ^)'  ^  liin  m'^-m(a-j-ß)-{-aß-]-n-^  ^  m—a 
2ab  ab  a 
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Es  sei    zur  Abkürzung:    (m — «0-4- '<-  =  «\    der    Winkel    (f>    Hegt 
zwischen  den  Grenzen  0  und  jt. 

dy 1 d(p ..,       if.  .  m—a 

1 CO89) 


A) 


1  + 


?/ — a  =  a  ~ ^-     Grenzen  von  //:  «  und  'v. 


B) 


dl) 


li^  = 


a—y  =  a 


1  dcp 

]/ä  7l— ^^sinV  2 

Grenzen  von  y:  — >.  und  a 


1 — 


l/(a— y)[(j/-»02+M2]  " 
I+COS9) 

1 — COSf/i 

Substitutionen.    Tabelle  V. 
J'  vom  vierten  Grade;  «,  /:^,  y,  rf  alle  complex. 
Es  sei  a  =  m'-\-n'i,  ß  =  m' — w'/,  7  =  w+w/,    d  =  m — ni;  und  zur 
Abkürzung  führe  mau  folgende  Bezeichnungen  ein : 

17)  (m—m')--^(H-\-n')-  ^  r-.  {m—m')'--\-{i-i—u')'-  =  s\ 
oder: 

18)  (/n—m'y-']-H^~{-)r-  =  Hr-+s'^,     4m«'  =  r^—a'-. 
Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  3  geben  dann: 

2p  (?n' — m)  =  m'2-t-w'2 — m^ — w2 — rs, 

2q(m' — ?n)  =  m"^-\-n'- — m- — n'-{-rs 
und  man  findet  leicht: 

2(j) — m){m' — m)  =  {m' — «0^+^^"- — n'^—rs, 
2(q — m)(m' — tn)  =  (m' — m)--\-7^"^ — n^-\-r.'>, 
2(p — m')(m' — m)  =  — (m' — m)'^-\-7i"^ — ?i^ — rs^ 


2(v — m'){m' — m) 


(11 — m)--\-H-  =  — rs 


— (//«' — w*)^ + w'^ — ^^ + '*■^• 

p—/n    ,         N-)  ,    o  'l—^ 

—, »  iu — myArn^-  =  rs  ~ , 

m — m  m — m 

m' 

— ) 
-m 


(p — //i')2-f  w'2= — rs—, )  (q — m')--{-H'-=  rs—, 

m — m  m 


[rv  +  (m'— «0-J2— (n'2— «2)2  =  („i'_;;j)2(^_^^.)2^ 

[/•■v— (m— ;«)2]2  +  («'2— «2)2  =  {m'—m)\r—s)\ 

rs+{m'—my-\-n'-^—n'^  =  i|(r+.v)2— 4w2], 

/•.V— (/«'— W.)2— n'2-f  ^2  =    tf4;i2_(,._^.-)2j. 

Führt  man  schliesslich  den  Winkel  (p  mittelst  der  folgenden  Gleichung  ein: 

3  =  tang^.l/4Z=F=^)~V 
V  ir-\-sf 
und  setzt  zur  Abkürzung: 

/rH-Öw^^^)2  +  n'2-^2   _    ,   /(;..|.^)2_4„2 


-4w2 


V 


rs — {m' — ^»1)2  — n'2  -f  rC- 
so  ist  für: 


4w2 — (r — *)2 


cotang  (.0, 
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1-"'  =  tang(^.,)  =    tenW-to«!'^, 
11  °  l  +  tanggp  tango? 


A^ 


<fy  2  d^) 


Man  konnte  auch  y — m  =  /itang(f/ — co)  oder  y—iii'  =  ;i'tang(9: — o?') 
substituiien  und  dann  den  Winkel  ot  oder  o>'  so  bestimmen,  dass  in 
der  transtorniirteu  Form  der  Factor  von  sing^eosg^  verschwindet.  Die 
in  den  Tabellen  III,  IV,  V  vorkommenden  Relationen  rühren  im  Wesent- 
lichen von  Richelot  her. 

§  5.    Litterai'ische  Notizen  zur  Rcductioju    Die  Weierstrass'sclie  Normal  form. 
Das  allgemeine  Theorem  von  Jacobi. 

Die  in  den  §§  3  und  4  mitgeteilte  Methode  von  Legend re  hat 
zu  vielfachen  Arbeiten,  betreffend  die  Reduction  eines  elliptischen  Diffe- 
rentials auf  seine  Normalform,  Veranlassung  gegeben.  Die  Mehrzahl 
dieser  Arbeiten  kommt  schliesslich  auf  den  von  Legendre  ein- 
geschlagenen Weg  hinaus.  Die  beiden  vollständigsten  Arbeiten  dieser 
Art  rühren  von  Richelot  und  Weierstrass  her.  Richelots  Ab- 
handlung ist  bereits  auf  Seite  20  erwähnt  worden.  Aus  Richelot's 
Nachlass  hat  Königsberger  (Repertormm  I,  ig 2)  einen  Aufsatz: 
„Geometrische  Interpretation  der  Transformation  des  elliptischen 
Integrales  erster  Gattttng  auf  die  Normalform"  veröffentlicht,  worin 
ein  einfaches  Kriterium  gegeben  wird,  ob  A-2  ^  1  ist.  Unter  dem  Titel : 
,,Nei(e  Methode,  ein  elliptisches  Differential  atf  seine  canonische 
Form  zu  bringen"  hat  Schellbach  in  seinem  Werke  „Die  Lehre 
V071  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- Functionen"  (Berlin 
1864)  fl^s  sehr  elegante  Verfahren  von  Weierstrass  p.  258 — 275 
mitgeteilt.  Eine  grössere  Abhandlung  von  Plana  in  Grelle  f.  XXXVI, 
I — ^4  behandelt  etwas  weitläufig  denselben  Gegenstand;  eine  ziemlich 
einfache  Darstellung  hat  Lobatto  in  Grelle  f.  X,  280 — 28^,  18 jj, 
gegeben.  Ferner  vergleiche  man  über  diesen  Gegenstand  die  Abhand- 
lung „Nuove  Ricerche  relative  alla  sostituzione  lineare  per  la  riduzione 
delle  funzioni ellitiche  di prima  specie"  von  Tortolini  (Brioschi  Ann. 

J'  57-75'  ^mJ- 

Es  würde  zu  weit  führen  hier  alle  Substitutionen  anführen  zu 
wollen,  welche  bei  der  Reduction  bemerkenswerter  elliptischer  Diffe- 
rentiale angewandt  worden  sind,  und  welche  von  den  oben  bemerkten 
Methoden  wesentlich  verschieden  sind.  Es  möge  hier  nur  noch  der 
berühmten  Abhandlung  von  Gauss  „Determinatio  attractionis  qiuini 
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in  f^Hiictiim  quodvn  />osifioiii's  datnr  rxcrcct  platte ta  etc."  gedacht 
werden,  welche  in  den  Commctit.  Soc.  Sc.  Gotting.  IV,  22  u.  f.  (auch 
Gauss,  Werke  II L  331 — jjj)  enthalten  ist.  Gauss  wendet  zur  Re- 
duction  eines  elliptischen  Difterentials  ein  Verfahren  an,  welches  auch 
tur  andere  niathcniatische  Untersuchungen,  wie  die  liestinnnung  der 
Hauptachsen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  (Jacobi  in  Grelle  J.  11, 
22j),  sich  als  äusserst  nützlich  erwiesen  hat.  In  etwas  anderer  Weise 
hat  Clause  n  das  Problem  von  Gauss  behandelt  f^Cr«^//^  y.  VI,  2()o). 
Weierstrass  giebt  in  seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Func- 
tionen dem  elliptischen  Differential  die  Form 

ds 


worin  also  der  Radikand  nur  vom  dritten  Grade  ist,  und  wo  die 
Coefficienten  g^  und  ^^  die  beiden  Invarianten  der  binären  biquadrati- 
schen Form 

Ax^ + ^Bxhj  -I-  6  Cr  2y  i  ^A^D'x^ß + ^-/'y  * 
sind,  also 

g-i  =  AA'—4:ßß'-\-'dC-, 
U-i  =  AA'C-h2BB'C—A'B^—Aß"^—C^. 
Allgemein  lässt  sich,  wie  Weierstrass   in  seinen  Vorlesungen  zeigt, 

wenn  .r,,   eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  in        -     für  x   eine 

VB(x) 

rationale  Function  s  von  ,i-,  .i\,,  \/R(x),  \/^  R{xo)  setzen,  welche  in  Bezug 
auf  X  vom  zweiten  Grade  ist,  so  dass 

dx  — ds 

\/R(x)  ^  \/rM 
wird,    und   die   Constanten    der   rationalen    Function    lassen   sich    so 
wählen,  dass  /?,(*•)  nur  vom  dritten  Grade  wird. 

Die  Methode,  deren  sieh  Weierstrass  bedient,  ist  folgende.  Da 
s  eine  rationale  Function  von  x  und  \/R(x)  sein  soll,  die  nur  vom  zwei- 
ten Grade  in  x  ist,  so  hat  sie  die  Form 

s=p{x)  +  qix)\/l{ix), 
wo  j)(x)  und  rj(x)  Functionen  zweiten  Grades  sind.    Nun  ist 

[.s—p(x)y  =  q'Hx) .  Rix) 
und  dieser  quadratischen  Gleichung  für*  wollen  wir  jetzt  die  Form  geben : 

1 )  Lix).  jy2  +  }j(x) .  s  +  Mx)  =  0, 

wo  Lix),  Mix)  und  Aix)  Functionen  zweiten  Grades  in  x  sind.  Ver- 
gleicht man  nun  die  Werte 

■^  =  i-ix)+qix) .  \/'m  =  — ^)±2Z(^,)  \/"W\x)-ALix)Mx), 
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80  sieht  man,  dass,  da  Ä(x)  vom  vicrteu  Grade  ist,  sich  ]/ R{pc)  und 
l/iV-(.r) — ^L{x)N{x)  nur  um  eine  Constante  unterscheiden  können;  man 
hat  also 

2)  \/ MHx)—U{x)N{x)  =  c .  \/'R{x). 
Nach  Potenzen  von  x  geordnet  sei  die  Gleichung  1) 

3)  L,{s).  x2  +  .)/i (.V) .  X  +  J, {s)  =  0. 
Aus  dieser  folgt  auf  gleiche  Weise 

\/M\\s)—UMXy{s)  =  c' .  \/Ri(s). 
Durch  Differentiation  der  Gleichungen  1)  und  8)  erhält  man 

[2Lix) .  s-\-Nix)]ds  +  [2Li{s).x-[-Mi{s)]dx  =  0, 
oder  wenn  man  die  Werte 

2L(x) .  s  +  M{x)  =  c\/mx):  2ms).x-{-Miis)  =  c'\/M'f) 
einsetzt  und  c'  =  c  nimmt, 

..  dx  — ds 

\fR^  ^  \/~RM' 
Nun  gebe  man  den  Functionen  R{x),  L{x)  und  M{x)  folgende  Form: 
I   /?(.r)  = //.c^ + 4  Z?a;:5  + 6  ar2+ 4 5'.r+^'  = 
I   r(i+^\{x—x^i)-^r.2,{x—XQy-\-r^{x—x^;)■^-[-r^{x—XQ)\ 
woraus  folgt 

;-o  =  i?(.i-o),  vx  =  R'(xo),  rj  =  iÄ'Xa^o),  r-i  =  hR"'(Xo),  t^  =  i^R""ix^,), 
ferner 

L(x)  =  (x—x^y,  M(x)  =  m^i-^l/ll(x—x^i)-\-t/l2(x — Xi,)\ 
Alsdann    muss    M-{x) — c^R{x\    da    es    =   4;V(.r).(x — x^y-   ist,    durch 
{x — Xq)'-  teilbar  sein.    Die  Bedingung,  dass  diejenigen  Glieder,  welche 
{x — x^y-  nicht   enthalten,  fortfallen   müssen,   führt  zu  der  Bestimmung 
der  beiden  Coeflicienten 

/«o  =  — ^'o  =  — c^     m^  =  h'u 
und  man  erhält  N{x)  durch  Division  mit  A{x — Xf^)'^.    Setzt  man  nun 

Ux) .  s'-^Mix) .  s+Mx)=Lis) .  ix—x^y  +  Mis) .  {x—x^,)-\-N'{s\ 
so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  entsprechenden  Potenzen  von 
{x — x^i)  die  Ausdrücke  für  L'{s)^  M'{s)  und  N'{s)  als  Functionen  von 
.V,  .»•„,  Ty,  ri,  r2,  rj,  ;'4,  rn-i.  Die  letzte  Constante  m.^  kann  noch  =  — Ir-i 
gesetzt  werden,  da  der  Coefficient  von  s"^  in  R^{s)  willkürlich  ist,  also 
gleich  null  genommen  werden  kann.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sieh 

RAS)  = 

als  Function  dritten  Grades  von  s  in  der  Form: 

Ri(s)=  As^—giS—g^, 
wo 

92  =  r^r^—W^r^+i^ri"', 
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gs  =  '•ro''2'*4+  i^r,rjr3— iVror,-— 1'.,;-4;-,2— iJ,,;r23. 
Da  diese  Constanteu  .Tq  nicht  enthalten,  so  kann  x^  hier  gleich  null 
gesetzt  werden,  wodurch  fji  und  g-i  die  ohigen  Functionen  der  Coeffi- 
cienteu  A,  li,  C,  B',  A'  werden.    Femer  folgt  aus 

2(.r— .ro)2 
oder  auch 

G)  s  =  (\/M^±}/^^^'-\A{x+x,r—B{x+x,)-^C, 

\       2{x — aro)       / 
oder  endlich 

7)  s  =  \/m)\/Wü)-\-F(x,Xo) 

2(x—x,} 
wo 

8)  F{x,Xo)  =  .■/.rVo2  +  25a:a-o(.r+.To)  +  ar2  +  4.r.r„+.Vu-)  +  2Z?'(:^-+^ro)  +  ^'. 
Ferner  ist 

10)  , ,_ -. 

\P^)  1/453—^25—^3 

Diese  Resultate  wurden  zuerst  veröffentlicht  von  W.  Bi ermann: 
„Problcmata  quaedam  niecJianica  functwiium  cllipticarnni  ope  sohita." 
Dtss.  Berlin  1S64. 

Die  in  dem  Ausdruck  7)  für  *•  auftretende  Function  /'(.r,.ro)  hat 
folgende  Bedeutung.  Schreibt  man  die  binäre  biquadratische  Form 
R(x)  als  R(a\y),  so  ist: 

worin  nach  der  Differentiation  y  =  //„  =  1  zu  setzen  ist.  (Vgl.  F.  Klein: 
„Ueher  hyperelliptische  Sigmafunctimien" ,  Clehsch  Ann.  XXVII, 
454,  1S86J. 

Aus  der  Gleichung 

L'{s) .  {x—x,T-+M\s) .  {x—x^)-\-N'{s)  =  0 
erhält  man  nun  umgekehrt  x  als  Function  von  s: 
U)  x=x  ^[^R(P^o)\/^s'—g2S—g^-hlRXx,)[s—^hR''{x,)]  +  ^hR{x,).R'''{x^) 

2\s-^R%ro)Y-UR{x,) 
Für  .T  =  Xq  wird  s=  ^k. 

Nimmt    mau    für    die    willkürliehe    Grösse    a^    eine    Wurzel    der 


und 

dx  — ds 
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Gleichun.o-  R{.r)  =  0,  so  veveinfnelicn  sioli  die  obigen  Fonnelu  M^eseiit- 
licb.     Es  wird  dann: 

Ebenfalls  sebr  eiufaeb  werden  die  Transformationsformeln,  wenn 
man  die  willkiirliobe  Grösse  x^^^rK  setzt.     Es  ergiebt  sieb  alsdann: 

(  ^  ^  \/Ä\/h^—g2S—g'^+2Bs—BC-{-AB' 

I  2{B^^—AC)—2As 

1  ^)  s  =  i\/Ä\/Bix) + ^.  Ax"-  +  Bx-\-  h  C, 

-\/4s^'ff^'^=  \/Ä\x^ + 3  B\/Ax'^  +  3  (7l/Är + ^'l/.4 + (^x  +  B)\/R{x). 

Die  Bedeutung  der  Weierstrass'seben  Normalform,  auf  welcbe 
die  angegebenen  Formeln  fübren,  wird  erst  im  Folgenden  erbellen. 
Wir  bemerken  nur  nocb,  dass  ausser  der  Legendre'scben  Normal- 
form uueudlicb  viele  ebenso  einfache  Normalformeu  des  elliptischen 
Integrals  bergestellt  werden  können.  Vgl.  F.  Klein:  „Ueher  unend- 
lich viele  Norvialforineii  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung", 
Clehsch  Ann.  XVII,  133—138,  1880. 

Die  Gleichungen  9) — 12)  von  §  4  enthalten  Relationen  zwischen 
verschiedenen  einfachen  Formen,  von  denen  jede  als  Normalform  ge- 
nommen werden  kann.  Die  genauere  Untersuchung  über  den  Zusam- 
menhang derartiger  DilTerentialformeln  ist  zuerst  von  Jacobi  in  un- 
gemein scharfsinniger  Weise  durchgeführt  und  bildet  die  Basis  seiner 
ersten  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen.  In 
§  4  der  Fundamenta  (Ges.  Werke  I,  p.  ^g)  wird  der  Satz  citirt: 
„Jam  igitur  demonstratum  est,  formam: 

a-\-a^X'\-(hx'^+ -^UpXP 

quicunque  sit  numerus  />,  ita  determinari  posse,  ut  prodeat: 
dij  dx 

\Jä + B'y -fCY + /> V^ + E'y*  ~~  \J A-^Bx-\-Cx^-\-Dx^-\-Ex'^ ' 
Quod  est  principium  in  theoria  transformationum  functionum  ellipticarum 
fundamentale." 

Die  ebenso  wichtigen  wie  interessanten  Folgerungen,  welche  sich 
an  die  vorstehende  Differentialgleichung  knüpfen,  sollen  später  in  an- 
derer Weise  begründet  werden. 

Um  diese  einleitenden  Betrachtungen  nicht  zu  sehr  auszudehnen, 
sind  einige  bemerkenswerte  Fälle,  welche  auf  elliptische  Differentiale 
fuhren,  in  der  Note  I  zusammengestellt. 
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Zweiter  Abschnitt. 


^  6.     Das  olliptisclio  Inlogral  erster  Haltung.    Eiiii'iiliniiig  der  elliptischen 
FiinotioiM'ii.     IHnVrciitiitlalciclmiig'eu    für    .??/?/,    cnu.    dint.    rohertrang'    von 

S)m  zu  s^JH. 

Ist   ]    ciu  Polynom  vom   dritten  oder  vierten  Grade,  so  lUsst  sich 
nach  §§  3  und  4  —,-  immer  auf  die  einfachere  Form: 

\/y 

1  d^ 


^l/l— A:2sin29) 
reduciren,  wo  0</.<l  ist.    Man  bezeichne,  mit  Weglassnnjj;  der  Con 
stauten  M,  dieses  Differential  durch  du  und  setze  also: 

d(f)  , 

1)  -y ~ ^      =      du. 

'  1/1— Ä2sm29) 

Verschwindet  ?/  mit  y,  so  folgt  durch  Integration: 

Das  links   stehende  Integral   nennt  Legend re  das  elliptische 
Integral  erster  Gattung  und  bezeichnet   dasselbe  als  Function 
von  <f  durch  /''(9:)  oder  auch  durch  F{«f)^k),  so  dass  also: 
^f rf^ 

Die  Grösse  k,  welche  die  Function  b\<p)  ausser  der  Variabein  9 
noch  enthält,  wird  nicht  mit  angemerkt,  wenn  sie  im  Laufe  einer 
Rechnung  constant  bleibt.  Die  obere  Grenze  cp  heisst  nach  Legendre 
(Fonct.  eil.  I,  14  11.  18)  die  Amplitudo,  der  positive,  echte  Bruch  Ä- 
der  Modul  des  Integrals.  Diese  beiden  Bezeichnungen  Amplitudo 
und  Modul  sind  durch  Jacobi  allgemein  geworden.  Sind  k  und  k' 
positive  echte  Brüche,  verbunden  durch  die  Gleichung: 

4)  r-+^'2=L 

80  heiest  nach  dem  Vorgange  von  Legendre  und  Jacobi  k'  das 
Complement  des  Moduls,  oder  einfacher  der  Complementär- 
modul  (le  complement  du  module,  complementum  moduli).  Die  beiden 
Quantitäten  k  nnd  k'  bezeichnete  Legendre  durch  c  und  b. 


)  f      ./-.      i^i^miq) 


3)  /V/r=^.  =  ^<«^'*>  =  ^W- 
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Es  wird  nicht  überflüssig-  sein,  sich  eine  Vorstellung  von  der  Aen- 
derung  der  Function  I'\(fJ<)  zu  machen,  wenn  die  Amplitude  q)  alle 
Werte  von  0  bis  90*^  annimmt  und  der  Modul  /.  von  0  bis  1  wächst. 
Nach  einer  von  Legend re  berechneten  Tabelle  ergiebt  sich  Folgen- 
des: Wächst  A-  von  0  bis  1,  und  ist 

g)  =  0",  so  bleibt  Fiep)  ungeändert  =  0, 

y  =  10",  y,       y,       /"(g^)  auf  drei  Deeimalstellen  ungeändert  =  0,175, 

g)  =  20",  „  wächst  F(<f))  von  0,349  bis  0,356 

g)==300,  ,        ,      F{<p)     ,     0,524     ,    0,550 

9)  =  400,  ^        ^       f(^)     ^     0,698     „    0,763 

y  =  500,  ,        ,       F{(p)     ,     0,873     ,    1,011 

9P  =  60",  ,        „       F{(p)     ,     1,047     „    1,317 

9)  =  70»,  ,        ,       F{q>)     ,      1,222     „    1,735 

^  =  800,  ,        ,       F((f)     ,     1,396     ,    2,436 

^  =  900,   ,        „       F{(p)     ,      1,571     ,       ^-. 

Setzt  mau  in  der  Gleichung  1)  siu^r-  =  .r,  so  geht  dieselbe  über  in: 

5)  -7 ^^-  =  du. 

\/{l—x'^)  (1— A'2.t2) 

Der  Constauten 

der  trigonometrischen  Functionen  (siehe  Seite  10)  entsprechen  bei  den 
nachfolgenden  Untersuchungen  zwei  Integrale,  welche  nach  Jacobi 
auf  folgende  Art  bezeichnet  werden: 

^_   .  d(p  /»i  at 


6) 


'  ""  /    i/l— /f'2sinV  /      i/(i_/2)(i_I^ 


Die  beiden  Integrale  Z  und  A''  nennt  Legend  re  die  ganzen 
elliptischen  Integrale  erster  Gattung, 

Das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  K  lässt  sich, 
wie  schon  Euler  gezeigt  hat,  in  eine  Reihe  entwickeln,  die  nach  Po- 
tenzen von  k  fortschreitet.  Entwickelt  man  nämlich  (1 — k-%m'^g>)  - 
nach  dem  binomischen  Satze  und  integiirt  jedes  einzelne  Glied  dieser 
Reihe  mit  Hülfe  der  Formel: 
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sm-"(f) .  ü<f  = 


/ 


1.3.5...(2n— 1)    ji_ 
2 . 4 . 6 . . .  2n         2 


so  erhält  man: 


Eine  flir  grössere  k,  die  der  Einheit  nahe  kommen,  zweckmässigere 
Entwiekeluug  gab  Legen dre  (Mcm.  de  VAcad.  lySo,  6jo  und  Tratte 
d. /cts.  eil.  I,  6ß).  Sie  kann  nach  Schlö milch,  der  zuerst  einen 
strengen  Beweis  für  dieselbe  gegeben  hat  (SchlömücJi  Z.  II,  4g),  in 
folgender  Form  dargestellt  werden: 

wo  k'  =  \f\ — Ä-2  und  die  a  durch  folgende  Formeln  gewonnen  werden: 

,     /4\  ^  2  2  2 

«u  =  ^^\j^'y  "2  =  «0—1,  «4  =  «2—3  ^,  «6  =  "^~5~6'  «8  =  "6—^, .. 

Um  hinsichtlich  der  Terminologie  keinem  Missverständnis  Raum 
zu  geben,  soll  ein  Integral  von  der  Form: 


j  h 


dy, 


wo  P  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene  Function  von  y  ist,  ein 
elliptisches  Integral  heissen.  Statt  des  Wortes  Integral  wendet  Legendre, 
und  manche  Schriftsteller  nach  ihm,  das  Wort  Function  an.  Die  Be- 
zeichnung elliptische  Function  ist  seit  Jacobi  und  Abel  auf 
eine  andere  Art  transcendeuter  Functionen  übertragen  worden,  zu  deren 
Definition  ähnliche  Betrachtungen  dienen  können,  wie  die  des  §  2  für 
die  trigonometrischen  Functionen.  Die  elliptischen  Functionen  ent- 
stehen nämlich  durch  Umkehrung  des  elliptischen  Integrales. 

In  den  Gleichungen  1)  und  5)  sehe  man  cp  und  x  als  Functionen 
von  u  an,  welche  beide  dadurch  bestimmt  sind,  dass  <p  und  x  mit  u 
gleichzeitig  verschwinden.  Unter  dieser  Voraussetzung  nennt  Jacobi 
(Fund.  §  ly;  Ges.  Werke  I,  81)  den  Winkel  (f  die  Amplitudo  von 
u  und  X  den  Sinus  Amplitudinis  von  ?<,  was  auf  folgende  Art  be- 
zeichnet wird: 

7)  ^  =  am  M,        X  =  sin  am  u. 

Da  die  Differentialgleichungen  1)  und  5)  noch  den  Modul  A-  enthalten, 
80  sind  7  und  x  Functionen  zweier  Quantitäten  u  und  k.  Statt  der 
Gleichungen  7)  ist  also  genauer  zu  schreiben: 

8)  (p  =  am  w       (mod.  A),        x  =  sin  am  m      (mod.  A), 
oder: 

KunepcT,  clliiit.    Fuuctioneu.     2.  Aufl.  3 
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9)  q>  =  am  (w,  k\        .r  =  sin  am  (?/,  k) . 

Behält  der  Modul  k  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben  Wert,  so 
sollen  einfach  die  Bezeichnungen  7)  statt  der  Bezeichnungen  8)  oder 
9)  genommen  werden. 

Es  soll  vorausgesetzt  werden,  dass  a-,  definirt  durch  die  Difleren- 
tialgleichung  5),  beliebige  reelle  Werte  annehmen  kann  und  nur  der 
Beschränkung  unterworfen  ist  gleichzeitig  mit  u  zu  verschwinden. 

Setzt  man  x  =  sin  am  m,  so  ist  1/ 1 — x'^  =  cos  am  i«.  Zur  Verein- 
fachung hat  sich  Legend re  (Fond.  eil.  I,  ii)  der  abkürzenden  Be- 
zeichnung: 

bedient.  Diese  Bezeichnung  hat  auch  Jacobi  angenommen,  indem 
derselbe  g)  :=  amw  setzt: 

10)  l/l — /r2gin2amM  =  Jam?/. 

Nennt  man  u  das  Argument,  so  heisst  K — u  nach  Jacobi  das  Comple- 
ment  des  Arguments,  die  Amplitudo  des  Complements  wird  nach  Ja- 
cobi durch  coam  bezeichnet,  so  dass: 

11)  am(Ä" — M)=coamw. 

Diese  Bezeichnung  ist  indessen  von  untergeordneter  Bedeutung.  Ist 
nun  5f  durch  die  Differentialgleichung  1)  bestimmt,  so  nennt  Jacobi 
alle  trigonometrischen  Functionen  der  Variablen  (p  =  amw  el- 
liptische Functionen.  Es  sind  also:  sinamw,  eosamw  =  \/l — sin^amw, 
ebenso  tgamw,  cot  am?/,  secamw,  cosecamw,  ferner  sin  am  {E — u)  = 
sin  coam«,  coscoam?^,  tgcoam?^,  etc.  elliptische  Functionen, 
und  dazu  die  durch  Gleichung  10)  definirte  Function  Jamw,  sowie 
Jcoamw.  Fast  ausschliesslich  werden  im  Folgenden  die  drei  Functionen 
sinamw,  cos  am  m,  z/amw  betrachtet,  welche  das  System  der  einfachen 
elliptischen  Functionen  bilden. 

Bezeichnet  man  die  Integrationsvariable  in  der  Gleichung  2)  durch 
gp',  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  der  negativen  Einheit,  so  folgt: 

l/l— Ä2sin29)' 

'0 

oder  (fi'  =  — tp  gesetzt: 


-/' 


dV) 

:=    =  U. 


-k'^sm'^tl) 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  — tp  =  am( — ?/);  da  nun  g)  =  amz/, 
so  folgt: 

12)  am( — u)  =  — amw. 
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Aus  dem  Vorig-eu  erhält  man 

sin  am  ( — it)  =  — sin  am  w,  sin  am  0  =  0, 

cos  am  ( — u)  =  cos  am  ?/,  cos  am  0  =  1 , 

A  am  ( — u)  =  Jam  M,  JamO  =  1 ; 

ferner  giebt  die  erste  der  Gleichungen  6) 

13)  =  amA;  sinamÄ'=l,  cosamÄ'=0,  JamÄ'=A:'. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  g)  =  amM,  so  folgt  nach  10): 

14)  —  =  l/r— A-^sin^amw  =  Jamu. 

'  du 

Mit  Rücksicht   auf  diese  Gleichung,  oder  auch  durch  Substitution  von 
X  =  sin  am  u  in  der  Gleichung  5),  findet  man  die  Gleichungen : 
«^sinamu 


15) 


du 
rfcosamw 


du 
d  A  am  u 


=  cos  am  M  Aamu, 
=  — sin  am  u  Jam  w, 


— k-  sin  am  u  cos  am  u. 
du 


Es  lässt  sich  nun  jede  der  Functionen  sinam?<,  cos  am  w,  A&mu 
durch  eine  Diiferentialgleichung  definiren.    Man  findet  z.  B. 

— ^ h  sm  am  M  1+ k^ — 2Ä2sin2am  w=  0. 

du^ 

Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  noch  etwas  erweitern.    Sind  a,  b,  c 

Constanten,  x,  y,  z  elliptische  Functionen  von  ?/,  so  sind  die  Gleichungen 

15)  in  den  folgenden  enthalten: 

dx  du       ,         dz 

-y-  =  ayz,  ~  =  bxz,    -^  =  cxy. 

du        ^     du  du 

Eine  weitere  Ausführung  dieser  Gleichungen  bietet  keine  besonderen 

Schwierigkeiten  dar. 

Wir  benutzen  im  Folgenden  meist  statt  der  Bezeichnungen 
sin  am  w,  cos  am  w,  Jam?/,  tangamw,  sincoam?^, 
die   von  Gu  der  mann    (Theorie   der  Mo  didar- Functionen  etc.,  Grelle 
J.  XVIII,  12)  eingeführten  Abkürzungen 

sn?<,  cnw,  dn?<,  tnw,  snc?<, 
weil  sie  die  Uebersichtlichkeit  der  Formeln  wesentlich  erhöhen. 

Ralphen  führt  in  seinem  „Traiti  des  fo7ictions  elliptiques  et  de 
leiirs  applicafions" ,  I,  Paris  1886,  die  elliptischen  Functionen  durch 
folgende  geometrische  Konstruktion  ein.  j\lan  nehme  innerhalb  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  r  einen  Punkt  0  an,  der  die  Entfernung  d 
vom  Mittelpunkte  yl/habe,  und  ziehe  den  Durchmesser  AqMOBq.  Auf  dem 
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Durehmesser  trage  man  von  0  aus 
nacli    beiden    Seiten    eine   Strecke 


OCq  =  oC'o  =  Pl/2(^+<^\T^opeine 

Constante  ist,  ab,  und  ebenso  auf 
allen  durch  0  gezogenen  Sehnen 
Ai  By  etc.  von  0  aus  nach  beiden  Seiten 
eine  Strecke 


OCi  =  oc\ 


etc., 


also  proportional  der  reciproken 
Quadratwurzel  aus  der  Länge  der  Sehne.  Alsdann  liegen  die  End- 
punkte C  der  abgetragenen  Strecken  auf  einer  eonvexen  geschlossenen 
Curve.  Bezeichnen  wir  den  Centriwinkel  Aq  MAy  mit  2g),  so  wächst  der 
Curvenseetor  C^OCi  mit  tp  von  Null  bis  +cc;  und  wenn  wir  die  in 
entgegengesetztem  Sinne  genommenen  Bogen  2(p  negativ  rechnen  und 
ebenso  die  Fläche  des  zugehörigen  Sectors,  so  können  wir  sagen,  diese 
Fläche  nimmt  alle  Werte  von  — oc  bis  +  cc  an.  Umgekehrt  ist  auch 
g)  eine  Function  der  Sectorfläche ;  wir  setzen 

BxesiCaOCi 

^ — -  =  u,  a)  =  amw. 

Q- 
Die   Bedeutung   der  Constanten   q   erhellt,   wenn  wir  d==0  annehmen; 

alsdann  wird  die  Curve  der  C  ein  Kreis  mit  dem  Radius  q.  Im  All- 
gemeinen ist  die  Fläche  des  Sectors,  mithin  auch  der  Wert  von  rp,  ab- 
hängig von  der  Excentricität  des  Punktes  0  von  M;  wir  setzen  diese 
Excentricität 

2\/^ 

und  nennen  sie  den  Modul  der  Function  cp.  Als  elliptische  Func- 
tionen werden  nun  eingeführt 


und 


smg)  =  snw, 


dnw  = 


COSg)    =    CUM 

OAi 
r+ö' 


Dass  diese  dritte  Function  mit  snw  durch  die  obige  Gleichung  10) 
verbunden  ist,  folgt  aus  dem  Dreieck  A^OM    Es  ist  nämlich 


(r+d)^         (r-f-(r)2^(r4-())2 
also  wenn  wir  für  sinr/)  snu  und  für 


4rd       .  „ 


4rd 


(r-l-d)2 
dn2M  =  l—k'^Buhi. 


den  Wert  k^  setzen: 
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Wird  der  Inhalt  der  von  der  ganzen  Ciirve  umschlossenen  Fläche 
gleich  2h'.  Q-  gesetzt,  so  ist 

am2Ä'=^,     amÄ'  = 
2 

(Gl.  lo).    Bezeichnet  man  den  Winkel  AaOAy  mit  ^,  so  ist 

du  _  .OCx'  _r-\-6 

d&-  ~     Q^~Ajfi  ' 

Für  zwei  benachbarte  Sehnen  Aißy  und  A-^ß-i  hat  man 

AiA.2_0A^ 

oder,  wenn  man  I^Aq^Bi  mit  2^)'  bezeichnet  und  Ai  unendlich  nahe  an 
A-,  nimmt,  so  dass  0^,  für  OB^  gesetzt  werden  kann, 

dg) OAi 

d(p'~J)Fy' 
also 

dgH- d(p''_ AjBi  _     AiBi      _ ^d-  _ 
d<p  OAi       (r-\-6)dnu      du.dnu 

und  da  {)■  =  (f-\-  (p —    ,  also  d9-  =  d(p-{-  dg:'  ist, 

dg        ,  damu 

-f  =  dnw  =  — - — 
du  du 

(Gl.  14).    Diese  Gleichung  liefert  unmittelbar  für  die  drei  Functionen 

snu,  cmi,  ünu  die  obigen  Differentialgleichungen: 

'    d  A 

—  SDM  =  cnMan?<, 

du 


15) 


d  A 

-;-  cnM= — anusnu, 
du 

^-  dnw  =  — k-snuanu. 
du 


Wir  hatten  am  Schlüsse  des  §  5  die  Substitution  angegeben,  mit- 

dx 
tels  deren  das  elliptische  Differential  -7:^—  auf  die  Weierstrass'sche 

\/Bx 

ds 
Normalform  gebracht  werden   kann.    Durch    eine   ein- 

\/4s^—g2s—g2 
fache  Substitution  ergiebt  sieh  der  Zusammenhang  zwischen  der  Func- 
tion snr,  die  der  Differentialgleichung 


16)  (/f^^V  =(1— sii-t')(l— '^-8°-^) 


genügt,  und  der  von  Weierstrass  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  eingeführten  Function  i>u,  welche  durch  die  Differential- 
gleichung 
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definirt  wird.  Die  auf  die  Theorie  dieser  Function  sich  beziehenden 
Formeln  sind  den  Vorlesungen  von  Weierstrass  über  elliptische  Func- 
tionen entlehnt,  deren  Resultate  von  H.  A.  Schwarz:  „Formeln  tmd 
Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen".  Nach  Vor- 
lesungen und  Atcfzeichnungen  des  Herrn  Professor  K.  Weierstrass. 
Göttingen,  Dietrich.  Bogen  i — 12,  1883 — i88y,  veröffentlicht  sind. 
Wir  setzen: 

«2 


Sn2i;  = 


P^-^ 


wo  «  und  j9  zunächst  zwei  willkürliche  Constanten  sind.    Alsdann  wird 

— 8n2y  =— —  .  —  p(-). 

dv  I    ,v-.     r\^    dv     a 


(.0-^; 


Es  ist  aber  auch  mit  Rücksicht  auf  die  erste  der  Gleichungen  15) 

d 

-8n2y  =  2  sn  y  cn  y  dn  y, 


dv 


«'^^(-)  =  — 2sn  y  cn  y  dn  y  ( {^{-) — ß  ) 
dv  ^a'  \    ^a        j 


mithin 
und 


a  /\     " 

y 
Führen   wir   nun   statt    v    die    Variable  u  =  -  ein ,    so    erhalten    wir 

a 

^Y'  =  4  ipu—ß—a'^)  (pu—ß—k'^a-^)  (pu—ß). 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  bezeichnen  wir  nun: 

a'^-\-ß  =  ei,  khc^'-^-ß^e-i,  ß  =  e^, 
woraus,  da  k'<l  ist,  folgt 

und  es  wird 

19)  a^=er-e„     k^-  =  '^- 

Unterwerfen  wir  ferner  t*,,  e-i,  e-i  der  Bedingung 

20)  ey  +  e.2+e^==0 
und  setzen 
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21)  eieo-i-e-ie-s-^-e^ei  ==  —{g^,  e^e-ie^  =  Xg-^, 

so  nimmt  die  Differentialgleichung  für  p?<  die  Form  an; 

22)    [^-^  =  4  {9u—eO  (Fu—e^)  (pii—e^)  =  4  p=*m— 5-2  pu—g^. 

Die  Function  pu  ist  also   mit  der  Function   sn   verbunden  durch   die 
Gleichung 

23)  sn2  (l/^[^ .  u)  =  ^^^~^^ , 
und  umgekehrt  ist 

24)  FW  =  ^3+        ^'"~^' 


sn2(lA— ^3-w) 
Aus  dieser  Formel   ergiebt   sich ,   dass   ^w  =  +  oc    für  w  =  0  ist, 

ferner  dass  wennsn  (l/^i — e^v)  von  0  bis  1  vrächst,  jsm  von  +oc  bis  e^ 
abnimmt  und  dass  i^u  eine  gerade  Function  von  u  ist,  also  dass 
25)  p( — u)  =  pu. 

Die  beiden  Constanten  g-^  und  g^  heissen  die  Invarianten  der 
Function  p{u);  man  fügt  dieselben  bisweilen  zum  Argumente  hinzu  und 
schreibt  p{u  \  g-ig-i).    Die  Wurzeln  der  Grleiehung 

4  s^—g-iS—g^  =  4  (s—ei)is—e.i)  (5—63)  =  0 
sind  reell,  wenn  die  Discriminante 

A  =  gl-27gl>0 
ist;  im  entgegengesetzten  Falle,  wo 

gl-27gl<0 
ist,  sind   e^  und  e-^   conjugirt  imaginär   und  e-i  ist  null.     Im  ersteren 
Falle  ist  das  Integral 

ds 


"f: 


pu 

worin  wir  die  Wurzel  positiv  nehmen,  reell  und  positiv  und  wächst 
von  0  beständig,  wenn  pu  von  +  ^  bis  (?t  abnimmt.  Der  grösste  Wert 
von  u  sei  wi,  so  dass 

26)  wi=   /  — 7== ^  PW]  =^1. 

/         1/4*3—^2  ^— Ö'3 

Im  zweiten  Falle  ist  das  Integral 


u  = 


/ds 
l/^s^—gis—g^ 


pu 

worin  wieder  die  Wurzel  positiv  genommen  werde,  reell  und  positiv 
und  wächst  von  0  beständig  bis  zu  einem  Werte  tih,  wenn  pu  von 
-\-(yc  bis  62  abnimmt,  und  es  ist 
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ds 

-gi  s — ^3 

Schreiben  wir  das  Integral 


27)  ri'i  =     I        y^.^-_..=^^=  ,   J0W.2  =  ^2- 

/      l/4s3— £ 


in  der  Form: 


/* d 
1/4^ 


ds 


PU  1^'^^^    1/   1       4.y2        4^3 

so  sehen  wir,  dass,  wenn  pn  =  tv  gesetzt  wird,  das  erste  Glied  von  u  gleich 


1/473      |/^ 


\/pu 
'pu 
wird;  wir  haben  also 

28)  Lim.  u^pu  =  1. 

«  =  0 

Daraus   schliessen   wir.   dass,   da  pii  eine  gerade  Function  von  u  ist, 
die  Entwiekelung  von  pu  nach  Potenzen  von  u  die  Form 

29)  pu  =  -^+C(i-[-CiiC'+CiU^-\-c^u^+CiU'^+  . . . 

haben  muss.  (Weierstrass-Schwarz,  Formeln  9,?/    Hieraus  folgt,  dass 

2 

p'u-= 5  +  2Ci2<+4C2W3+ , 

u^ 
mithin 

30)  Lim  11?  .  p'u  =  —2. 

« =  0 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  in  der  Entwiekelung  von  pw 
(Gl.  29)  bietet  keine  Schwierigkeit.  Die  drei  ersten  Coefficienten 
Co,  Ci,  Ci  erhalten  wir  sofort,  wenn  wir  die  Reihen  für  s^u  und  p'u  in 
die  Gleichung 

u^  {p'uf-  =  ^u^p'^u — g=iu^pu — g^u^ 
einsetzen  und  die  Potenzen  von  u''-^  «<*,  u^  beiderseits  vergleichen.  Es  wird 
4(1— 2cii^^— 4c2^^6^-...)  =  4(l^-3co^<2+3Co2^^^  +  3Cl^^*^-3c2^^6  +  6coCl^<6-f- 
Co3MH  . . .)— ^2('^*+Coi<*'+  . .  ^—g-iU^. 
Da   links   die  Potenz  w^  fehlt,   so  ist  Cq  ==  0  und  aus  den  beiden  an- 
deren Potenzen  ergiebt  sich 

''-20'  ^^-28 
Für  die  übrigen  Coefficienten  erhalten  wir  mit  Hülfe  der  Gleichung 

2sy'u  =  12p^u  —  g.2 
eine  Recursionsformel.     Setzt  man  nämlich  hierin  die  Reihen 
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e 

<,/'m  =  — 4-2.1c,+4.3C2?<-  +  6.5C:jM^+8.7c4w6+  ..., 

80    erhält     man    durch    Vergleichung    der    Coeffieienten    gleich  hoher 
Potenzen 

X-\rß=V 

Da  nun  Ci  =     iCo  =      '   so  kann  man  die  übrigen  Coeffieienten  ohne 
Mühe  berechnen.    Die  Reihenentvvickelung  von  ^m  wird  schliesslich: 

(Weierstrass-Schwarz,  9,«). 

Aus  den  Gleichungen   19),  20)   und  21)   lassen  sich  Beziehungen 
zwischen  dem  Modul 

und  den  Invarianten  g-i^  g^  herleiten.    Man  findet  nämlich  aus  19)  und  20) 

e-i  _      l—2k'^ 
e~      2—^2  ' 


und  wenn  man  dies  in 


einsetzt, 


4«i2       \e,)  ^e,^^ 


32)  P-  =  ^^-^'^'' 


Nun  ist  aber 
also 


4^1 2  "    (2— -t2)2 

4ei3—i'2^1— 6^3  =  0, 


^S^  ^^    =A       ^2    ^(l+^2)(i_2/:2) 

'  4^,3  4e,2  (2— /t2)2 

Eliminirt   man   nun   aus   32)  und  33)  c'i,  so  erhält  man  für  die  abso- 

lute    Invariante    —    ^  folgenden  Ausdruck  in  k''-: 
27^/3" 

^  27^23  (14.^.2)2  (2—^2)2  (1—2^2)2' 

der  ungeändert  bleibt,  wenn  man  für  k"-  setzt: 

^        l-;^"        _i_        ^1         _^_ 
k-i'  "  '      1— yt2'         ;t2     '      /t2_i' 

Die  Gleichung  34)  lässt  sich  auch  schreiben  in  der  Form: 
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35) 


9i' 


-1  = 


27^4(1— A-2)2 


27/73-     "       (H-A-2)2(2— Ä2)2(i_2Ä:2)2 
Diese  und  ähnliche  Gleichungen  sind  hergeleitet  in  einem   Aufsatze 
von  Felix  Müller:  „Beziehungen  zwischen  dem  Modul  der  elliptischen 
Ficnctionen  und  den  Invarianten  der  biquadratischen  binären  Form," 
Schlömilch  Z.  XVIII,  282-287,  1873. 

§  7.    Die  reelle  Periode  der  elliptischen  Functionen. 

Die  Quantitäten  s  und  f  seien  durch  die  folgenden  Gleichungen 
mit  einander  verbunden,  von  denen  immer  eine  Gleichung  die  übrigen 
zur  Folge  hat: 

'  1— *2 


1) 


|/l_52  = 


1—^2 

k't 


1  -kh"- 


1/1—^2^2 


1/1—^2 


A-'^ 


i/l— A2^2 


1/1—^2^2  l/l— A2*2 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  t=l  für  ^  =  0  und  /  =:  0  für  .y  =  1 
ist.    Man  findet  durch  Differentiation: 


ds  = 


k*H 


dt 


ds 


l—k'-r-    |/(l_;2)(l_^2^2) 

dt 


und  hieraus: 

2)  — —       , 

1/(1— *2)  (l_A2i.2)  1/(1—^2)  (1_ä2;2) 

Integrirt  man  nach  s  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  und  s  =  x,  so  sind 

1  und  1  /  ^    "^     die  Grenzen  von  t.    Es  folgt  dann: 
V  1— A2a;2 

r      ds  r^  '^\t__    _  r  _  dt   _ 

J    t/(l-*2)(l_Ä2^2)  /    |/(l_^2)(l_A:2f2-j         y ^(l_^2)(l_/,2;2)' 

Da  nun  allgemein  für  eine   Function  f{t)^  welche  zwischen   den 
Grenzen  0  und  1  endlich  und  stetig  bleibt: 

S'f{t)dt  =  /  t\()dt—p  f{t)dt        O^T^l, 


so  lässt  sich  die  obige  Relation  zwischen  den  Integralen  auch  schreiben  : 
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Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich  K.    Setzt  man : 

ds 


4) 


/i 


=  w. 


'(1— *2)  (1— ^2^2) 

'0 

80  leitet  man  aus  der  Gleichung  3)  die  folgende  ab: 


/•  '""  dt 


l/(l— /2)(1— yt2r2) 

oder:  


5)  /  -r=^=^=.  =    Ä— M. 

^  y  l/(l— r-)  (1— A:2/2) 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  geben  nach  §  6: 


a;  =  sinamw  =  snw,    /  — z„  =  sin  am  (A' — u)  =  sn(Ä' — m). 

y   1— A:2a:2 

Durch  Elimination  von  x  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

6)  sn(Ä'-u)  =  l/jEÄ:_en". 

1/  1— /t2  8n2M      dnw 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  folgenden: 

7)  cn(Ä^— w)  = -3 5  dn(Ä — m)  =  j 

'  dnw  dnw 

Was  bei  Ausziehung   der  Quadratwurzel   die  Vorzeichen   der  rechten 

Seiten   der   Gleichungen  7)    anbelangt,   so   bestimmen   sich    dieselben 

mittelst  des  Wertes  u^=  K. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  6)  und  7)  — u  statt  «,  so  erhält  man : 

o^  /rr,       .  CUM  ,  , .  ,       ,  Ä'SnM       j      /  , ,  ,       .  k' 

8)  miK+u)  =  ^,    cn (*■+«)  =  -^j^,dn(/ir+«)  =  3jj- 

Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  K-{-u  statt  m,  so  gehen 
dieselben  über  in: 


9) 


.„,^,    V  k-Bn(K+u) 

Anm+u)  =  ^^^^_^^^      =  dn«. 
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Vertauscht  man  hier  u  mit  — u  und  berücksichtigt  Gleichung  12)  S.  34, 

so  erhält  mau: 

j  ^n{u — 2Ä')  =  — snw, 

10)  I  (in{u—2K)  =  —Qmu 
\  dn(/< — 2Ä')=dnM. 

Die  Functionen  sin  am  m,  cos  am  m,  Adimu  nehmen,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  dieselben  Werte  an.  wenn  das  Argument  um  2Ä'  zu-  oder 
abnimmt;  die  bemerkten  Functionen  sind  also  periodische  Functionen. 
Tritt  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  u±2K,  u±4:K....  an  Stelle  von  m, 
so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  m  eine  ganze 
positive  oder  negative  Zahl  bedeutet, 

I    sn  {u  +  2mK)  =  (— l^sn  m, 

11)  J    cn(M  +  2/;«A0  =  (— l)'"cnM, 
j    dn  (j(  -f-  2ml^)  =  dn«. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  werde  u  durch  u±  li  ersetzt. 
Unter  Anwendung  der  Gleichungen  6),  7)  und  8)  folgt: 


'  cn  u 

sn[u-{-{2m-\-l)K]  =  (— 1)~ 


12) 


dn: 

k'snu 


cn[M+(2;/j  +  l)Är]  =(— D^+i  -j^, 
An[u+(2m-\-l)A-]  =  ^, 


welche  ebenfalls   für  alle  positiven    oder  negativen  ganzen  Zahlen  m 
gelten. 

§  8.    Die  elliptischen  Fiiuctiouen  mit  iiiiagiuärein  Arierumeut.    Die  iiua^iuärc 
Periode  der  elliptisclien  Functionen. 

Es  sei  wieder  x  als  Function  von  u,  nämlich  x  =  sn  u,  durch  die 
Gleichung : 


r  _  dt 


definirt,  wobei  x  beliebige  reelle  Werte  annehmen  kann.  Es  haben 
nun  Abel  (Cr eile  J.  II,  104.)  und  Jacobi  (Fundam.  §  ig,  Ges. 
Werke  I,  8^)  an  Stelle  der  reellen  Integrationsvariabein  t  einfach  eine 
imaginäre  Variable  substituirt,  ein  Verfahren,  dessen  nicht  weiter  be- 
gründete Anwendung  wohl  nicht  ganz  einwurfsfrei  sein  möchte.  Operirt 
man  nur  mit  reellen  Integrationsvariabein,  so  lassen  sich  die  Kegeln 
für  bestimmte  Integrale  nicht  direct  auf  Integrale  anwenden,  welche 
die  Betrachtungen  complexer  Variabein  erfordern.  Man  kann  aber  die 
elliptischen  Functionen  mit  imaginären  Variabein  sehr  einfach  behau- 
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dein,  wenn  in  der  Cleiclmng-  1)  x  beliebige  reelle  Werte  annimmt; 
die  Inte^Tatiousvariabele  /  bleibt  dann  immer  reell,  während  das  Inte- 
gral u  selbst  teils  reelle,  teils  imaginäre  Werte  annimmt.  [Man  ver- 
gleiche hierül)er  Selilö milch,  Lr/ßz.  Abli.  IV,  40'/.  Die  Ergänzung 
für  com pl exe  Integratiousvariable  wird  dem  nächsten  Paragraphen 
vorbehalten,] 

In  der  Gleichung  1)  ist  u  reell,   wenn  0^a::^l,  ftir  l^a;^-    ist 

K 

u  imaginär,  endlieh  ist  w  reell,  wenn  x  =  --    Man   nehme  x   zwischen 

den  Grenzen  1  und      an  und  setze: 
k 


j/cos^  a+/f^  sin*« 

V  =^ 


I 


2)  -         /'  dt 


1/(1— /2)  (1—^2,2) 


oder  durch  Zerlegung  der  Grenzen: 


"^/w 

*'ii 


cos'^a+Ä^  sinket 
dt  .      f  dt 


<2)  (1— /t2/2)        /  i/(l— «2)  (l_/f2^2) 


Das   erste   der  rechts   stehenden   Integrale   ist  gleich  K^  in  dem 
zweiten  Integrale  ist  {t''-—l){\ — kH"^)  positiv,  man  erhält  also: 


cos^a+Ar^sin^ 
3)  t;  =  Ä^+l      ''  ^' 


\/{t'^—l){l-kH'^) 


Zur  Transformation  des  rechts  stehenden  Integrals  setze  man: 


\/l—k'H'^  l/l— A'2^2  l/l— Ä'2 


Für  t=  1  ist  .?  =  0  und  für  /  =  -j==i^  ist  s  =  sin a. 

l/l— Ä'2sin2a 

Bringt  man  K  in  3)  auf  die  linke  Seite  und  multiplicirt  auf  beiden  Seiten 

mit  /,  so  folgt: 

/sina  j 


^2)(l— ^'2^2) 


Die  Anwendung  der  Gleichungen  2)  und  4)  erfordert,  dass  der 
Modul  mit  angemerkt  werde.  In  dem  Integrale  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  2)  ist   k  der  Modul,   dagegen  im  entsprechenden  Inte- 
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grale   der   Gleiehiirig'    4)   tritt   der   Complementärmodul  k'  von  k  auf. 
Die  Gleiebungeu  2)  und  4)  geben: 
1 


l/eos2ß+A:2sin2a 
oder  V — K=ic  gesetzt: 
1 


sn  (i;,/f),  sin  a  =  sn  [{v — A')?,  A:'], 


en(w,/:)      .  /  •  ,A 

1  sin«  =  sn(w<,/fO. 


i/l— Ä-'2sin2a      dn(?/,/r) 
Dureb  Elimination  von  a  folgt: 

1        en  (m,  k) 

dn{ui,k')      An(u,k) 
und  vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  k  und  k\  so  erhält  man 

dn(M,ÄO 


5) 
Diese  Gleichung  giebt: 


ä.Ji(iii,k)  = 


en(M,Ä') 


sn 


,,   .,^       1/^     dn2(i/,^')N       1/.     1— Ä'2sn2(M,;tO\  ,  ,,    ,. 

1 
cn2(Mf,A:)  = 


cnP-^u^k') 


Es  ist  also: 
6) 


I    sn  {ui,  k) 

I    en  (mz,  Ä-)  =  :i 


■±iiji{uk\ 
1 


In  beiden  Fällen  muss  das  obere  Zeichen  genommen  werden; 
dieses  folgt  unmittelbar,  wenn  die  erste  der  Gleichungen  6)  nach  u 
diflferentiirt  und  darauf  u  =  0  gesetzt  wird.  Für  w  =  0  müssen  sich 
beide  Seiten  der  zweiten  Gleichung  6)  auf  +1  reduciren.  Die  Zu- 
sammenstellung der  Gleichungen  5)  und  6)  giebt: 
/  ,  .  „  .  sn(M,Ä:') 
«°("^'^>=^en(«,^' 

^>  <     '°^"^''^^=^,^' 

dn  (m,  A'O 
en  (m,  k*) 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  elliptischen  Functionen 
mit  imaginärem  Argument  sich  ausdrücken  lassen  durch 
ähnliche  Functionen  mit  reellem  Argument  und  dem  Comple- 
mentärmodul,   Die  Gleichungen  7)  geben  durch  Division: 


dn(w/,/f)  = 
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,     ,,,        1  sn  {ni,k) 
9Ti(u,k')=.       ^-  ,S 
/    eii{ui,k) 

8)  (    cn  («,/:')=      — ^^~,^' 

dn(w,A')=  >^,v 

en(w^Ä:) 

und  dadurch  sind  umg-ekehrt  die  elliptischen  Functionen  mit  reellem 
Argument  ausgedrückt  durch  elliptische  Functionen  mit  imaginärem 
Argumente.  In  den  Gleichungen  2)  und  4)  nehme  man  a  =  ^jr,  und 
setze  dann  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4): 


/*'  ds 


K'. 


0 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  werden  dann: 

1 


"=7    l/(T 


Diese  beiden  Werte  von  v  geben : 


-^2)(l_/c2/2)  i 


1  1+^2 

In  der  Gleichung  1)  ferner  sei  x'>-:  man  setze  x  =  — —-  und; 

fC  tC 


10)  w  = 

'  '0 


J  \/rt 


1  +  ^2 

dt 


l—t'^){l—k't^) 
Das  Integral  rechts  zerlege  man  in  zwei  Integrale  mit  den  respectiven 


Grenzen  0,  -  und  -■>  ~ —     Für  das   erste  Integral  substituire  man 
k  k       k 

den  Wert  aus   9),  im  zweiten  Integrale  setze  man:  (1 — t'^)(l — k'^t"^)  = 
(/2 — 1)(^2/.2  _!)•   da  in  demselben  (>-  ist,  so  folgt  dann: 

11)  ?i'  =  K-K'i-{-  I      *   -,—      ^^        =.- 

k 

Das  rechts  stehende  Integral  geht  für  tk  =  -  über  in : 
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/. 


ds /*i+^^  dl 


Die  Gleichung  11)  wird  hierdurch: 


K'i-  n^'"- 


ds 


1/(1— S2)(l— ^2^2) 

oder : 


l+r"  ds 


l/(l—*2)  (1—^2^2) 


=  2K—,v—K'i. 


Die  vorstehende  Gleichung  und  die  Gleichung  10)  geben: 

l-V-z^  1 

— - —  =  sn  IV,      -— — -  =  s^{2K—w — K'i). 
k  \-\-z'- 

Das  Product  dieser  Gleichungen  führt  auf: 

-  =  snw  .  sn(2Ä' — w — iK\ 

K 

oder  2K—tv  =  u  gesetzt : 

12)  l=kmu.m{u—iK% 
Nimmt  man  hierin  — u  statt  u,  so  ist  auch: 

13)  l=-A:snM.sn(i^  +  /Ä'0. 

Die  Gleichungen  12)  und  13),  welche  unmittelbar  auf  die  imaginäre 
Periode  der  elliptischen  Functionen  führen,  können  auch  aus  den 
Gleichungen  7)  hergeleitet  werden.  Geht  k  über  in  A',  so  geht  K  über 
in  K']  es  gelten  nun  für  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7),  wenn 
u  um  Multipla  von  K'  zunimmt,  die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  7, 
wenn  in  diesen  k,  K  respective  durch  k',  K'  ersetzt  werden.  Lässt  man 
nämlich  in  den  Gleichungen  7)  u  um  K'  zunehmen,  so  erhält  man: 

,  .,  ,.,.,,        .%n{u-\-K\k')           i  cn(w,ÄO 
&T[i{m-\-K't,k)  =1  ' v^/. 


en(M?+A'%^)  = 


cn(w+Ä",  k')  k  sn(M,AO 

1_ __  dn(M,A:0 

cn(w+^',AO~     Äsn(M,ÄO' 


Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ersetze  man  mittels 
der  Gleichungen  8)  die  Functionen  mit  reellem  Argument  und  dem 
Modul  k'  durch  die  Functionen  mit  dem  Argumente  ui  und  dem 
Modul  k.    Es  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen: 
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8Tl(ui-\-h''i,k) 

dn(ui  +  h''i,k)  =  —i 


1 


k  sn(?/?,  Ä-) 
/  dn  (ui,  k) 
k  sn(Mi.  k) ' 
.  cn(M/,  k) 
8n{ui^k) 
Da  der  Modul  A-  auf  beiden  Seiten  derselbe  ist,  so  kann  man  ihn  unter 


den  Functionszeicben  einfach    weglassen, 
i^ebeu  sieh  die  folgenden  Gleichungen: 


Setzt  mau    .   statt  u,  so  er- 


14) 


sn(?/+A"/)  = 


cn(i<4-Ä"/)  =  — 


ksmi 
iduu 


\ 


ksuu 

enw 

snu 


Man  kann  in  diesen  Gleichungen  u  successive  um  ü"/,  2A''i, . . . 
zunehmen  lassen.  Es  ergiebt  sieh  dann,  je  nachdem  das  Multipluni 
von  A'l  gerade  oder  ungerade  ist.  ein  System  von  seclis  Gleichungen. 
Setzt  man  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen  — u  statt  u,  so  erhält 
man  analog  wie  die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  7  die  folgenden 
Gleichungen,  in  denen  m'  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet: 


15) 


10) 


j    sn(w + 2m'A'i)  =  snw 

i    en(M + 2m'K'i)  =  (— 1  )'"'en!<, 

I    dn(M + 2m'K'i)  =  (— l)'"'dnw. 

(  sn  [«  +  (2w'  +  l)Ä''/]  =  ,  "  - 


Ann 


cn  \u-\-(2m'-\-l)Ii'i]  =  2(— 1)'"'+^ ; 

^  /      j        V       /        Asnw 


diu\u-\-{2m'+l)K'i\  =  «■(— 1)"*'+^ 


CUM 

sn?/ 


Aus  den  Gleichungen  15)  folgt,  dass  die  elliptischen  Functionen, 
abgesehen  vom  Zeichen,  ihre  Werte  nicht  ändern,  wenn  das  Argument 
um  ein  Multiplum  von  2K'i  zu-  oder  abnimmt;  die  elliptischen 
Functionen  sind  also  periodische  Functionen  mit  einer 
imaginären  Periode. 

(^  '.).     I)i<>  clliplischon  Finiclioiu'ii  als  doppelipcriodische  Fiiiidioiion. 

Die  (Ueichungen  15)  und  IG)  des  §  8  lassen  sich  mit  den  Glei- 
chungen 11)  und  12)  des  §  7  so  combiniren.  dass  sich  die  allgemein- 

Kiinrppr,  pllipt.  Functionen.     2.  AuH,  4 
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steil  Gleichungen  fltr  cp{ti-\-(iK-\-i>K'i)  ergeben,  wo  q>  eine  der  Functionen 
Sinus  Ain])litu(linis.  Cosinus  Amplitudinis  oder  JAmplitudinis  ist.  Man 
lasse  zuerst  in  den  Gleichungen  11),  dann  in  den  Gleichungen  12)  von 
%  7  u  zunehmen  um  2m'K'i  und  (2wj'+l)A'/.  Mittelst  der  Gleichungen 
15)  und  16)  von  §  8  ergeben  sich  dann  die  folgenden  zwölf  Funda- 
nientalformeln  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen: 

j    sn  (H  +  2mK-\-  'im'K'i)  =  (—!)"•  sn  w, 
1)  '    cn(M+2wÄ'+2/;j'Ä"0  =  (— l)'"+"''cn?/, 

I    dn(M  +  2mA'-\-  2m'K'i)  =  (— 1  r'  dnM. 
C — IV" 


2) 


3) 


/rsn« 
Qn\u  +  2mK+{2m'+l)K'i\  =  /(— i)''»+'»'+i- 

dn[M+2wÄ'+(2w'H-l)Z'?]  =  /(— 1)"''+^ 

CL 

■^  ^  ttni 

cn[«+(2/;j-f  1)  R'-^2m'Ä''i]  =  (— i)'»^'»'^!' 


(\vi[u  +  (2ni-hi)K-\-2tn'A''i]  =  (— l)"»' 


_k' 
dnM 


4) 


sn[u-{-i2m-\-l)I^-{-{2m'-[-l)K'i]  =  (—1)" 

cn[w  +  (2/rt+l)/ir+(2w'  +  l)A"/]  =  /(— 1)'»+'«'+^- 

dn[M+(2;;2  +  l)  A'+(2m'+l)Ä'V]  =  /(— ir'+i- 


dnw 

1 . 

A-cnw 

cn  u 
,k'8nic 
cnw 

Aus  den  Gleichungen  1)  erhellt  unmittelbar,  dass 
sn(M-}-4Ä')  =  snw,  sn(w+2Ä"0  =  sn?/. 
cnO<+4Ä')  =  cnw,  en(u-{-4K'i)  =  cuu, 
dn(w+2Ä')  =  dnw.  dn(M+4Ä"0  =  dnw, 
dass  also  die  Functionen  snu,   cnu  und  dnu  zwei  Perioden 
haben,  eine  reelle  und  eine  imaginäre;  diese  Functionen 
sind  also   doppeltperiodische  Functionen.     Die  Grössen  2k' 
und   2K'i   spielen   in   der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dieselbe 
Rolle  wie  die  Zahl  ji  in  der  Theorie  der  trigonometrischen  Functionen, 
welche  einfach  periodisch  sind. 

Bezeichnet  man  mit  m  und  m'  beliebige  ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahlen,  so  ist  auch 
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1    m(u-}-i)i  AA'+fu'  .2h''i)  =  mu, 

5)  cn(M+w.4A-f-;/i'.4A'V)  =  en?/, 

I  dn (?^ + m . 2/r+  m' .  4 AU)  =  dn m ; 
die  Functionen  snu,  cnw,  dn?^  haben  also  unendlich  viele  Perioden; 
aber  alle  lassen  sich  als  ganze  Vielfache  zweier  Perioden,  welche 
primitive  Perioden  genannt  werden,  darstellen.  Solche  primitiven 
Perioden  sind  fUr  snu  4ä'  und  2AV,  flir  cnw  4A'  und  4Ä''/,  für  dnw  2K 
und  4A'/. 

Wir  hatten  in  den  vorigen  Paragraphen  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  das  durch  die  Differentialgleichung 

dx 

-7—  -^        ==  du 

1/(1— a;2)  (l—k'^x^) 

definirte  x  nur  reelle  Werte  annehmen  kann.    Jetzt  lassen  wir  diese 

Beschränkung  fallen,  legen  dem  x  beliebige  reelle  oder  complexe 

Werte  bei  und  untersuchen  die  verschiedenen  Werte,  die  das  Integral 

dx 


I\/ 


,^   1/(1— a:2)  (1—^2x2) 

auf  den  verschiedenen  Integrationswegen  annehmen  kann.  Die  all- 
gemeine Theorie  der  Integrale  zwischen  complexen  Grenzen  wurde 
begründet  von  Cauchy,  ,,Sur  les  integrales  prises  enfre  des  limites 
imagmaires" ,  Paris  182^ ,  und  ,, Memoire  sur  les  integrales  ima- 
ginaires",  C.  R.  XXIII ,  1846.  Seine  Untersuchungen  sowie  die 
neueren  Methoden  der  Behandlung  der  Functionen  einer  complexen 
Variabein  haben  auch  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  neue 
Einblicke  gestattet.  Die  Principien  dieser  Theorie  schuf  B.  Riemann, 
„  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  ver- 
änderlichen complexen  Grösse",  Diss.  Göttingen  1851 ,  „  Werke", 
herausgegeben  von  H.Weber,  Leipzig  18 'j  6,  i — ^y  ;  vcssA.  „Theorie  der 
Abel' sehen  Functionen",  Grelle  J.  LIV,  iS^y,  Werke  81 — /J5.  Ver- 
wertet wurden  diese  Theorien  für  unsere  Functionen  in  dem  schon 
oben  (S.  11)  erwähnten  ausgezeichneten  Werke  von  Briot  und  Bouquet, 
ferner  in  C.  Neumann's  „Vorlesunge?i  über  Rieviann's  Theorie  der 
Abel' sehen  Integrale",  Leipzig  186^,  in  dem  ebenfalls  oben  genannten 
Compenditim  von  Schlömilch  u.  a.  Ausser  den  genannten  Werken, 
welche  meist  eine  Einleitung  in  die  allgemeine  Functionentheorie  ent- 
halten, sind  zu  erwähnen:  H.  Du  rege,  „Elemente  der  Theorie  der 
Functio7ien  einer  complexen  veränderlichen  Grösse",  Leipzig,  j.  Aufl. 
1882,  das  besonders  die  Schöpfungen  Riemamis  berücksichtigt,  und 
0.  Biermann:  „Theorie  der  analytischen  Functionen" ,  Leipzig  i88y, 
das   die   von   Weierstrass   neu   begründete   Theorie  im  Zusammen- 


52  f§  9 

bange  darstellt.  Wir  werden  öfter  Gelegenheit  haben,  hinsiebtlieb  all- 
gemeiner funetioneutbeoretiseiier  Sätze,  den  Leser  auf  diese  Werke  zu 
verweisen. 

Wir  setzen  die  geometrische  Darstellung  der  eomplexeu  Grössen 
als  bekannt  voraus.  Die  irrationale  Function  [■  z — a  der  complcxen 
Variabein  z  erfährt  einen  Wechsel  des  Vorzeichens,  wenn  z  auf  einem 
Wege  genommen  wird,  der  den  Punkt  a  einmal  umsehliesst.  Denn  setzt  mau 

z—a  =  re^', 
so  wird 

und  für  ^  =  i9^+2jr  wird  diese  Function 

=  r-e     '      =  — ;-ig-^^«  =  — j/e — «. 
Ein   solcher  Punkt  a,  nach  dessen  Umkreisung  seitens  der  complexen 
Variabein    z   die   l^'uuction  \/z — a  ihr    Vorzeichen  ändert,   heisst  nach 
R  i  e  ra  a  n  n's   Bezeichnung   ein  V  e  r  z  w  e  i  g  u  n  g  s  ])  u  u  k t.     Für   die   in 
unserem  Integral 


^  _    /"'  dx     


auftretende  Function 


1 


der  complexen  Variabelu   x  sind   die    Punkte  x=-\-l,  — 1,  +) 

rC  IC 

Verzweigungspunkte.  Wir  denken  uns  dieselben  in  der  Ebene  der 
complexen  Variabein  dargestellt  und  mit  kleinen  Kreislinien  /i'j,  Ä,,  A'^,  A4 
umgeben,  zu  denen  vom  Nullpunkt  0  gerade  Linien  OA^,  OA2,  OA;i,  OA^ 
führen.     Die  längs  der  Kreise  K  genommenen  Integrale 

dx 


J  \/{l—x^ 


l— a:2)(i_Ä:2.r2) 

verschwinden,  wenn  sich  die  Radien  der  Null  nähern.     Denn  setzen  wir 
x=  + 1 — re^^ ,  so  wird  das  Integral  längs  der  Kreise  R\  und  K^  gleich 

-l\r  I 


\/(  ±  2—re'^)  [1— A-2  ( + 1  —re'^)i] 


und  setzen  wir  .r  =  +     —re''^.  so  wird  das  Integral  längs   der  Kreise 
K-i  resp.  A'4  gleich 
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/; 


i\/r 
»^1 


1   fl-(+  ]-re'^Y](±2k-lM''^) 

n 


mithin  wird  für  ;•  =  u :  7a,  =  0,  /a-,  =  0.  h;  =  <>,  /a-,  =  0. 

Nun  lässt  sich  jeder,  nur  den  Punkt  +1  cinsehliessende.  von  '/ 
ausgehende  und  dorthin  zurUeklührendc  Intei,M'Htions\veg  zu&ianiruen- 
setzen  aus  dem  geradlinigen  Wege  (Kii  und  einem  oder  mehreren 
Kreiswegen  A'i:  es  hat  also  dann  unser  Integral  die  Form: 

J^    l/(l-a:2)(l-Ä2r2,  yj   l/(l-.r2)(l_A2a:2)' 

da  7a  ,  =  U  und  die  Wurzel  bei  n  Umgängen  u  mal  das  Zeichen  ändert. 
Der    Strich   am    Integral   bedeutet   den  geradlinigen  Weg.     Ist  also  n 
gerade,  so  wird  das  Integral  ^  0 ;  ist  n  ungerade,  so  wird  es  gleich 
Z*^  dx  P"  dx  

dx 

2K. 


^/w 


L— a;2)(l— Ä2a;2) 

Ebenso  wird  das  Integral  auf  einem  den  Punkt  — 1  «mal  umschliessen- 
den   von    0  bis    0  gehenden   Wege   der  Variabein  =  0,  wenn  n  eine 
gerade,  und  =  — 2ä',  wenn  /<  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Setzen  wir  ferner  in  das  Integral 


/ 


j. 

*  da;  1 


f^    \    1/(1— ^2)(l_^2^2)  ^/(l_A'222) 

80  erhalten  wir 

dx  — i  dz 

l/(l— a:2)  (1— /t2a:2)  ~  /(l— z2)  (l— Ä'2z2)' 


folglieh 


/ 


1 

*  dx 


=  —K'L 


Nun  können  wir  das  Integral  für  einen  den  Punkt   ,    umschliessenden 


i/'(l— a;2)(l— A:2a:2) 

tegral  für  einen  de 
Integrationsweg  von  0  bis  U  ersetzen  durch 

_  /'  *  dx 

J,     1/(1-^^)  (l-Ä^^^) 
Jetzt  bilden  wir 
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n  dx 

nnd  erhalten,  da  /^m, +/vi,o  =  0,  /a-,  =0,  Ik^^^^^ 


7)       2  /|T7:r-     „...    _-^  =  2A-(/^..»3+-^^3^.)  = 


2A'+2  / ,  ^"^      =^  =  2K—2K'l 

-a;2)  (1—^2^2) 


Ein  nur  den  Punkt  -  nmal    umschliessender    Integrationsweg   ergiebt 

also  fUr  das  Integral  den  Wert  0,  wenn  n  gerade,  und  den  Wert 
2K — 2Ä''/,  wenn  n  ungerade  ist.     Ganz  ebenso  folgt  für  den  vierten  Punkt 

— -  der  Wert  0  resp.  — iK+^K'i,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

K 

Jeder  beliebige  Integrationsweg  von  0  bis  zu  einem  Punkte  x 
kann  nun  ersetzt  werden  durch  eine  Reihe  geschlossener  Wege,  welche 
jeden  der  Verzweigungspunkte  nur  einmal  umgehen,  und  durch  den 
geradlinigen  Weg  von  0  bis  x.    Es  ist  allgemein: 

8)        f—j=J^=^  =  ti2K+t^\2K—2K'i)+  f  .  ^  -^=, 

worin  //  und  fi'  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind  und  das 
Vorzeichen  des  letzten  Integrals  von  dem  Vorzeichen  abhängig  ist,  das 
die  Function  ]/{! — x'^){\ — A-2^2)  bei  der  letzten  Rückkehr  nach  0  an- 
nimmt. Das  positive  Vorzeichen  kehrt  wieder,  wenn  [i  und  n'  entweder 
beide  gerade  oder  beide  ungerade  sind ;  und  diese  beiden  Fälle  lassen 
sich  vereinigen  zu  der  Gleichung: 


9)     r  .  ^  =  m .  4.K+m' .  {2K'i)+  f' , ^ 

ir 

Ja  i/ä=^ 


mithin,  wenn  wir 

dx 
10"^  #  I — ,  =  w,  x  =  snw 

J,  I   1/(1-^2)  (l-/t2a:2) 

setzen, 

11)  sn(w+m.  AK-\-m'.2K'i)  =  snw, 

tibereinstimmend  mit  der  ersten  Gleichung  5)  oben.  Hiermit  ist  die 
doppelte  Periodicität  der  Function  bhu  ganz  allgemein  be- 
wiesen,  und   es   ergiebt   sich    hieraus    die    allgemeine   Gültigkeit  der 
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Formeln,  welche  im  voiip:cu  Paragiapiion  auf  die  doppelte  Periodioität 
der  Functioneu  hüu.  cum,  dnu  geführt  habeu. 

Setzt   man   in    der  ersten  Gleichung  1),  in  der  zweiten  Gleichung 
'S)  und  in  der  dritten  Gleichung  4)  u  =  0,  so  folgt: 
j    8n(2wÄ'+2//i'Ä"0  =  O, 

12)  cn[(2/;«+l)A'+2w'Ä^'/]  =  0, 

I    dn  [(2//J  + 1)  Ä'-f  ( 2m'  + 1)  A"/j  =  0. 
Die  Gleichungen  2)  geben  für  u  =  0: 

I    sn  [2wÄ'+  (2m'  + 1)  A''i]  =  -v , 

13)  '    cn[2//jA'+(2/«'+l)Ä"/]  =  ^'. 
I    dn  [2///A'+(2///'+ 1)  A'VJ  =  ^ . 

Jede  der  drei  Functionen  snw,  cnw,  dn/<  verschwindet  für  unendlich 
viele  Werte  des  Arguments ;  infolge  der  Gleichungen  13)  existiren  un- 
endlich ^  iele  Werte,  für  welche  jede  der  bemerkten  Functionen  keinen 
endlichen  Wert  mehr  hat,  und  zwar  findet  dieses  bei  allen  drei  Func- 
tionen für  dieselben  Werte  des  Arguments  statt. 


2Ki(^ 


K+  aKi    gjCfzKl       slGgKi    cl^TKi 


iCiCb 


Zieht  man  in  der  Ebene  der  complexen 
Variabelu  u  verticale  Parallelen  im  Abstand  4Ä' 
und  horizontale  im  Abstand  2A'',  so  erhält  man 
das  Periodenparallelogramm  0,  4A',  4A'-f-2A'V, 
2k''i  für  die  Function  snw.  Die  Punkte,  in  denen 
sn  u  verschwindet,  sind  durch  Nullen,  die,  in  denen 
sie  unendlich  ist,  durch  das  Zeichen  ^  markirt. 
In  jedem  solchen  Parallelogramm  nimmt  die 
Function  anu  alle  möglichen  Werte  an.  Jedem 
Puncte  A  =  H-^vi  des  ersten  Parallelogramms  ent- 
sprechen die  Punkte  Z^=<<+4Ä+i'/,  C=u-\-vi-\-2K'i 
und  D  =  u-\-4K^+vi-h2J^'i  der  benachbarten  Pa- 
rallelogramme, für  welche  die  Function  sn  denselben  Wert  hat.  Das  Ana- 
loge gilt  in  Bezug  auf  dasPeriodenparallelogrammO,4Ä',  6A'4-2AV,2A'-|-2A"i 
für  enw  und  in  Bezug  auf  das  Periodenparallelogramm  0,2Ä',2A-f-4A'/,4A'< 
flir  Auu. 

Aus  den  vorigen  Untersuchungen  ergiebt  sich,  dass  die  drei  ellip- 


dnu 


der  Variabein   //   bestimmen,   für  welche  snu  =  +1  oder  ±-    wird. 
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tischen  Functionen  sn//,  cn»,  dnu  eindeutige  Functionen  der  com- 
plexen  Variabein  u  sind.  Die  Methode  des  Beweises,  wie  er  u.  a.  in 
Schlörailch's    Compendinm  II,   2.  Auß..  j86 — jc^i  du  ich  geführt  ist, 

^^- 

ibt  folgende.  Wird  das  Vorzeichen  der  Wurzeln  in  ^  =  \/\ x"^]/! Ic^x- 

ftir  den  Anfangswert  festgesetzt,  so  könnte  sn«  nur  für  die  singulären 

1        1 
Werte  a  =  +  l,  — 1.  -{- p — -    die  Eindeutigkeit  verlieren.     Wir  müssen 

also  zunächst  in  dem  ersten  Periodenparallelogramra  diejenigen  Punkte 

der  Variabein   //   bes 

Nach  13)  in  §  6  ist 

sn  K  =  1, 
mithin,  da  'iK'i  eine  Periode  von  snw  ist,  auch 

sn(Ä'+2Ä"0=l; 
ferner  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  11)  §  7,  wenn  wir  dort  u  =  K, 
m  =  \  nehmen, 

sn3Ä'=  —1, 
also  auch 

sn(3Ä^+2^'0  =  —1; 
und  endlich  giebt  die  erste  Gleichung  14)  §  8,  wenn  wir  zuerst  u  =  K^ 
dann  u=  'iK  setzen, 

^Ti{K-^K'i)  =  sn(Ä'+3Ä"0  =  \^ 

sn(3^-fÄ^'0  =  sn(3Ä'+3Ä"0=  —\  • 

Wenn  wir  diese  Punkte  in  kleinen  Kreisen  umgehen,  so  ändert  snw 
seine  Eindeutigkeit  nicht;  denn  nach  11)  §  7  und  4)  §  9  ist 

cn  7/ 

cn  11 
sn(3Ä'+w)         =  8n(3A'+2A''/  +  M)  =— a — , 

anw 

^\i{K+K'i-^u)  =  sn(A  +  3Ä'<-j-M)  =   -""  , 

kawu 

sn(3Ä'+Ä"/+?0  =  ^nC6K-\-^K'i-\-u)  =  — f?"  ; 

kQUU 

Die  rechten  Seiten  bleiben  aber  für  alle  m,  deren  absoluter  Betrag 
[M]<d,  wo  ö  eine  beliebig  kleine  Grösse  ist,  eindeutig,  mithin  auch 
sn  u  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte.  Wegen  der  Periodicität 
der  Function  sn  u  dürfen  wir  nun  schliessen .  dass  diese  Function  für 
alle  Werte  des  Argumentes  eindeutig  ist. 
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Was  die  beiden  andern  Functionen 

en«  =:  l/l— sn-M.  dn?<  =  l/l — k^nhi 
als  Functionen  von  m,   nicht   von    anti   betrachtet,   betrifft,   so    könnte 
deren  Eindeutigkeit  nur   dann   aufhören,   wenn  resp.  hwi  =  +1  oder 

sn  w  =  +     würde.    Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  cn  u  seinen  Wert 

nicht  ändert,  wenn  man  die  Punkte  A\  K-\-2K'i,  3A',  3f^+2K'i  in  kleinen 

Kreisen    umgeht,    und    ebensowenig   dnu,   wenn   die   Punkte   A'+A'V. 

A-f  3A'/,  3Ä'+Ä''/,  3A'+3Ä"i  umkreist  werden.    Die  Functionen  enu  und 

dnu  sind  also  ebenfalls  eindeutige  Functionen  von  n. 

Für  das  Folgende  ist  nun  von  der  grössten  Wichtigkeit  zu  zeigen. 

dass  das  Verhältnis  der   beiden  Perioden   der  elliptischen  Functionen, 

KU 

-—  niemals  reell  ist.     Dieser  Beweis  lässt  sich,  wie  A.  Pringsheim 

2A 

„  Ueber  einen  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen",  Clcbsch  Ann.  XXVII,  i^r,  1886)  gezeigt  hat,  auf  folgende 
elementare  Weise  führen.    Es  ist  nur  zu  beweisen,  dass  das  Verhältnis 

K*i 

^■.  nicht  reell   und  rational  ist;   denn  dass  es  nicht  reell  und 

2A 

incommensurabel  ist,  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze :  „Eine  ein- 
deutige doppeltperiodische  Function  muss  bei  einem  incommensurablen 
reellen  Periodenverhältnis  entweder  constant  oder  total  unstetig 
sein"  (Briot  et  Bouquet,  „Theorie  des  fonctions  elliptiques" ,   2.  ed. 

p.    2JI    et   2J2J. 

Wäre  nun     -,.  ein   rationaler   Bruch,   dessen   Zähler   und    Nenner 
2A 

alsdann  relativ  prim  vorausgesetzt  werden  können,  so  müsste  dieser 
Bruch    eine    der   drei   Formen   annehmen:   a) oder   b)    

oder  c)  - — - —  oder  es  wäre: 

a)  2tiJ{'i  =(2m-M)2Ä', 

b)  (2n-\- 1)  A''i  =  (2m  f  1)  2A', 
e)  (271-^1)  A''l  =  4m  h: 

Aus  der  ersten  Form  a)  würde  folgen: 

sn  (m+2;/AV)  =  sn  (<<  +  4//?A"-f-2Ä'), 

also  mit  Rücksicht  darauf,  dass  2A''/  und  4A'  Perioden  sind, 

hhic  =  sn(M4-2A ), 

was  der  ersten  Gleichung  0)  widerspricht.     Der  Fall  b)  würde  ergeben 

sn(M+2«A'V  +  A'V)  =  m{u-\-4mA'-\-2A'') 
oder 


58  [§  10 

sn  iK'i)  =  sn(2Ä0. 
was    unmöglich,   da    nach   der   ersten    Gleichung   13)  8n(Ä''/)  =  oc  ist. 
Aus  dem  Fall  c)  endlich  liesse  sich  folgern: 

m{u+2nK'i-\-K'i)  =  sn(4wÄ'), 
oder 

sn(AV)  =  0, 
was  ebenfalls  unrichtig.   Daraus  ergiebt  sich,  dass  das  Periodenverhältnis 

-7^  nicht  reell  sein  kann. 
2A 

In  allgemeinerer,  der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  ent- 
sprechender Form  ist  der  Beweis  dafür,  dass  das  Perioden  Verhältnis 
eomplex  ist.  gegeben  von  B.  Riemann,  „Theorie  der  Abel'schen 
Functionen'^  §  21,  Grelle  J.  LIV,  14^,  und  für  die  elliptischen  Func- 
tionen specialisirt  von  C.  Neu  mann,  ,,  Vorlesungen  über  Riemann' s 
Theorie  der  Abel'schen  Integrale",  i.  Aiifl.  186^,  j68  u,  j6g,  und  von 
K  ö ni  g  s  b  er g  e  r ,  „  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen", p.  2p ^ — 2p p.  Noch  ferner  liegende  Methoden  benutzt  Fuchs, 
,,Sur  quelques  proprietes  des  integrales  des  equations  diffe'rentielles 
auxquelles  satisfont  les  modules  de  periodicite  des  integrales  elliptiques 
des  deux  premieres  especes",  Grelle  J.  LXXXIII,  ij  sq.  Einfacher 
sind  die  Beweise  von  Ch.  Meray,  „Sur  l'existence  effective  des  deux 
periodes  des  fonctions  elliptiques" .  Ann.  de  l'£c.  Norm.  (2)  L 
ijy — 181,  1884;  W.W.  Johnson,  „The  imaginary  period  in  elliptic 
fu7ictions",  Sylvester  Am.  J.  VI,  246 — 2^3,  1884,  M.  Falk,  „Beweis 
eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functione7i" ,  Act.  Math. 
VII,  Heß  2. 

Es  ist  der  Versuch  gemacht  worden,  den  Verlauf  der  Functionen 
snw,  tnu.  dnw  geometrisch  darzustellen,  in  einer  Arbeit  von  Bertram: 
„  Ueber  die  Flächen,  welche  den  Verlauf  der  elliptischen  Functionen 
versinnlichen  können",  Pr.  Berlin  186 j.  Die  Function  f{x-\-iy)  = 
X+iY  wird  in  der  Weise  dargestellt,  dass  im  Puncte  ocy  der  xy-Ebene 
einmal  Jf,  als  2-Coordinate  errichtet,  eine  (reelle)  Fläche,  und  Y  ebenso 
eine  zweite  (imaginäre)  Fläche  giebt.  Analoge  Betrachtungen  enthält 
ein  Programm  von  Paul  Peters:  „Darstellung  elliptischer  Functionen 
durch  Flächen",  Königsberg  i.  Pr.  188 j. 

§  10.    Das  Additioustheorem   für  s-^u.    Imaginäres  Argument.  Perioden  der 

Function  S-'U. 

Am  Schlüsse  des  §  6  war  die  Beziehung  zwischen  der  Function 
snw  und  der  von  Weierstrass  eingeführten  Function  pu,  die  der 
Differentialgleichung 
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genügt,  hergeleitet  worden.  Jetzt  wollen  wir  zeigen,  dass  diese  Func- 
tion pu  ein  Additionstheorem  besitzt,  d.  h.  dass  sich  p(u-\-v)  ra- 
tional dnrch  pu,  ^y,  p'u,  p'v  ausdrücken  lässt.  Wir  setzen  dabei  voraus, 
dass,  wenn  es  eine  Function  x  =  ff(u)  giebt,  die  der  Differentialgleichung 

genügt  und  so  beschaffen  ist,  dass  für  u  =  0  cp{0)  =  .r«  und  fp'(O)  =  \/R(oro) 
wird,  diese  Function  die  einzige  derartige  der  Differentialgleichung 
genügende  Function  ist. 

Um  das  Additionstheorem  für  unsere  Function  pu  zu  erhalten, 
benutzen  wir  die  am  Schlüsse  des  §  5  bei  der  Transformation  auf  die 
Weierstrass'sche  Normalform  gewonneneu  Formeln.  Wir  nehmen 
jetzt  R{x)  vom  dritten  Grade,  setzen  also  dort  A  =  0,  so  dass 

2)  R(x)  =  ^Bx^  +  6  Cx"^  -\-AB'x-\-  A' 

wird.     Nun  war  nach  Gleichung  6)  und  7)  in  §  5: 

.,.  \/r(x)\/R{xq)  +  2BxX(i  {x + Xq) + 6 CxXf^  +  2B'{x-\- x^)  +  A'  ,  ,  „ 

^^      '^ 2(^=a?o)^ +^^' 

worin  xq  eine  willkürliche  Constante  und  ^  =  oc  für  x  =  xq.  Durch 
diese  Substitution  wurde 

,v  dx  ds 

4) 


wo  jetzt 

'  ^  \  fj._^  =  —2BB'C—A'B^—C\ 

Die  Differentiale   in   4)  setzen   wir  =  du   und  bezeichnen  x  als  Func- 
tion von  u  mit  pu,  und  für  u  =  0  8eix  =  Xq  =p{v\  wo  v  eine  Constante  ist. 
Ferner  wird,  wenn  wir 

R{y)  =  4By^-\-eCy^-i-AB'y-{-A' 
setzen  und  jetzt  die  willkürliche  Constante  der  Transformation  y  =  i/o 
=  ex  nehmen,  nach  Gleichung  11)  in  §  5,  durch  die  Substitution 

6)  s  =  By-[-iC 

das  Differential  -^=r  ebenfalls  übergeführt  in  -p--~  ^—^^ und  zwar 

\/R(y)  l/4f3-^2*— ^3 

wird  jetzt  s  =  oc  für  i/  =  oc. 
Nun  setzen  wir 

7)  s  =  s  =  By-{-iC 
und  erhalten 
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dx     dy    

VW)  ~  VW)  ~ 

mit  der  Bedingung,  dass  y  =  <x  flir  .»•(,  =^  oc.  Durch  Elimination  von 
s  aus  3)  und  7)  ergiebt  sich  aber: 

„.  \/R(xf^R{x^ + 2Bxx^{x + a-o)  +  6  Cxx^  +  2  B\x + .lo)  +  A' 

8)  y  =  —        ^__^  .        --- 

Nach  dem  vorigen  wird  für  «  =  0  y=^XQ=p{u)  und  \/ R{y)  =  p'{v).  Be- 
trachten wir  aber  die  Function  p(u-\-v),  so  wird  für  u=  0  auch  diese 
Function  =piv)  und  \/Bp(:u-[-v)  =;/(y);  mithin  muss  (da  es  nach  unserer 
Annahme  nur  eine  solche  der  Difterentialgleichung  genügende  Func- 
tion giebt) 

y  =  p(u-[-v) 
sein.     Wir  haben  also  nach  8) 

.         ■      _  \/B(pu)\/B(pv)+2Bpupv(pu+pv)+6Cpupv-{-2B'(j)u+pv)+A' 
.)p(u-{-v)-  2(pu—pv)^  "       ' 

wo 

B{p)  =  4:Bp^-\-&Cp^-^4:B'p-\-Ä' 
ist. 

Nun  setzen  wir 

^  =  1.  c=0,  —AB'  =  ^2,  —A'  =  g-i, 
was  mit  den  Gleichungen  .5)  verträglich,  so  erhalten  wir  die  besondere 
Function  pu,   die    wir.   wie   schon    oben,    durch  das  characteristische 
Zeichen  pu  bezeichnen.     Die  Formel  9)  wird  dann: 

^■'^'^+"^  = -2{^^pvr- 

oder 

2{s'>u<f>v—\g-i){9u-\-pv)—g-i—pWv 
'  2{pu—pv)^ 

(WeterstrassSchwarz,  Formeln  etc.  i2,xj  Dieses  ist  das  Additions- 
theorem für  die  Function  j^w. 

Bisher  war  die  Function  »jm  nur  als  Function  eines  reellen  Argu- 
mentes betrachtet  worden.    Setzen  wir  in  die  Diflferentialgleichung 

ui  für  a  und  bezeichnen  die  entsprechende  Function  mit  j^i,  so  erhalten  wir 


und  wenn 

F-2  = ^1 

gesetzt  wird, 
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"du)  ^  4p^— <7.2^-.— (— .<7s)- 
Daraus  folgt,  dass  V''>  wieder  eiue  v'-l'uuctitdi.  aber  mit  der  Invariaute 
— </:(  i^t.  (»der  dass 

v'2  =  w(w  g-i, — //,j)  =  — ^,. 
Bezeielineii    wir  uuii  vi    mit   »-»(m/  |  Qi.Q'^)^  so  wird  diese  Fuuctiou  mit 
rein  imaginärem  Argument  detinirt  durch  die  Gleichung 

11)  W("/  I  'Ji-<J?,)^= — i->(U  !  Ol. — ^,V:j), 

und  zwar  als  reelle  Function  des  reellen  Argumentes  k. 

Durch  Ditterentiation  nacli  u  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung 

12)  'sAui  I  gi^ji)  =  —p'iu  I  g-i.—fh) 
oder 

Daraus  sehen  wir,  dass  das  Additionstheorem  10)  auch  für  rein 
iuiaicinürc  Werte  gilt;  denn  setzen  wir  ui  für  u  und  ri  für  y,  so 
ändert  die  linke  Seite  der  Gleichung  10)  das  Vorzeichen,  die  rechte 
Seite  aber  auch,  da  +^;j  für  — ffo  und  v>'f(yv  an  Stelle  von  — ^'u^^^'v  tritt. 

Nun  detiniren  wir  mit  Hülfe  des  Additionstheorems  10)  die  Func- 
tion j"»  auch  für  complexe  Argumente,  indem  wir  (n  und  v  reell  an- 
genommen) setzen: 

^o^     ,,.  _i_  „  A       K^W{vi)—y.i)[pu + 9ivi)\—gi—9'u  p\vi) 

und  wir  haben  nun  nur  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Function  der 
Differentialgleichung 

genü.^t.  Dies  folgt  aber  aus  der  Gleichung  8),  aus  der  der  Ausdruck 
für  v'  {u+v)  gewonnen  wurde.  Sehen  wir  liier  ?/  einmal  als  Function 
von  .»•  und  dann  als  Function  von  .r^  an.  so  erhalten  wir  für  die  Ab- 
leitungen die  Formen: 

ßy ^(x,\/ßx,  XQ,\/liX(i) 

9--^  ~  \/Rx  ' 

8y  ^^  <I>i(x,\/Rx,  arp,  \/Rxq) 
f^^o  ~  \/Rxo 

Aus  der  Symmetrie  der  Gleichung  8)  in  Bezug  auf,»-  und  .Tq  folgt  aber, 
dass  bei  Vertausch ung  von  x  mit  x^  die  Function  <I\  übergeht  in  <P 
mit  dem.selben  Vorzeichen.  Wir  erhalten  also,  wenn  wir  resp.  mit 
1  /i'.c  lind  \  /•'.»v,  multiplicireii  und  beide  Gleichungen  substi'ahireii. 
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In  imserem  Falle  ist  unu 

also 

dpu  öp{vi) 

oder 

dp{u-tvi)      .Sp{u-\-vi)  _ 

du       '^'      dv        ~  ''' 

Dies  ist  aber  die  Bedingung,  dass  p{u-\-vi)  nicht  nur  Function  von  u 

und  vi,  sondern  auch  von  u-{-vi  ist.     Man  hat  nun 

d^p(u-^vi) 

du  =    , — . —  — ' 

l/4F^  (w-f  y«) — g2p(u-\-vi)—ffz 

d^p{u-\-vi) 

idv  =  , 

V  4p^(u + vi) — g^Piu + vi) — g^ 

mithin 

,,    ,    .,  dp{u-^vi)       

d{u-\-vt)=    .  ■) 

\/4:PHu-\-vi)—g2p[u-}-vi)—gi 

was  zu  beweisen  war. 

Wir  können  uns  nun  ein  Bild  von  dem  Verlauf  der  für  alle  reellen 

und    complexen   Werte   des   Argumentes   definirten   Function   machen. 

In  die  Gleichung  24)  des  §  6: 

14)  ^M  =  «3+ ^J^fl--, 

snW/e^ — e^u) 
die  für  reelle  u  gewonnen  wurde,  setzen  wir 

{/ei—e^u  =  ä; 
so  erhalten  wir,  da  sn2Ä'=  1  ist, 

Vet—eJ 
mithin  nach  26)  §  6,  wenn  wir  für  Wj  o?  setzen, 

15)  a)  =  -i=. 

1/61—^3 

Setzen  wir   nun  in  Gleichung  14)  m+- für  w,  so  wird 

1/^1—^3 

p{u-\-    . )=g3  + 


l/^i— es  8n^{2£:-\-  \/ei—e^u) 

oder  da  nach  9)  §  7 

sn2(2/r+w)  =  8n2i^ 
ist, 
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2Ä'    .  ,        ex — e-, 

\lex—e-s  sn2(l/e,— P;,M) 

also  nach  15) 

16)  v'O/ +  2o>)  =  v-»?/. 


Die  Grösse  2o)  =  2  /     ,/,  ^  ist   also  eine  reelle  Periode 

der  Function  v''^.  Da  nun.  nach  Gl.  25)  §  6,  w«  eine  gerade  Function 
ist,  so  haben  wir 

17)  i>(M-f  2/?Crj)  =  ^U 

t\ir  jedes  ganzzahlige  positive  oder  negative  n. 

Soll  nun  die  Function  s^iu),  die  der  Differentialgleichung 

18)( -f")  =  4ts^^u—g.im—9-i  =  ^{m—ei){pu—e.2){9u—ei)\      ~    J 

genügt,  eine  reelle  stetige  Function  von  u  sein,  so  müssen  ihre  Werte 
zwischen  e^  und  ^  liegen;  denn  die  Gleichung  18)  zeigt,  dass  sowohl 
in  dem  Falle,  wo  ^,.  e-j.  ej,  reell,  als  wo  e^  reell,  e-i  und  e^  conjugirt 
imaginär  sind,  ein  Hinübertreten  von  s>u  in  ein  anderes  Intervall  (ausser 
oc  . . .  ^,)  das  Quadrat  der  Ableitung  negativ,  diese  selbst  also  imaginär 
machen  würde.  Für  u  =  0  ist  v»«  =  "v:  und  für  u=  Hhw  ist  ipu=^ey. 
also  nimmt  s-)u  für  reelle  Argumente  zwischen  u  =  — 09  und  u  =  +0? 
alle  möglichen  Werte  an. 

Für  rein  imaginäre  Werte  war 

v>(w/)  =  —s>\u  =  —P{u  g^.—ffi)- 
Wenn  ^3  negativ  werden  soll,   so   folgt  aus  den  Gleichungen  21)  §  6: 

?,  e.>  -\-  e,  t'3  +  e-^ei  =  —\g-i,     e^  e-^e^  =  1^3. 
dass   alle   drei   Wurzeln  ihr  Vorzeichen  ändern  müssen,  dass  also,  da 
e(>e.{>e^  war,  an  die  Stelle  von  e,,  eo,  e^  resp.  die  Grössen  — ^3,  — e^.  — e^ 
treten.     10  war  der  kleinste  Wert,  für  den  \m  =  g,  wurde ;  jetzt  sei  m 
der  kleinste  Wert,  für  den 

v'i«  =  — ^3 
wird.     Dann  ist,  da  j-H — m)  =  <^{}ii)=^ — 9\U  ist,  90^  =  ^3  und 

v?(?</-|-2cö0  =^  — p,(m+2cö)  =  — p,w  =  p(mO, 
also  existirt  für  rein  imaginäre  Argumente  die  Periode  2(ö/,  und  es  ist 
für  jedes  ganzzahlige  positive  oder  negative  m 

19)  vKm/  +  2wojO  =  i^iui). 

Aus   den   Gleichungen   17)  und  19)  folgt,   wenn  man  7<^0  setzt, 
p(2ncö)  =  oc ,         s^^mcöx)  =  >. . 

Jetzt  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  w  ein  Wert  ist,  für  den  pw  =  ^, 
stets  ^{Tn-\-w)^^pu  ist.  Lässt  mau  nämlich  in  der  Formel  ftir  das 
Additionstheorem : 
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,    ,    ^        2ipupv—^(g2){pu-\-pv)—^'up'v—ff3 

imi-\-v)  =  — —-, — TZ 

2(^u—pvy- 

V  gegen  einen  Wert  w  eonvergireu.  für  den  w'^  =  '^'  wird,  so  convergirt 


j^'r 


— 2sjM1 


— l/ipV^^^^l^y^^^^ V       4  py_    4ip 


<5'2  fl's 


gegen  0,  und 

,    ,    ,        V""      ^9vj\       pv)      2p^v  pWv 


gegen  pu;  es  wird  also  p(i<H-w)  =  r^?<.  Mithin  ist  ein  jeder  Wert, 
für  den  die  Function  pn  uneudlieli  wird,  eine  Periode 
dieser  Function. 

Betrachten  wir  nun  die  Function 

^       ^       ^'^  2ipa—p(ßi)y 

so  wissen  wir  zunächst,  dass  ein  jeder  Wert,  für  den  p(a-]-ßi)  =  rs, 
wird,  eine  Periode  ist.  Es  können  nun,  wenn  p(a-\-ß/)=^  ^  ist,  fol- 
gende drei  Fälle  eintreten : 

1)  j.;a=^.  dann  ist,  da  p(a-{-ßi)  =  p{ßi)  ist,  auch  p(ßi)=c<c. 

2)  p{ßi)  =  ^,  dann  ist  aus  demselben  Grunde  v^«  =  cc.  In  beiden 
Fällen  ist  also  a-\-ßi  von  der  Form  2noj-{-2?n(x>i. 

3)  sei  weder  pa  =  oc  noch  p(ßi)  ==  oc  ;  dann  kann  nach  dem  Aus- 
druck 20)  pia-^ßi)  nur  unendlich  sein,  wenn  pa  =  p(ß>)  wird.  Für 
reelle  Wurzeln  e,,  e-i,  e^  ist  dies  unmöglich,  da  pa  zwischen  e^  und  cv. 
p(ßi)  zwischen  e^  und  — -v  liegt.  Wenn  aber  nur  eine  der  Wurzeln 
(^i)  reel  ist,  so  können,  da  pa  zwischen  Ci  und  ^,  sHßi)  zwischen  Ci 
und  — ^  liegt,  beide  einander  gleich  werden,  wenn  p{a)  =  p{ßi)  =  e, 
ist.  Nun  wird  pa  ^  e^  für  a  =  (2n-|-  \)oi  und  p{ßi)  =  e,  für  ßi  =  2(w+ l)dJ/, 
also  p(a-|-/30  = -v.  wenn  «+|9/  =  (2«+l)o)4-(2w+l)tö/.  Wir  formen 
diesen  Ausdruck  um,  indem  wir  schreiben 

.  ,    .o^-\-ö)i. 

(2n 4- 1  )(o  +  ( 2w  + 1  )oH  =  2(  n—m)(o  +  2(  2;/«  + 1)     ^^  ' 

hier  setzen  wir  n — m  =  r,  2w+l  =,a,       ^  '    =  co'  und  erhalten 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat:  ,Alle  Werte  des  Argumentes,  für 
welche  p(^a-\- ßl)  ^^ -^^  wird,  sind  enthalten  in  der  Form 

a-\-ßi  =  2nco-\-2mco\ 
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wo  cu'  =  cJ/,  wenu  ^i,  e^,  e^  reell,  aber  co'  = ,  wenn  ^,   reell  und 

e-i  und  ^3  imaginär".     In   dieser  Form   sind  zugleich  die  Perioden  der 
Function  enthalten,  und  es  ist 

21)  p(u  -\-  2nco  -f-  2mc6)  =  pu. 

Was  den  Zusammenhang  zwischen  den  Perioden  der  Function  pu 
und  denen  von  sn?^  betrifft,  so  hatten  wir  oben.  Gl.  15), 

1/^1—^3 

Man  Überzeugt  sich  leicht  davon,  dass 

22)  cö 


wenn  man  in  Gleichung  14)^3  in  — g^  verwandelt,  also  für  gj,  e^^  e,,  resp. 
— ^3,  — e-i.  — e\  setzt,  wodurch  k'^= ^  tibergeht  in  ^'2  =  J      ^  ^^^ 


wird. 

Schliesslich  untersuchen  wir,  was  aus  unsrer  Function  pu  wird, 
wenn  wir  das  Argument  um  eine  halbe  Periode  vermehren.  Aus 
dem  Additionstheorem  folgt,  wenn  v  =  co  und  poj  =  e^,  gesetzt  wird, 
da  p'(o  =  0, 

nr,/-L^.^  —  2  (gl  pu—\g.2)  {pu + e^ )  —g^ 
^^"+^^~  2{pu-e,f 

Löst  man  die  Klammern  auf  und  setzt  ^3  =  4^1  ^ — g^ey,  so  erhält  man 
Pill  -\-(d)=  2^1  iP'^u—ey'^)—\g2{pu—ei)  +  2e^''-{pu—6{) 

oder  nach  Tilgung  des  gemeinsamen  Factors  pu — ex 

2gia.>u+gi)— ^^2  +  2gi2  _  2gi(pM— gl)— i6^2+6gi2 
*^^  "^"^^  2{pu-ey)  ~  2{pu-e0 

und,  da  Sgj^ — i^j  =  (ej — g2)(gi— gs)  ist, 

23)  p(„+«)  =  „+(*l=^?Ht^). 

i^M — gl 

Für  die  halbe  imaginäre  Periode  haben  wir  wieder  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden.     Sind  gi,  e^,  e-j  alle  drei  reell,  so  ist  co'  =  (ßi,  also 

pco'  =  p{ö)i)  =  — picö  =  e-i, 
und  man  erhält  dem  Obigen  analog 

24)  K«+»')=.,+<-^^=^;f^- 

pu — e-i 
Setzt  man  hierin  u  =  oj,  so  wird 

Enneper,  elllpt.  Functionen.    2.  Aufl.  5 
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nnd  daher 

25) 


p(lf  +  CO +  0)0  =  ^2 -f 


p{co-\-co')  =  ei 


PU — ^2 


Wenn  aber  e^  und  e-i  imaginär  sind,  so  ist  to'  = 


09  + CO? 


Da    nun  2co' 


eine  Periode  ist,  so  hat  man 

p{u-\-2(o')  =  p»,     p{u-^m')—p{u—co')  =  0. 
Ans  dem  Additionstheorem  folgt  aber 

p(u + co')—p{u—co')  =  — • 

{pu — pco^^ 

Da  dies  für  jedes  u  null  werden   soll  und  der  Fall ,   dass   pco'  =  'x 

wird,  ausgeschlossen  ist,  so  muss  p'm'  =  0  werden,  also 

(p'coy  =  4:(pa)'—ei)ipo3'—e.2)  {pm'—e^)  =  0. 

Wäre  nun  pco'=^i,  so  wäre  poj' =  pm^  also  a):\2(o'  eine  Periode,  was 

unmöglich.     Daher  kann  pco'  nur  einen  der  beiden  imaginären  Werte 

e-i  oder  e^  haben.    Es  ist  aus  dem  Additionstheorem  leicht  zu  ersehen. 


dass    in    p 


/cö      cöA 


der  rein  imaginäre  Teil 


.    .CO     ,   03 

negativ   sein   muss.    Der  Uebereinstimmung  mit  dem  Vorigen  halber 

nehmen  wir  nun  an,  dass  der  reelle  Teil  von  —  negativ  sei;  dann  ist 

poj'  =  e^ 
und  p(co  +  co')=^2-    Die  obigen  Formeln  24)  und  25)  bleiben  also  auch 
in  dem  Falle,  wo  nur  eine  Wurzel  reell  ist,  bestehen. 

Da  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  23)  bis  25)  ungeändert 
bleiben,  wenn  — u  für  u  gesetzt  wird,  und  da  links  p{—u-\-a)  =  p{u — a) 
ist,  so  ergeben  sich  für  die  Aenderung  des  Argumentes  um  eine  halbe 
Periode  folgende  sehr  wichtigen  Formeln: 

(gt— g2)(gi— ga)  ^ 
pu — «1 


26) 


P(m±cö) — Cy  ■■ 
p{:u±co') ^3 


p{u±{co+vj'))—ei  = 
(Weierstrass-Schwarz,  Forincln  ig,J- 


pu—e^ 

(gg— g|)  (g2— ga) 

pu — e-i 


I 
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Dritter  Abschnitt. 


§  11.    Dnrstellnng   elliptischer  Functionen   in  Form  nnendlicher  Producte. 

In  den  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  9  können  m  und  m'  alle 
positiven  und  negativen  ganzzabligen  Werte  annehmen,  es  existirt  also 
eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Werten,  für  welche  snw,  cn?^  und 
dn  u  verschwinden  oder  unendlich  werden.  Dass  diese  Functionen  für 
keine  andern  Werte  versehwinden  oder  unendlich  werden  können,  folgt 
aus  einem  von  Jacobi  (Ges.  Werke  II,  32)  bewiesenen  allgemeinen 
Satze,  dass  nämlich  eine  Function  einer  Variabein  nicht  mehr  als 
zwei  Perioden  haben  kann.     Wir  stellen  nun  Producte  auf,   in  deren 

Factoren  von  der  Form  1 die  Quantität    a   alle    die   Werte  der 

a 

Argumente  annimmt,  welche  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen 
12)  und  13)  des  §  9  vorkommen.  So  gelangen  wir  zu  unendlichen 
Do|jpelproducten,  welche  sich  durch  Einführung  trigonometrischer  Func- 
tionen auf  einfache  unendliche  Producte  reduciren  lassen.  Es  ist  dieses 
ein  ähnliches  Verfahren  wie  das  von  Euler  (Introductio  in  Analysin 
Infinitonun  I,  cap.  IX)  befolgte.  Es  lassen  sich  nämlich  die  Gleichungen 
aufstellen : 

snu  =  --,  5  cn« ^  7^ '  dnw  =  —  1 
Ij  V  U 

wo  mit  i7|,  U-i,  U-i  Functionen  von  u  bezeichnet  sind,  die  für  dieselben 

Werte  verschwinden,  für  welche  die  Functionen  links  verschwinden,  und 

mit  U  eine  Function,  die  für  dieselben  Werte  verschwindet,  für  welche 

die  Functionen   links  unendlich  werden.    Enthält  eine  der  Functionen 

u 
einen  Factor  von  der  Form  1  — 1   so   kann   dieser  Factor  nur  linear 

a 

vorkommen.    Nach  der  ersten  Gleichung  15)  des  §  6  ist  nämlich: 

dsnu  , 

,     =  CUM  .  anw. 
du 

Verschwindet  nun  snw,  so  reducirt  sieh  die  rechte  Seite  der  vorstehen- 

d%\iu 
den  Gleichung   auf  die  Einheit.     Es  können  also  snw  und  — —  nicht 

für  dieselben  Werte  von  u  verschwinden,  d.  h.  die  Gleichung  snM  =  0 

u 


kann  einen  Factor  1 nur  linear  enthalten.     Die  Gleichung  für  ~^^^ 


du 
5* 
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lässt  sich  wegen  der  Gleichungen  sn  u  =   -'  etc.  schreiben : 

du  du 

Die  Functionen  U  und  —  können  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  da 

dieses  dann  auch  mit  U  und  Ui  oder  ü  und  U3  der  Fall  sein  müsste, 

was  nicht  stattfinden  kann,  da  cn  ii  und  dnu  nicht  für  dieselben  Werte 

des  Arguments  verschwinden  und  unendlich  werden  können.    Hieraus 

folgt,  dass  die  Gleichung  U=^  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  hat.     Ganz 

auf  dieselbe  Art   folgt,  dass  die  Gleichungen  cnz^  =  0  und   dn^<  =  0 

u 

einen  Factor  von  der  Form  1 nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten 

a 

können. 

Das   im    Folgenden   einzuschlagende   Euler'sche   Verfahren  lässt 

sich,  ohne  der  mathematischen  Strenge  Abbruch  zu  thun,  leicht  dahin 

vervollständigen,  dass  man  für  den  gefundenen  Ausdruck  x  =  8üu  den 

Nachweis  liefert,  dass  derselbe  wirklich  der  Gleichung: 

dx 

,  —  =  du 

1/(1— a:2)  (1—^2^:2) 

genügt.  Dieser  Nachweis  lässt  sich  einfach  durch  Uetrachtungen  und 
Formeln  liefern,  welche  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
selbst,  wie  man  dieselbe  auch  begründen  möge,  von  Wichtigkeit  und 
in  ihren  Anwendungen  fast  unentbehrlich  sind. 

Nehmen  m  und  ?n'  alle  ganzzahligen  Werte  an,  bedeuten  A,  B,  C 
Constanten,  so  lassen  sich  die  Functionen  sn?/,  cnw,  dn?<  in  Folge  der 
Gleichungen  12)  und  13)  des  §  9  auf  folgende  Formen  bringen: 

2)  ,nu  =  iri  //(l-(2«+l)^+2».'>f  J' 

3)  i--  =  jMll{^ 


ü^-i  -'-'  V       (2m+l)Ä+(2»i'+l)A^> 


wo 


*)         v=.nn[ 


2mI{-\-{2m'-\-l)K'i 


Das  Zeichen  n  hat  die  Bedeutung,  dass  in  dem  nachfolgenden 
eingeklammerten  Term  für  m  und  m\  unabhängig  von  einander,  alle 
ganzen  Zahlen  von  — 'x  bis  ^-'c  zu  setzen  sind  und  das  Product  der 
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sämtlichen  so  erhalteneu  Aiisdrlicke  zu  bilden  ist.  Zur  Vereinfachung 
des  Drucks  ist: 

////  «*=•«  //    // 

m  =  —  »     fn'  =  —00 

gesetzt.  In  der  Gleichung  1)  ist  die  Combination  ///  =  0,  /w'  =  0  aus- 
ziischliessen  und  statt  derselben  der  Factor  ii  zu  setzen. 

Unendliche  Doppelproducte  von  der  Art  der  Ausdrücke  auf  den 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  1)  bis  4)  bilden  den  Gegenstand  einer 
eingehenden  Untersuchung  von  Eisenstein  in  der  Abhandlung:  „Ge- 
naue Untersticlning  der  ujiendlichen  Doppelprodticte ,  atis  zvelchen 
die  elliptischen  Functionen  als  Quotienten  zusammengesetzt  sind", 
Cr  eile  J.  XXXV,  /jj — 2^^,  ?iViQ\\  „Mathemat.  Abk.",  21J—JJ4.  Was 
die  weitere  Transformation  der  Doppelproducte  betrifft,  so  sind  im 
Folgenden  einige  Anmerkungen  der  erwähnten  Abhandlung  (L  c.  p.  igy 
71.  21^)  zur  Anwendung  gebracht. 

Die  obigen  unendlichen  Doppelproducte  lassen  sich  in  einfache 
Producte  transformiren  unter  Anwendung  der  beiden  folgenden  all- 
gemeinen Gleichungen: 

5)    sin(«+^.0  =  ^ ^. =(«+^^0    ][Y~\lnjt)y 

e(«+60.  +  e-(a+6.).-  J«      /  a  +  hi      \     ('"  +  V)'' 

6)  cos(a  +  ^y/)= \ =    //(1-7 ^ 


deren  Herleitung   man  u.  a.   in    dem    oben   genannten  Werke   von  0. 
Biermann  (Theorie  der  analytischen  Functionen,  S.  323)  findet. 

Zur  Vereinfachung  werde  in  den  Gleichungen  1) — 4)  m!  =  r  gesetzt. 
Es  ist  nun : 

C/D  GO  — 1  00 

JJ(f{2r-{-l)  =Jlfp(2r-\-l) .    fj(p{2r  +  l)  =//'rjc(2r— 1)^(— 2r  +  l). 

r  =  — 00  r  =  0  r  =  — co  r=l 

Wendet  man  dieses  auf  den  in  der  Gleichung  4)  enthaltenen  Ausdruck 
U  an,  so  folgt: 


^'=_//_      11     y      2n,K+{2r—l)K'i)y      2mK—(2r—l)K'i)' 

00  OD 


m  =  — 3D        r  =  1 

Es  ist  nun  weiter 


folglich : 
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7) 


^  =  //^(^)' 


wo  zur  Vereinfachung  gesetzt  ist: 


f(r)  =  (  1 
1  + 


(2r— 1)Ä"/7V^'^(2 


-^^      ff 

r—l)K'iJ     11 


u 


2mK—{2r—l)K'i 


1— 


2mK—{2r—l)Ki' 


1  + 


Da  nun: 


1  + 


_  2mK^a±u  _  ^^ 2mK 
2mK-^a  2mK^a  .     a 


2mK+{2r—\)K'i 

u 
2mK-\-{2r—^)K'i 


:i}.:]x 


u 


1+ 


2mK 


so  lässt  sieh  der  Ausdruck  für  F{r)  auf  folgende  Form  bringen,  wenn 
unter  dem  Productzeichen  77  der  erste  Factor  mit  dem  zweiten  und 
der  dritte  mit  dem  vierten  multiplicirt  wird: 

{2r—l)K'i—u        fr 


F{r)  = 


2mK 


(2r—l)n 


1— 


(2r— 1)Ä"A2 


(2r—l)Ä"i-{-u 
(2r—l)li'i 


n 


2mK 
{2r—l)K'i-\-uy- 
2mK        ) 
l2r—l)K'i\- 
2mK 


-X 


Durch  Anwendung  der  Gleichung   5)   lässt  sieh  der  vorstehende  Aus- 
druck von  F{f)  auf  folgende  Form  bringen : 


(2r—\)K'i—u       .       {2r—\)K'i-\-u 
sin  :7r^^ zrr-. sm  %- 


Kr)- 


2K 


2K 


sin:7r 


{2r—\)K'i 


Sin:7r 


{2r—\)K'i 


2K  2K 

Setzt  man  in  Zähler  und  Nenner: 

2  sin  a  sin  ft  =  cos  (« — b) — cos  (a+ft), 
so  wird: 


F{r)  = 


Jiu               {2r—\)K'i                 (2r—l)£'i 
cos  7-  — cos  jr -^ —        cos  jc ~ 


-cos 


JtU 

H 


1 — cos  Jt 


i2r—l)K'i 
K 


{2r—\)K'i     ^ 

cos  ül TT 1 


K 


Da  nun: 


cos  a  i  = 


e"+e" 


80  lässt  sich  der  Ausdruck  für  F{r)  auch  schreiben: 
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8)  Fir)  = ^^ ^-  . 

,(2r-l)-f_2  +  ,-(2r-l)4 

Zur  Vereinfachung  der  Schreibweise  hat  Jacobi  folgende  Bezeichnung 
eingeführt: 

K' 

^  q  =  e         . 

Setzt  man  u  =  — ^  i  so  wird  die  Gleichung  8)  einfacher : 

Die  Gleichung  7)  für  den  gemeinsamen  Nenner  unserer  drei  elliptischen 
Functionen  nimmt  hierdurch  folgende  bemerkenswerte  Form  an: 

10)  U=  ff  1— 2^-'-^COS2a:+^'-^ 

//i  (l-?^'-^)2 

Auf  dieselbe  Weise   lassen    sich   nun    auch    die  Zähler   der  drei 
elliptischen  Functionen  darstellen.     In  dem  Doppelproduete  der  rechten 

Seite    der   Gleichung    1)    setze    man    m'  ^  r,   u  =^  — -  und  nach  9) 

K' 
n—  = — log$.    Das  Doppelproduct  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

A 

-*-'  ''^  \        nijt — r/log^y 
wo  die  Combination  m  =  0,  r  =  0  auszuschliessen  und  dafür  der  Factor 
X  zu  setzen  ist.    Da: 

11)  //  r(r) = mjf  nr)  /(-/•), 

r  =  — ;/5  r  =  1 

80  lässt  sich  das  bemerkte  Doppelproduct  auch  schreiben: 

12)  ni^--)-  n  fii^ — ^-r- Yi--i-%-  )• 

-*-*  V       '^W  ;r_i    \       ^''^ — ^*log^/\       ?njt-{-rnogqJ 

In  dem  ersten  Factor  ist  m  =  0  auszunehmen  und  dafür  x  zu  setzen. 
Wendet  man  in  Beziehung  auf  tu  die  Transformation  11)  an,  so  geht 
der  Ausdruck  12)  über  in: 

wo: 
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F,(r)  =  (l+-^  )   ff  (l ^^ Yi+__^,^ W 

\        rilogqj  iJ-    \        nm — rnogq/\        mjt-^rilogq J 

m  ^  1 

\       ri\ogq)JJ    \        mx-{-ri\ogq j\       mji — rilogq) 

Dorch  einfache  Transformation  folgt: 

^  /raogq+xV 

^  rilog^^       ^  \       mjc      J  ^ 

rilogq     '     JiJ-       ^      frilogqY 

m=  1        1 —  '  ' 


1— 


rilogq — x\'^ 


rilogq — X      |^  \       nm 

rilogq        -/-/  frilogqY 


1— [ 

Unter  Zuziehung  der  Gleichung  5)  wird  einfacher: 

sin  (r  /  log  ^ + ^)  sin  (r  i  log  q — x) q-^e" — g*"  e~^'  q—^e~'^ — q""  e'^ 

sinrdog^         sin  r?  logg'  ^'" — q^  q—^ — q^ 

_$-2'" — 2cos2a:+g2r  ^  \ — 'iq'^''Q,082x+q^'' 

-  {q-r—qr)1  -  (1— ^2r)2 

Mit  Rücksicht  auf  die  Form  von  sina:  als  unendliches  Product  reducirt 
sich  der  in  13)  enthaltene  Ausdruck  auf: 

1—2^2'- cos  2a: +  5''^ 


mxJJ 


sin 


(l-^2r)2 


'2Kx 
Dieses  ist  der  Zähler  von  sn 1  abgesehen  von  einer  Constanten  in 

Beziehung  auf  x. 

Der  Zähler  von  cn — ^  nimmt  nach  2)  und  9)  folgende  Form  an: 

rc+rilog^' 


/-/     JJ  V     {m-[-i)jC'— rilogq)       JI  JJ 


1— 


im-\-^)jt 


V  ...  c, ..  rilogfl' 

m  =  — X  r  =  —oo  ^  -  •    ■^'  "  ■"  -j^ !L£- 

X 

Da 


X 


J£    e       =1  ist,  so  können  wir  für  dieses  Doppelproduct 

m  =  — OD 

auch  schreiben: 


Sil]  '3 


II       11 

m  =  — OD      r  =  — 00 


X  +  ri\ogq 

(ffl+i)jr  / 

r  i  lOK  q 
j_^/log£^\  (m+i)7t 


und  dieser  Ausdruck  reducirt  sich  wegen  der  Gleichung  6)  auf: 

j"^  GOS(x-^ri\ogq) 
II        cos  (r?  log  ^) 

r  =  — 00 

d.  i.  nach  11): 


eos.r  77    cos (r üog^  +  J:) cos  (r i logg— .r)  _  ^^^^  jyi-h2q"-cos2x-^q*'  ^ 

r  =  1  r  =  1 

Somit  ist  auch  der  Zähler  von  en in  ein  einfach  unendliches  Pro- 

jt 

duct   verwandelt.     Genau   auf  dieselbe  Art  lässt  sieh  der  Zähler  von 
dn — ^  reduciren.    Man  erhält  so: 

li       Jl  Kim  +  i)  7t— {r  +  ^  /log  q)  ^ 


m  =  — ao    r  =  — oo 


^     x-^(r-\-0i\ogq 
if  IT  (m+\)ji        ^    ^  cos[a;+(r+i)<logg]^ 

11  JI  {r-\-^)i\ogq  -/-/       COS[(rH-j)üog$] 


n 


cos  [(/• — ^)  i  log  ^ + a;J    cos  [(/• — ^)  i  log  q — x] 


^  ^  ^      cos  [(r— i)  2  log  q]  cos  [(r— i)  ?  log  q] 

r  =  1 

Die  Zusammenstellung    der  vorstehenden    Resultate   gestattet  es, 

2Kx 
die  drei  elliptischen  Functionen  snw,  cn?<,  dn^^  für  w=       -     auf    fol- 
gende Weise  durch  unendliche  Producte  zu  definiren: 

2Kx  _  fil^rZ~'_\-      •  ff     1— 2g-"COs2a:+g^'- 

^     ~  1     \  1— ^■""  /  ■  ^^^''^     -^f  l—2q'''-'e082x-\-q"-''' 

cn  -^-  =  ^    ll['r^,pr)  .  eoso:    // iZ:^^rcos2:^+,--' 

2Ä'^  _     ,      /V/l— r/'-iy  /#  1  +  2y^'-^ cos  2a: + g'""' 
^^     ~^     ^/Vl+^2r-V  V  1— 2*"'~'cos2x+^*'-2' 

Zur    Bestimmung    der   Constanten   ^,    ^    und    C  setze   man    in    der 


14) 


sn 
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ersten  Gleichung  14)  x  =     >    in    den    beiden    folgenden    x  =  0.      Da 
snÄ'^  1,  enO  =  1,  dnO  =  1,  so  folgt: 


'-'  /fe;:T  //(, 


^  =  1,    6'  =  1. 


Die  Gleichungen  14)  werden  hierdurch: 

2Äa:        .        ri/l-hg-''-^y  fi     1— 2^2rcog2a:+?*'• 


1  o)      sn  -^  =  sin  .  //  [^^r.^)  11  i_2,->-i  C082.-  +7 
2Äa;  jrf'^—9''"^y  fl     1  +  2^-'- cos 2a; 4-^ 


4r— 2 


IC)  ..^^.os.n{^^)'n- 


17)      dn 


l+r'"  /     1    l—2r''~'eos2a: +<?*'•-'' 
2J^x  IT  f'^—^''"~^X-  77l  +  *25-'— ^cos2.r+^*'-'-^ 


>7(i^-)'^i 


jt  ^f  Vl  +  ?"''~V     1    1— 2^-'— ^cos2a:+?*'— '^ 


Diese  Darstellungen  der  drei  elliptischen  Functionen  in  Form 
unendlicher  Producte  hat  zuerst  Jaeobi  auf  ganz  anderem  Wege,  mit 
Hülfe  der  Transformation,  hergeleitet  (Fund.  §'jj  und  Ges.  Werke  1, 143). 
Abel  hat  in  seiner  berühmten  Abhandlung:  „Recherches  sur  les  fondions 
clliptiqiies"  { Grelle  J.  II,  1^4)  die  Darstellung  elliptischer  Functionen 
durch  unendliche  Producte  aus  seinen  genialen  Untersuchungen  über  die 
Teilung  der  elliptischen  Functionen  gewonnen. 

Die  Aufstellung  der  Gleichungen  15),  16)  und  17)  ist  auf  sehr  ein- 
fache Betrachtungen  basirt;  um  die  erhaltenen  Kesultate  ganz  sicher 
hinzustellen,  bieten  sich  zwei  Wege  dar.  Man  kann  zuerst  die  Richtig- 
keit verschiedener  Annahmen,  welche  stillschweigend  vorausgesetzt 
wurden,  näher  begründen.  Durch  Anwendung  der  Gleichungen  für 
sin  («  +  hi)  und  cos  {a  +  hi)  ist  die  Multiplikation  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  1).  2),  3)  und  4)  in  §  10  ausgeführt  worden.  Es  sind  bei 
diesem  Verfahren  die  Factoren  des  unendlichen  Products  in  bestimmter 
Reihenfolge  angenommen  worden,  wobei  nun  die  Frage  sich  darbietet,  ob 
eine  andere  Anordnung  der  Factoren  zu  anderen  Resultaten  führen  muss. 
Man  könnte  z.  B.  die  Multiplication  in  den  oben  bemerkten  Gleichungen  auch 
zuerst  nach  m'  ausführen.  Ohne  einige  Vorsicht  ergeben  sich  bei  diesem 
zweiten  Verfahren  Resultate,  welche  nicht  richtig  sind,  wie  Eisenstein 
in  der  oben  (S.  69)  angeführten  Abhandlung  nachgewiesen  hat.  In  einer 
kurzen  Notiz  in  Grelle  J.  XXVII,  285  finden  sich  Relationen  zwischen 
unendlichen  Producten  aufgestellt,  welche  nicht  richtig  sind.  (Vergleiche 
hierüber  eine  Bemerkung  von  Jaeobi,  Grelle  J.  XXX,  184.)  Nimmt 
man  die  Logarithmen  der  unendlichen  Doppelproducte,  z.  B. : 
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log//  //(l  -  2-^Ä^+ (2m'"+iy^)' 
entwickelt  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von: 

u ^_ 

2»jA-}-(2m'+l)Ä"r 
und  zwar  fiir  solche  Werte   von  u,  welche  eine  convergente  Reihe  er- 

?<" 
geben,  so  ist  der  Factor  von  —  -    eine  Doppelsumme  von  der  F'orm: 

n 


W 


1 


Hierbei  ist  die  Summe  nicht  unabhängig  von  der  Anordnung  der  zu 
summirenden  Terrae,  wenn  n  =  l  oder  w  =  2  ist.  Eine  Ausführung 
dieser  in  das  Gebiet  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen  Functionen 
gehörenden  Untersuchung,  sowie  anderer  Untersuchungen,  zu  denen  die 
Gleichungen  15),  16)  und  17)  des  vorhergehenden  §  Veranlassung  geben 
können,  muss  insofern  hier  ungeeignet  erscheinen,  als  die  Einfachheit 
der  angewandten  Methode  durch  nachfolgende  weitläufige  Untersuchungen 
gänzlich  illusorisch  würde.  Unter  diesen  Umständen  bietet  sich  ein 
zweiter  Weg  zur  weiteren  Behandlung  der  erwähnten  Gleichungen  fast 
von  selbst  dar,  nämlich  die  Verification  der  gefundenen  Resultate. 
Man  kann  die  gefundenen  unendlichen  Producte  unabhängig  von  ihrer 
Herleitung  als  beliebig  gegebene  Functionen  nehmen,  die  mit  z,  zi,  z-i 
bezeichnet  werden  mögen,  so  dass: 

,Q,  .         //-/l  +  ^^'-'V  //      1— 2<?"-'•C08  2a;+^/'• 

19)     ^^=^OBxUi^^^^  j  U  i_2^.^Teos2xT?-^' 

90\     r  -  fll^-t:~S  fl  l+2g^'-^C0S2rf+g^>-^ 

^      -~  V\l+^/'"~7      1      1— 2?'^'-icos2a:  +  ^^'-2 

ist,  und  nun  zeigen,  dass  umgekehrt  x  als  Function  von  z  durch  fol- 
gende Gleichung  bestimmt  ist: 


.//(^ 


ät  2Kx 


—  /2)  (1—^2^2)  ^ 

und  dass  die  beiden  anderen  Functionen  z,  und  z-i  mit  z  durch  die 
Gleichungen  z^^-^^l — 2^^  z{^=\ — k'^z^  verbunden  sind.  Diese  Be- 
trachtungsweise ist  zuerst  von  Heine  in  seinem  „Abriss  einer  Theorie 
der  elliptischen  Functionen"  ( Grelle  J.  XXXIV,  122 — i^y)  ausgeführt 
worden.  Heine  nimmt  dabei  Untersuchungen  über  eine  sehr  allgemeine 
Reihe  zu  Hülfe,  welclie  auf  unendliche  Producte  führt,  von  welchen  die 
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oben  bemerkten  nur  sehr  specielle  Fälle  sind.  Man  kann,  ohne  den 
von  Heine  befolgten  Grundgedanken  wesentlich  zu  ändern,  zur  weiteren 
Behandlung  der  vorkommenden  unendlichen  Produete  mit  sehr  elemen- 
taren Hiilfsmitteln  zu  Werke  gehen,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 
Zunächst  ist  der  Nachweis  erforderlich,  dass  die  unendlichen  Pro- 
duete in  den  Gleichungen  18),  19)  und  20)  endliche  Werte  haben.  Was 
die  Quantität  q  betrifft,  so  ist  dieselbe  ein  positiver,  echter  Bruch.  Das 
Integral : 


nimmt  zu  von 


0 

bis  zu  einem  unendlich  grossen  positiven  Werte,  dargestellt  durch 

dt 


/"  1—^2 


wenn  k  von  0  bis  1  zunimmt.  Da  k'  =  [/l — /t^,  so  nimmt  k*  dieselben 
Werte  wie  k  in  umgekehrter  Reihenfolge  an,  also  nimmt  das  Integral 

K'  ab,  von  einem  unendlich  grossen,  positiven  Werte  bis  -,  wenn  k  die 

Werte  von  0  bis  1  durchläuft.    Für  das  bemerkte  Intervall  nimmt  also 

K'  .  .  J^' 

-^  alle  positiven  Werte  von  oc  bis  0  an,  mithin  nimmt  q=^e  ~^^  zu 

von  0  bis  1.  Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Quantität  q  der  einzigen 
Bedingung  unterworfen  sein,  dass  0  ^  ^  <  1  ist.  Was  die  Convergenz 
der  vorkommenden  Produete  betrifft,  so  überzeugt  man  sich  sehr  leicht 
von  derselben  durch  Anwendung  der  Logarithmen.  Es  geht  aus  der 
bekannten  Reihe  für  log(l — z),  wenn  man  darin  z  =p(cosa;±«sina;) 
setzt  und  die  reellen  und  imaginären  Teile  vergleicht,  folgende  Formel 
hervor: 

21)  log(l— 2/^cos2a:+/)2)z=  — 2  >^  "co82*a:.     — 1^;>^1. 

4  =  1 

Setzt  man  hierin  p  ==  q^""  und  ;;  =  ^^'"-^  und  bildet  die  Differenz  der 
erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

Legt  man  r  alle  ganzzahligen,  positiven  Werte  bei  und  bildet  die 
Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 
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^  ^lo&  l—2q^^-'cos2x  +  q''--~^^jl  l—2q-'-'co82x-hq*'-'' 

r = 1  r= 1 

«=  1 
Für  a-  =  -  folgt  hieraus: 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  22)  und  23)  ^—x  statt  x  und  — </  statt 

q,  so  gehen  dieselben  über  in: 

9A^  N^lno--J±2^082:r-}-^^;__,       fy-     l  +  2g^>-eo8  2a:+g^'- 
^^)  ^^"Si_2^2r-ieo8  2a:+^*'-2       '"^7i  1— 2g-'-^eos2a:+^*'-' 

r  =  1  r  =  1 

-^-^        ^*       eo8  2^x 

~       2ä  l-\-{—qy       s 

In  der  Gleichung  21)  nehme  man  -p  statt  p,  ziehe  von  der  so 
erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab.    Es  ist  dann: 

,       l  +  2/JC08  2a:+Ji>^  _  .^    g^_,  cos2(2^— l)a:  _ 
^^  l—2jj(iOs2x-^y-~    ^^  2s— 1 

Man  setze  hierin  ;;  =  q-''~^,  lege   r   alle  ganzzahligen   positiven  Werte 
bei  und  bilde  die  Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen.    Es  ist  dann : 
V  1      l  +  2g-'-^cos2a;+g''— -  ^  i      fj  l  +  2g^'-^cos2a;+g^-^^ 
^t)j      2d    ^^l—2q'"-^eos2x+q*''--        ^^11   l—2q-'-'(iOs2x-{-q*^-^ 

r  =  1  r  =  1 

^^     r''~'     008  2(2^— l)x_^S^/    g^*-^  g^^-^    \cos2(2^— l)x 

^^1-0*^2        25—1  ^^VH-g2,-i+i_^2,-i^       2^—1        ' 

J  =  1  5=1 

und  für  o:  =  0  folgt : 

r  =  1  i  =  1 

Die  in  den  Gleichungen  22)  bis  25)  vorkommenden  Reihen  sind 
sämtlich  convergent,  wenn  q<l  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die  un- 
endlichen Produete,  weichein  den  Gleichungen  18),  19)  und 
20)  vorkommen,  endliche  Werte  haben. 
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Vierter  Abschnitt. 


§  12.    Transformation  eines  unendlichen  Products  in  eine  unendliche  Reihe. 
Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  trigonometrische  Reihen. 

Es  sollen  nun  die  unendlichen  Produete,  welche  in  den  Functionen 
2,  2],  22  auftreten,  in  unendliche  Reihen  umgeformt  werden. 

Sind  tp(a)   und   fp{a)  Polynome   von  «,  ist  der  Grad  von  tpia)  um 
eine  Einheit  geringer  wie  der  von  (p(a).  so  lässt  sich  bekanntlich: 

tp{a) 

'  5P(«) 

durch  eine  Reihe  von  Brüchen  darstellen  von  der  Form: 

A 
a — a 
wo  A  eine  Constante  und  a  eine  Wurzel  von  g)(a)  =  0  ist.  Da  die 
Anzahl  der  Wurzeln  von  cf{a)  =  0  beliebig  ist,  so  kann  man  dieselbe 
unbegrenzt  zunehmen  lassen.  Sind  nun  ip(a)  und  fp{a)  unendliche 
Produete.  so  lässt  sich  auf  den  Ausdruck  1)  noch  die  Methode  der 
Zerlegung  in  Partialbrüehe  anwenden,  wenn  man  die  Vorsicht  ge- 
braucht, den  obigen  Ausdruck  zu  multipliciren  mit  einem  Term  von 
der  Form: 

1 
g—a 
wo  g  eine  Constante  ist.    Es  ist  dann  der  Grad  des  Nenners  um  eine 
Einheit  höher  wie  der  Grad  des  Zählers,   wenn  jedem  Factor  des  un- 
endlichen  Products   ip(a.)  ein   Factor   des    unendlichen    Products   g){a) 
entspricht. 
Es  sei: 

^  _      1     1— 2geo8  2(a:+y)  -H^    1— 2g»C082(a:  +  y)+g^  ^ 
sina;      1 — 2q-cos2x-\-q^  1 — 2^^  cos  2a; -f-^^ 

....  1— 2?^?~^eos2(a:+?/)+$^^-2 


oder: 


l_2^2Peo8  2a:-f^'*P 
2)  P=  ^   ir  1— 2g^"-^ cos 2 (a:+y)  +g^-^ 


Setzt   man    statt   der  trigonometrischen   Functionen   Exponential- 
functionen,  so  ist  auch: 
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g2xt_l//  I^g2rg2xi  l_«2rg-2«-  ' 

r  =  1  * 

oder: 

3)  e^^'  =  a,  e-y^  =  ß 
gesetzt: 

4)  P=2ie^'f{a), 


wo: 


^^''^  =  a-J  1-^=0^ 


^     l—q^'-^aß   a—q-'-^ß-'^ 


-q'^^a  a — ü-^r 

r  =  l  ^  ^ 

Der  Ausdruck  rechts  lässt  sieh  in  Partialbriiche  zerlegen,  welchen 
Wert  auch  q  haben  möge.  Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Ent- 
wickelungeu  lasse  man  q  unbegrenzt  zunehmen  und  setze: 

5)         /•(«)  =  ^^  fl  ir:£l^^  c^-f-^ 

'  a— 1  ff  j      \—q^'a         a—q^^      ' 

oder: 

^0        ,       X.^    (An  ,         Bn 


6)      /•(«)  =  7^,  +  v: 


in 


a — 1        jimd  VI — q-^a      a — q 

71  =  1 

Diese  Art  der  Zerlegung  in  Partialbrüche  findet  sieh  in  der  Ab- 
handlung von  Somoff:  „Demoiistration  des  formulcs  de  Mr.  Jacobi 
etc."  (Grelle  J.  XLII,  g^,  oder  auch  „Melmigcs  Mathemat.  et  Astron. 
I,  3S9")'  Es  ist  selbstverständlich,  dass  sich  eine  Zerlegung  des  Ver- 
hältnisses zweier  unendlichen  Producte  auch  ausführen  lässt,  wenn 
man  Zähler  und  Nenner  von  gleichem  Grade  annimmt,  wobei  dann 
die  entsprechenden  Regeln  bei  Zerlegungen  in  Partialbrüche  in  An- 
wendung zu  bringen  sind.  Nur  scheint  der  oben  eingeschlagene  Weg 
der  einfachste  zu  sein. 

Die  Gleichung  6)  giebt: 

Wegen  5)  erhält  man  unmittelbar: 

-        1-q^r-Xß     l^q^r-lß-l 

7)  ^=11  -T=p^^ 1=?^" 

Nach  6)  ist  ferner: 

^»  =  [/(«).  (!—(?"•«)]« =^-2«. 
Mittelst  der  Gleichung  5)  folgt: 

r  =  1 
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r  =  n+l  ^  r  =  l  ^ 

Setzt  man  r — 71  =  s,  so  ist: 

yy  l_«2r-2fi  yy  1— ö2s 

r=n  +  l  ^  4  =  1  ^ 

Für  r+n  =  s  folgt: 

«     l_^2r+2>.-l^-l  _        00     i_^2,-l^-l 

yy    i_o2'-+2n  ~~  yy    i—o-^ 

r=l  ^  j=n+l  ^ 

Mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  die  Gleichung  9): 

«>     1 /•<2«— lö  «5      1 ,/2*— 1/3— 1 

s=l  ^  s  =  n4-l  ^ 

Es  ist  ferner: 

1  pJ^   /l—qir-in-lß\ 


-2n_ 

71—1 


r  =  l 


"— ^    /1 .y2r-2n-lD\ 


1_^2„*     '•        yy     ^  1— ^2"-2r  ^         (l_^-x)(l_^4) (1— ^2„)  " 


r  =  l 

v2ä— 1/J— 1 


s  =  l  ^ 

Multiplicirt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  10)  mit  dem  vor- 
stehenden Ausdruck,  so  erhält  man  nach  8)  den  Wert  von  An.  Mit 
Rücksicht  auf  den  Wert  von  At)  zu  7)  folgt: 

11)  ^„  =  — ^"^Mo. 

Die  Gleichung  5)  mit  a — q-"  multiplicirt  lässt  sich  auf  folgende 
Form  bringen: 

n /y2n— 1/3— 1        ""^    i ..ir— 1^-^0-1 

12)  /(«)(«-,-)  =  "-^f-    U  '-^Sj-  ■  L, 

r  =  1  ^ 

iq^       T-    rVllZ^Ürl«^      ff  l-Q^-'cc-'ß-' 
lö)      L-  jj     ^^  •  yy      i_^2r«-i    • 

r  =  1  ^  r  =  n+1  ^ 

Aus  der  Gleichung  6)  folgt: 

Die  Gleichungen  12)  und  13)  geben  nach  leichter  Transformation: 

7*  =  1 


1—^2.-1^  *      1—^2,-1^1 

i_ö2*  '  yy 

*  =  n+l  ^  s  =  1 


;•  =     TT        ^       ^ .    TT        ^ 

11      1— ö2*        yy        1— ö2* 
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Mit  Rüeksic'lit  auf  den  Wert  von  ./y  in  7)  folgt: 

Setzt  man  diesen  Wert  von  //„,  ferner  den  Wert  von  ./„  aus  11)  in 
die  Cileiclmng  6)  und  dividirt  durch  Aq,  so  folgt: 

^         «— 1        M^  \1— r/-"a  "*"  a— ^-'" 

n  =  1 

Substituirt  man  links  für  /'(«)  und  Aq  ihre  Werte  aus  5)  und  7),  so 
erliält  man  die  folgende  Zerlegung  eines  unendlichen  Products  in  Par- 
tialbrUche: 

^^   «— 1  II  l—q-'-'ß'  l—q"--^^''     1—q^^a'       l—q'-'-a-'       ~ 

r  =  1 

1  ^-^  /  —qnßn       g«^->-\  1  ^  /— ^"^"    ■    q"ß-^a-^ 

a^l  "*"  .iid   Vi— ^2»  «  +  ß_^2„y  ^_i  -»-    ^^   Vi— ^2„ß  i-  1  _^2r.  ^-i 

n  =  1  H  =  1 

Setzt  man  hierin  a  =  e-",  ß  =  e'-^'  und  multiplicirt  auf  beiden  Seiten 
mit  2ie",  so  findet  man  die  folgende  allgemeine  Entwickelung: 


15) 


JIt 


( l—q-y-  1—2^-'—^  cos  2  (a: + «/)  +  ^^ 


sina;  JJ^  1— 2^^'-^cos2?/+r''  1— 2(/2''cos2a;+r 

r  =  1 

O;  _-^  / p(^ny+x)i  f,—{-2ny+x)i 

_=  '^^  lo;  V^    ^.n    (  ___^ |_  _1_ 

n  =  ) 

sin  (2w «/ + o:) — (/^"  sin  (2  w  y — x) 

2n  nna  0-v_l_/-/'ln 


1  ^ 

8in  x       .M^ 

n  =  1 

Für  ?/  ^  0  giebt  die  Gleichung  15) 


1— 2r"C08  2a:+^' 

n  =  1 


1       ^^  /  1— g-'r  y-  1— 2g•^'•-^cos2a:+g^'•~- 
8ina;  /^  U— ?-^^/        1— 2g-'' cos  2a: +^^'' 

r  =  1 

2«  .  ^-^  /   — g"e*'  ^"6-^' 


+2' >:  .'^£5^;+ 


;j  =  1 

Nun  war  nach  Gleichung  18)  des  §  11: 

_   •         fffl±£!^\'    11      1— 2g-''cos2a;+g^'' 
z  —  sin a;  //  (^  ^_^^,^  j    JJ  ^^_2^2r-l  cos 2x+q'^-'' ' 

mithin 

1  /#  /  1— g''    1  ± V^'"' Y^_  —22  e^'  ,  ,.  ■  v*  fjr^"^    _L  — *"^' 

2  //  i  l_^2r-r     i^^y2r^  I_e2x7  +  ^^   ^  \l—q^n g2ii -^  l_q2ng-1xi 

r=  1  »  =  1 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  x — iilogq  statt  .r  und  bezeichnet  den 
Wert  der  Function  z  für  das  Argument  x — h\ogq  mit  f,  so  wird: 

Euneper,  ellipt.    Functionen.     2.  Aufl.  " 
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17) 


1^  fr  l  ^-^  ^+e-'\ 


2/ 


^n~^g— xi 


g«— ^f>a:i' 


^\l—q'"-^er-^^      1—g 


Setzt  man  aber  in    der   Gleichung    18)    des   §   11 ,   welche   man 
schreiben  kann: 


> o — XI 


2i 


l+^-'-'\- 


//(     l+^2r     )      //, 


(1— ^2rg2«-)(i_^2rg-2^.) 


_^^2r    J      ±1  (l_^2,-lg2.ri)(i_^2r-lg-2«-) 


ebenfalls  a: — hlo^q  für  a:,  so  erhält  man 


l_|.^2r-l\2 


=w 


.  +  q' 


H, 


wo 

H  = 
ist.    Da  aber 


e'^qk—e-^q-i    fjil—q'^''+^e^''){l—q-''-^e-^'^') 


2i 


n 


J.      (I_^2rg2x,)(l_^2r-2g-2x,-) 


SO  wird 


^qi — ß— *'^— i e"~*'  1  e^* 

~  ~  ~2«V^^^~*^''"'^'     1— «"^^'  ^  2iQmx ' 


2i 


H=  - 


n 


(l_g2r-l  g2x,-)  (l_^2r-l  g-2«^ 


4sina:l/^     f-^        (1— ^^r  g2«-)^_^2r  g-2a:.) 


4sma; 


_  ly  1 — 2g-''-^  cos  2x+q^ 


mithin 


4  sin; 


l-|-^2r-i\2  |-.i— 2^2r-ieog2a;+$^ 


:!: ^  JlihJl^LlX    77  ^— ^g' 


-2r''C082a;+g* 


Multiplicirt  man  die  beiden  Functionen  z  und  2  miteinander,   so  er- 
hält man 

Nun  kann  man  aus  17)  und  18)  2  wieder  eliminiren  und  es  wird  dann: 
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,2r    \2 


=  AV 


qti-i^xi  ^n-  \^-xi 


oder 


2/^  Vl-^2n-1^2ari      i_^2n-lg-2a:»7' 


•1     oo       f      2n— 1  2n— 1 

1   X7^        ~^r-  '■*>~^ 


2ild 


n=  1 


q  -    {e^'—e-^'j-i-q     '    ie^"—e-^''')-i- 


=  r^-^-8ina:+T^^— „  sin 3x-^  ..... 
1 — q  1 — q^ 

wenn  man ^-f— r.r-^  nach  Potenzen  von  v^"-'  entwickelt  und  nach 

Ji  summirt.     Bedient  man  sich  des  Summenzeichens,  so  ist  folglich: 

2«— 1 

19)      ,   i/.  Jj(±ztL\-=  Y;   JLL sin(2^-l)a:. 

Diese  Gleichung-  dividire  man  auf  beiden  Seiten  durch  \/q,  darauf 
setze  man  — q  statt  q  und  — x  statt  x.  Nach  Ausführung  dieser 
Operationen,  wodurch  z  übergeht  in  z^.  multiplicire  man  wieder  mit  \/q\ 


alsdann  ergiebt  sich 


24—1 


20)       z,l/*~ Il(^^J=  ^  j|^C08(2.-l):r. 

r  =  1     ^  ^  ^  s  =  1  ^ 

Ferner  setze  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  15)  a:  =  ^  und  dann 

X  statt  y  und  führe  das  unendliche  Product  z-j  ein,   definirt  durch  die 
Gleichung  20)  des  §  11.    Alsdann  erhält  man 

^  ^     *    —  ^  .  ^    ^        -^       cos  25  .T. 


Die  Gleichungen  19),  20)  und  21)  enthalten  die  Ent- 
wickelungen  der  Functionen  2,  2,,  z-i,  welche  durch  die 
Gleichungen  18)  19)  und  20)  des  §11  definirt  sind,  in  Reihen, 
die  nach  den  Sinus  der  ungeraden  und  nach  den  Cosinus  der 
ungeraden  und  der  geraden  Vielfachen  des  Bogens  .r  fort- 
schreiten. In  unwesentlich  verschiedener  Form  finden  sich  dieselben 
in  den  Fundam.  Jacobi's  §  39  fGes.   Werke  I,  /jj/ 

Die  hierin  vorkommenden  unendlichen  Producte 
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/-      l-w(    1—*""    \-  J^#A+9"'~'       1— ^2r\o 


.^2r-l       i^^2 


lassen  sieh  leicht  durch  Reihen  ausdrücken.    Setzt  man  in  der  Gleichung 
19)  X  =  hjt,  in  20)  und  21)  a:  =  0,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 


2s-l 


^^     Q   '  o.  =  14-4  V-^ 


^1  +  r 


'fl-hq'' 


§  13.     Die   Quadrate   nnd   Prodncte   der   elliptisclieii   Functionen   in   Form 
unendlicher    Reihen.     Yeriflcation    der    unendlichen    Producte    des    §  11. 

Für  die  Verifieation  der  bisher  gefundenen  Resultate  ist  die  Bil- 
dung der  Quadrate  der  in  19),  20)  und  21)  des  §  12  angeführten  Reihen 
nötig.  Diese  Darstellung  hat  zuerst  Jacob i  (Fund.  §  41,  Ges.  Werke 
I,  16^)  unternommen,  und  zwar  zur  genaueren  Untersuchung  der  von 
Legendre  betrachteten  elliptischen  Integrale,  welche  Anwendung 
dieser  Reihen  auch  später  gemacht  werden  soll. 

Man  erhebe  die  Reihe: 

2ji— 1  _ 

1)      gl  g  =  'S ,  5  .,-1  eos(2g— l)a:=  j^  eosa;  +  ^-f-.  cos3.t+... 
^l+q-'  l-)rq  1+q^ 

ins  Quadrat  und  setze: 

008(2/-— D.r  cos  (2v — l)x  =  -^  cos  2(r+.y — l)a;+4-  cos  2  (r — s)  x. 
Der  Coefficient  von   cos  2^0:  besteht  aus  zwei  Reihen,  einer  endlichen, 
für   deren   Glieder   r-\-s — 1  =  ?^  ist,  und  einer  unendlichen,  für  deren 
Glieder   die  Diiferenz   der  Argumente  r — s  =  n  ist.    Bezeichnet  mau 
diesen  Coefficienten  durch  ^„,  so  ist: 


s,^\ 


\/q     l/g-^'-i     ,    1/^3     l/^2„-3  ^/^2^i     |/, 


_H-^1  +  ^-''-^   ■  l+(fl  +  q'^''-'~^""  '  1  +  ^2 

\/q    j/g+^  ^    \/l       l/^2n+3 

-f- .... 


^1+d 


l+5'l+?2"+^    1+^1-1-0'''"+ 

oder  kürzer: 

2r— 1  2n— 2r  +  l  2r— 1  2n+2r— 1 

''  "  2  Jmil+q^''-^   1-h  ^2«-2r+l  "^^14- ^2r-l    j  ^ ^2«+2r-l 

r  :=  1  r  =  1 


l.„^       1  1  .,.^  Q 


r^"   ^  l-}-<^2r-l  i_,_^2„-2,-+l  +g"  ^ 
r  =  1 

Es  ist  nun  identisch 


2r— 1 


2^      .Ä^l-}-<?2r-ll_|_^2„-2,+l     '    ^    .äid   (H-^2r-l)(i_,_^2„+2r-l) 

r  =  1  ?'  =  1 
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Legt  man  /•  alle  ganzzahligen  Werte  von  1  bis  a.   bei,  so  erhält  man: 

3)  2-, 


l—q^"\   l  +  q^l-\-q^^  '"  ^  1+^/»-^  ^  l  +  r/''+' ^  •••[ 
1       (  Q'"+'      .         I 


1— r/"|  i+r'»+i    ••••[ 


Die  identische  Gleichung: 

1  1  _  /    _       g2r-l  ^2„-2r+l      \  J^ 

14_^2r-li_,_^^2n-2r+i  [^^         l+^^r-l         J  _|_^2„-2r+ay  i_^2« 

giebt: 

'^"       1 1  _„__!? 2     /    ^^     ^^  <?'^^-^    \ 

^   l+ö2'-U4-^2„-2r+l         i_^^2»        l_^2nll+^"*"H-^3t----^-l^^2„-iy 
r  =  1 

Mit  Hülfe   dieser  Gleichung   und   der  Gleichung   3)   redueirt   sich 
der  Ausdruck  flir  ßn  in  2)  einfach  auf: 

^"~2    1-q'"' 
Der  von  x  unabhängige  Term  in  (ziO)-  ist: 

1  V^       q"--' 
Man  erhält  so,  wenn  7i  statt  r  gesetzt  wird,  das  Resultat: 

n  =  1  n  =  1 

wo: 


r=  1    ^  ^  ' 


Geht  ferner  y  in  — q  und  .r  in  ^ x  über,  so  geht  Zy  über  in  z.  Nach 

5)  geht  dann  (y2  über  in  — 0"^,  es  folgt  aus  4)  das  zweite  Resultat: 
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Um  auch  das  Quadrat  der  Constanten  o  als  Summe  darzustellen, 

setzt  man  in  4)  .r  =  0,  in  6)  o:  =  ^  i   also  2  =  1,  Z\  =  1;  man  erhält 
dann  für  ()-  die  beiden  Gleichungen: 


00 


und  durch  Addition  folgt: 


Addirt  man  nun  die  Gleichungen  4)  und  6): 

00 

und  setzt  x  =  0,  so  folgt : 


9)  2^2  =  ^  (^(l_|_^2«-iy2  +  (I_^2„-l)2^ 

und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  7)  subtrahirt,  so  wird: 

(2w— l)^2«_i 


10)  0'  =  Zd^ 


,4«- 


Endlich  bilde  man  das  Quadrat  der  Gleichung: 
11)  22^1  =  l+4>^^^^,COS2*a:, 

80  ergiebt  sich  als  Factor  von  cos2na;  die  folgende  Summe: 


1  +  r'"        \1+?-    1  +  ^-"--       l  +  ^/l+(?-"-*       ■■         l-\-q-"-'    1+^2 

oder  kürzer: 


Es  ist  nun: 
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^^       rf         q"  +  '-       ^      q"     <^  /    g'-''  ^/"+^'-     \ 

^^  1  +  (/'-'•  1  +  q-" + 2'-        1—q-"^  \1  +  r/-''-      i  +  /?2„ + -ir  J 


n— 1 


qr  q—r        ^      ^y"         ^^  /  ^'-     _      g-^"-^'-    \ 

1  +  7*''  1 + 'y-'"~-'"      1—?'-"  --^  V      !+(?■""     1 + ^y  -'""'7 

r  =  1  ' 


r  -  \ 

in—l)q"        2q"    (    ^^      ,   _q^    ,  ,      q'^"-' 

>  -t  i  .  t  I    •  ■  • 


Durch  Vereinigung  der  vorstehenden  Resultate  reducirt  sich  der  Factor 
von  cos2«a-  auf: 

8q"        Sjn—Dq"       l&q"  q^" 

1 + q-"  1—^2»    +  i_^2«  •  1  _{_  ^2«  ■ 

Durch  Verbindung  des  ersten  und  dritten  Terms  wird  die  vorstehende 
Summe  einfacher: 

_  8«  2" 

Die  Gleichung  11)  giebt  folglieh  das  dritte  Resultat: 

12)     u.o.r-  =  i+^±{:^y+s±  "^'^p- 

Da  z-i  =  1  für  X  =  0,  so  erhält  man  aus  12) : 

Wir  haben  somit  die  Quadrate  der  Functionen  z(j^  z^O,  z-,Qi  und 
die  der  Grössen  0  und  (>i  in  Form  unendlicher  Reihen  dargestellt. 
Aus  diesen  ergeben  sich  nun  leicht  die  einfachen  Beziehungen: 

Z,2-f-22  =  1,    Z2"^  +  r-22  =  1. 

Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  8)  durch  die  Gleichung  9),  so  ist: 

14)  2^2_|_22=l. 

Eliminirt  man   ferner    zwischen    den  Gleichungen  6)  und  12)  die 

Summe : 

-^-1     nq" 
y.  ^       .„  cos  2nx, 

so  erhält  man  zwischen  z  und  z-i  die  algebraische  Relation: 


a:  =  0  folgt  hieraus : 
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Subtrahirt  man  die  Gleichung  16)  von  der  Gleichung- 15)  und  dividirt 
durch  Ol-,  so  ist: 

oder,  zur  Abkürzung: 


ft/ '-  = '' 


17)  4|  =  . 

gesetzt : 

18)  z,-^+A-V-=l, 
was  zu  beweisen  war. 

Nimmt  man  a;  =     i   so    giebt   die   vorstehende  Gleichung  in  Ver- 

iL 

bindung  mit  den  Gleichungen  1)  und  10)  des  §  11: 

//(^)V-. 

Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dass  A-  ein  echter  Bruch  ist. 

Setzt  man  die  Werte  von  Q  und  Q^  aus  den  Gleichungen  22)  des 
§  12  in  die  Gleichung  17),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  k  auch 
folgende  Gleichung: 


20)  ^l/^//(l 


1+^' 


2r    \4 


+  ^/ 


2r— 1 


k. 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  A-  wesentlich  positiv  ist,  folglich  bezeich- 
net k  einen  positiven  echten  Bruch.  Durch  Substitution  des 
Wertes  von  k  aus  20)  in  die  Gleichung  19)  „sequitur  aequatio 
identica  satis  abstrusa",  wie  Jacobi  f^i^?^/«^/. .f  jdyf«.  G^ifj-.  Werke 
I,  i4y)  sagt: 

[(i-?)(i-(/3)(i— r) ....  \^-v\H\ix^'r)(x^(i'){\^(h . . . .  ]^ 

=   [(l  +  ?)(l+^3)(H_^5)....]8. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  noch   das  Product  z^z^QQ^   als  unend- 
liche Summe  darstellen. 

Bildet  man  das  Product  der  beiden  Gleichungen: 

00  2 

^'  ^  =  2  iI,/.-i  <^08  (26—1)  X, 

21)  ;  i  ^^^^ 

22  A  =  1 +45]7-r-57  COS  2*a; 
und  bezeichnet  durch  6'2„+i  den  Factor  von  cos(2u+l)a;,  so  ist: 


§  i;n 


80 


•2n+\ 
2 


C-2n-\-\  = 


2w— 1 
•2 


2n—i 
2 


i i I :^„    „:? i_     I 


+ 

+  2 


•2b +  3 


1  +  q*  1  +  r/«-»  "^  -  ^  1  -I-  /^2»  1  +  </ 

•Jn+5 


4-  ^2n+i  ^  1  4-  <y4    1  4.^2«+^ 


-f.. 


"    ?^  (Z 


;i+l 


+ 


-/"+- 


oder  kürzer 


_l+^l  +  ^2n+2-'-  i_|.^3  l-f-^2«+4 


+  ... 


2fi+l 


2n-2r4-l 
2 


+  2 


OD 


+  2 


1 +  </'"+'  '^f^y       l+r--     !+'/-"--'•+' 


2nH-2r+l 
2 


2r— 1 
~2 


+ 


rjn+r 


Man  findet  leicht  durch  Zerlegung 


2n+2r+l 


r.n+r 


7^Vl+"^2r    -^_|_^^2„+2r+l-fi_j_^y2r-l    14.^/2„+2r 

/n  +  i        ^/      ^-J'-  ^2«  +  -2r  +  l  ^2,--l  ^2n+2r 

■j  +  2r 


=    l^q'in^^[l^f/r  —  14-^2„  +  2r  +  l  +  1+^27=1—  1  +  ^2^ 


7»  +  i 


1— ry 


2n  +  l 


V2/J  +  1 


+ 


.1+^2  14.,y 


Es  ist  ferner: 


2n— 2r+l 


«5 


.n+i 


.  1 


1 ^2n+l         ]^_^2n+l 


Die  Vereinigung  der  vorstehenden  Summen  giebt: 

2w+l  2«+l  2>i+l 

.~~  .....         "  ..~^  /-/än+l 

C^2»j+1 


2tiq 


2q 


Durch  Vereinigung  des   ersten   und  dritten  Terms  reducirt  sieh  dieser 
Ausdruck  auf: 


Cin-\-l 


^(2n+l)g 
1—q 


2n  +  l 
2 


2n  +  l 
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Nimmt  man  wieder  s  statt  n  als   suramirendes  Element,   so  geben  die 
Gleichungen  21): 

2s— 1 

22)  --,--,(>(',  =5:<'7",ir  cos(2.-l)... 

Man  kann  noch  ähnliche  Ausdrücke  fiir  zz-^OOi  wud  zziO'-  auf- 
stellen; da  dieselben  sich  indessen  kürzer  finden  lassen  mittelst  der 
folgenden  Entwickelungen,  so  möge  diese  Darstellung  hier  unterbleiben. 

Der  Gleichung  22)  aber  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  19)  des  §  12: 

2,«— 1 
2 


S3)  z.0=  y^-A__^  sin(2^-l):c, 


und  den  Gleichungen  14)  und  18),  welche  wir,  wenn  wir  z,  und  z.,  positiv 
nehmen,  durch  die  folgenden  ersetzen  können : 

24)  2,  =  l/l— ^2,   22  =  l/i=Ä^^ 

bedürfen  wir,  um  nun  umgekehrt  x  durch  z  auszudrücken. 
Wegen  der  Gleichung  23)  ist: 

2«— 1 
~2 


Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch  einfacher: 


dz 


d.  i.  nach  24): 


dz 


25)  ^  =  r>y(i-z2)(i_A-i22), 

wo  k  ein  positiver,  echter  Bruch  ist.  Da  für  .r  =  0  auch  2  =  0,  so 
giebt  die  Gleichung  25)  integrirt,  wenn  die  Integrationsvariabele  durch 
/  bezeichnet  wird: 


26) 


Für  x  =  -  ist  aber  2=1.    Die  Gleichung  26)  giebt  folglich 


1\^ 


dt  ^     ^ 


1/(1— ^2)(l_^2/2)  •   2 

Bezeichnet  man   das   links   stehende  Integral  wieder  dijreh  A',  so 
ist  K=  Ol--    Für  diesen  Wert  von  Qi  wird  die  Gleichung  26): 


§  l:-^l 


27) 


Ivii 


dl 


—<2)  (1—^2^2) 


Die  vorstehende  Gleichung  flihii;  wieder  auf  die  Deiinition  von 
z  in  Function  von  .r,  wie  die  in  §  6  gegebene,  d.  h.  man  kommt  um- 
gekehrt auf  dieselbe  Integralgleichung  zurück,  welche  den  Ausgangs- 
punkt der  bisherigen  Untersuchungen  bildete.  Die  Gleiehung^ßn  24) 
und  27)  ergeben  also  das  Resultat: 

2Kx                      2A'a;                  ,    2Kx 
2  =  sn 1     zi  =  cn 1     z-i  =  an • 

Jt  Jt  X 

Durch  diese  Gleichungen  ist  die  Richtigkeit  der  un- 
endlichen Producte  15),  16)  und  17)  des  §  11  bewiesen. 

Die  Formeln  19),  20)  und  21)  des  §  12,  welche  wir  jetzt,  unter 
Berücksichtigung  der  Gleichungen  23)  ebendaselbst  so  schreiben  können: 


28) 


sn 


2Kx 


2s— l 
2 


2«— 1 
2 


Jl 


^T^^^s^i  =  ^  /^    2.-1  8in(25— Do;, 


^  cos  (2^—1)  .T, 


cos  2s  X, 


lassen   sich  noch   in  etwas   veränderter   Form  darstellen.    Entwickelt 
man  nämlich  auf  der  rechten  Seite 


'+ 


__,,_^  in  die  Reihe  l  +  (f'~^+q''-^-^ 
was  unter  der  Bedingung  q'^<\  erlaubt  ist,  und  summirt 


die  den  gleichen  s  entsprechenden  Reihen  nach  der  Formel 

(l+(/)sin.r 


sina;+^sin3a:-}-^-sin5a:+  . ..  = 


so  erhält  man 


\ — 2^C08  2a;+(j'2 


29) 


sn 


2Kx     ^     q 


2 


cn 


X 


"IKx 


,24—1 


sinx 


2<— 1 
2 


n 


,    2Kx 
dn- 


1  +  4^ 


=  cosa- 


(1  +  ^2.-1)^ 


2^2«— 1  ßQg  2x  -j-  ^**" 

2 


2 


1_2^2«-1  cog  2x  ^  ^4*-2 


1 +(?'*. 


=  1+4Zj  -^- 


-1^2«— 1  (ßQg  2.T — q~ 


1— 2/'-^  cos  2a: -f^* 
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§  14.    Schlöiiiilch's  Methode  der  Reihen-  und  Productentwicklnng:.  lliehler's 

Grenzverfahren. 

Was  die  Entwiekeliing  der  elliptischen  Functionen  in  periodische 
Reihen  betrifft,  so  könnte  man  versucht  sein,  direet  die  Lehre  der  tri- 
gonometrischen Reihen  von  Lagrange  und  Fourier  anzuwenden 
nnd  so  ohne  Zuhülfenahme  der  unendlichen  Producte  die  betreffenden 
Reihen  zu  entwickeln.  Dieser  Gedanke  ist  von  Schlömilch  (Lcipz. 
Abh.  IV,  JP5 — ^ßo)  ausgeführt  worden;  es  sind  die  Logarithmen  der 
elliptischen  Functionen  durch  trigonometrische  Reihen  dargestellt  und 
nachher  durch  Differentiation  und  Transformation  aus  diesen  Reihen 
die  obigen  Resultate  hergeleitet.  Da  aber  diese  Herleitung,  von  dem 
heutigen  Standpunkt  der  Theorie  der  eoraplexen  Variabein,  nicht  ein- 
wurfsfrei war,  so  hat  Schlömilch  in  seinen  schon  oben  genannten 
„  Vorlesungen  über  einzelne  Theüe  der  höheren  Analysis",  2.  Aufl., 
i8y4,  S.  40g  u.  f.,  seine  Methode  entsprechend  modificirt.  Der  von 
Schlömilch  eingeschlagene  Weg,  die  Coeffieienten  in  der  Entwicke- 
lung  von 

1)  sn  u  =  Bi  sin  ^+ ^2  sin  -j^  -j-  ^3  sm    -^  -f  . . . 

zu  bestimmen,  ist  folgender.  Er  beti*achtet  eine  eindeutige  Function 
IXw)  der  Variabein  w  =  u-{-vi,  die  innerhalb  des  aus  2Ä'  und  2K'  ge- 
bildeten Rechtecks  nur  zweimal,  nämlich  für  )v  =  K'i  und  w  =  2K-{-K'i 
unendlich  wird  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 

2)  F{,v  +  2K)  =  £,  F(w),  F{w-\-2K'i)  =  (:,F{rv)    {^^  ^  -|) 

ist,  und  ermittelt  den  Wert  des  Integrals 

^iK       n  71  ?„ 
F(rv)e 


ß 


2^    dw 


längs  des  Umfangs  des  genannten  Rechtecks  mit  den  Ecken  0,2Ä', 
2£'-\-2F'i,2K'i,  worin  die  Punkte  A'i  und  2K-hJ^'i  durch  Halbkreise 
//i  und  7/2  in  entgegengesetzter  Richtung  (nach  innen)  umgangen  wer- 
den. Da  diese  singulären  Werte  ausgeschlossen  sind,  so  ist  das  Inte- 
gral null,  und  man  hat 

o^        I    I{0,2K)^-I{2k\2K+K'i)-[-I{H.i)-\-l{2K-\-K'i,2K+2K'i)-\- 
^        \  7(2Ä'+2Äf'/,  2K'i)-^J{2K'i,  K'i)+1{HC)+I{K'L  0)  =  0. 

Um   die  Summe   I{H^)-\-I{H2)  =  S  zu   ermitteln,   setzen  wir  resp. 
,v  =  K'i-\-re^^,  rv  =  2k-\-A"i—re^^.     Dann  ist 


§  14]  93 


—  '  /  F{K'i- 


2 

n 

n 
Y 
und  für  Lim  r  =  0 : 

TT 

I  njtK'    r^  '^re'^ 

S=Um.[—ie      iK  I  re'^F{K'i-\-re''\'-^        dd- 

9 


+  isie       £■  I  re'^F{K'i—rc'^)e    ^^         d^\ 

~2 
oder,  da  e"^'  =  eos?ijr  ist, 

4)  i^  = 

7t 


n^*rei», 


Lim  /  re^VF{K'i-\-re'^)e         -eiC08njtF{K'i-re^^e  . 


-ie     ^^  Um  /  re'VF{K'i-hre'''^)e        -eyComjtF(K'i-re'^e  ^^       \d&. 
n 
~2 

Ferner  setzen  wir  in  die  Integrale  /(0.2ä'),/(2^,2ä'4-2A"0. /(2ä'+2ä'V, 
2K'i),I{'2A''i,0)    resp.    iv^^u,  2K+iv,  u-{-2A"i,  iv   und   erbalten   aus  3) 

7ini 
F{u)e-^''du 


£• 


0 

riTiK'i      x^ojT-  rniK'.  nnK' 


+/^    ^     j  F{2K-itiv)e      ^    dv—e      ^     1  F{u-\-2K'i)e^^^  du 


— /  /  F{iv)e    ^  dv-\-S=0, 
oder  mit  Berücksichtigung  von  2)  und  da  «""':=  cos  7ijr  ist, 
(1— £2^      ^    )  j  F{u)e-^   du  +  i(tiCOsnjr—l)  i  F(iv)e    -^'  dv+S=0. 
Hierin  den  Wert  für  S  eingesetzt  giebt: 
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nnK'     ^^      nni^^  ^2^,      _un^ 

b)      {l—e-ie    ^   )  I  F(u)e-^  du—iil—SiCOfinjT)  /  F(iv)e    '^^  dv 

71 

7171  k'  /^2      (  '^rJ^  _"^Ve*^| 


7171  h  /* 

ie  '^^  Lim  /  ; 


n 
"2 

Diese  wichtige  Formel  ergiebt  nun  sofort  die  Coeffieienten  A„  und 
ß„  in  den  Entwiekelungen  einer  periodischen  Function  in  einer  der 
Formen : 

0^0+ Zj^^cos-^—  oder    Zu  ß>,  sm~^  ■ 

^        '^\  ^^  ^\  ^^ 

Wir   begnügen    uns    damit,    die    Schlömilch'sche    Methode    auf 
Entwickeluug   von  snw   auzuwi 
f,  =  — 1,  £9  =  Ir  sn(iy)  =  i  tn(y,/t'), 


die   Enhvickeluug  von  snw   anzuwenden.    Es   ist  für   diese  Function 


Lim    {  rAn(Z'/+re''^  }  =  Lim 


re'^  1 


ksnre^^        ^ 


ja 

Lim    {  re'hn(K'i—re'^)  \=Um  ^^^-  =  -\- 

ksnre  " 

Daher  wird  für  unsere  Function  die  Gleichung  5): 

(1— e      ^    )  I  mue'^^   du-\~ (l-{- cos /ijc)  /  tn{v,k')e    '^^dv  = 

yji  i  (1 — cos  njr)e      2ir 
k 

Die  Vergleichung  der  beiderseitigen  rein  imaginären  Grössen  giebt: 

fiTiE'     yr^.2K  nnK' 

(1 — e  )  /  snwsm — ^du=^-7i{\ — cos?ijr)e     -^ 

^  /  1K  k    ^ 

TlK' 

Setzen  wir  hierin  für  e     ^  q,  so  wird  der  Coeffieient 

n 

„  2     /*^^      .  71JCU.         n  .  .     q^ 

Bn=-zT-  I  snwsm-— -rfM  =  7-7j(l — cosn^V 


-  /  s 


2A7  2K  kK  '1—q" 

und  wir  erhalten  für  snw  die  Entwickelung : 

2^—1 

^^  «°"  =  ^2^i:-^^^i''''       2Ä'        ' 

die  für  jedes  reelle  n  gilt  (Gleichung  28  in  §  13). 
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Die  zweite  Entwiekelung  von  sun.  in  Form  eines  unendlichen 
Productes  (Gl.  15)  in  §  11)  erhält  Sehlömilch,  indem  er  seine  Me- 
thode zur  Entwickelung  des  Integrales 

nni 
F{w)e'^^    dw 


P 


auf  solche  Functionen  Firv)  anwendet,  die  nicht  rein  doppeltperiodisch 
sind,  sondern  aus  einer  doppeltperiodisehen  und  einer  anderen  Function 
zusammengesetzt  sind,  für  die  also  die  Gleichungen 

V{iv-\-2K)  =  i^F{w\  F{w-^2K'i)  =  e.iF{rv)+f{w) 
gelten,   worin  f{iv)  eine   neue   bekannte   Function   bedeutet.    Für  das 
Integral   längs   des  Umfangs  des  obigen  Rechtecks,  auf  welchem  Um- 
fang F{:w)  mehrmals  unendlich  wurde,  ergibt  sich  dann  analog  5) 
nnK'       yrtor      nni..  nnK'     ytojr      nni. 

du 


7) 


{l—E-ie      ^   )JF{u)e'-^du—e      ^     I  f{u)e^^  c 

t/o  */  0 

4./(£jen7ri_i)  /  F{iv)  e    ^^  dv+S=  0, 


0 

worin  S  die  Summe   aller   der  Integi'ale   bezeichnet,  die  dadurch  ent- 
stehen,  dass   man  die  Ausuahmepunkte  in   Halbkreisen  oder  Viertel- 
kreisen mit  verschwindend  kleinem  Radius  umgeht.    Diese  Gleichung 
wird  angewendet  auf  die  Entwickelung  der  Function 
,„  ,       dnw      JT      ,  Jtjv 
intv     'IK        2K 
die   flir   w  =  K'i,  iK'i,  2Ii-{-A'U,  2A-f-2Ä"/   unendlich   wird,  und  für  die 
£i  ^  1,  £-2  =  1,  n  eine  gerade  Zahl, 

F{rv-\-2I{)  =  F{w\  Fiw-\-2K'i)  =  F{jv)-\-f{w\ 


jc  [      ^  üiw         ^  fjcrv     ütK'i 


ist.    Dadurch  geht  7)  Über  in 

/^^       nni  ^  ^2Ä-      "^Jm 

F{u)e  -^'   du—q"  j  f{u)e'^^  du+S  =  0. 


t  Ur  II  = wird 


/*2K       nnt  /*Tt  r  •> 

f{u)e^^''du  =    /        cot .r-cot  (x+''^')\ e^'^'dx 


und,  da  das  n  gerade  ist, 
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nni 


/»2A-         'i^L'„  /»TT 

I  Me^^   du=  I      e''^' aoixdx. 


Die  vier  luteg-rale,  ans  denen  S  besteht,  ergeben  sieb,  wenn  man  wie 
früher  K'i  und  'iK+K'i  in  Halbkreisen  und  2A'/  und  2/i''/  in  ebenfalls 
nach  innen  gerichteten  Viertelkreisen  umgeht;  man  erhält 

—  JT  TT  —  — 

S  =  i xq^ — i     q^ — / ~  q'^-\-iJTq^  =  iji{2q ^  — ^"). 
Durch  Vergleichung  der  imaginären  Teile  von  8)  ergiebt  sich: 
il—q")  I  F{u)  sm-^^^du—q"  j     ^^ dx+JtW  -q"j  =  0 

oder  da 


/ 


sinwa:coswa;  , 

i dx  =  ji, 

sma; 


F{u)  sin-öT?  ^w  =  — 2Jt—^ 


Die  Entwickelung  von  F{rv)  wird  nun: 

^.  dn  M      jr       jcu 2:7r  '^    q^        sjtu 

'^         t^~2^^'*^2Ä'-  ~i{  ^^rf^^'^-z"  ■ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  du  und  integrirt,  so  erhält  man,  da 

dnw 


ist, 


/ 


du=  /  sn  u 
tnu 


JtU  /^_i_g"V^l       ^*  ^^^  •' 


(8n«-/sm-=C+2.^-j^,C08  ^ 


Die  Constante  ergiebt  sich,  wenn  man  mit  du  multiplicirt  und  zwischen 
w  =  0  und  u^K  integrirt,  nämlich 


1    PK  1    pR^ 

—  j^  #  /  sn  ?/  du — ^  /  /sii 

«A  *^o 


^—^1  IsTo^u du—f^  I  Isin-^du  =  — -  Ik — ^+^2, 


(vgl.  Schlömilch,   Coinpendium  II,  18^4,  314  und  ji6)^  oder 
also  wird 


™2Ä^ 


n -?l?i.  W  /  mU9  V  i -$%  COS  *"' 


"""     ^~/*/.4i' •'!+**      *■ 
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Ordnet  uuui  hier  wieder,  wie  oben,  in  28)  ^  lo.  nacli  Potenzen  von  7  nnd 
wendet  die  Formel  21)  §  11   an.  so  erhält  man: 

10)  sn         =  fjf  sm.r  -^ — , 

'  //  (1— 2r/'-'co8  2.»;4-//''-2) 

r  -  1 

die  infolge  von  20)  in  §  18  nut  der  Entwiekelung;  15)  in  §  11  identisch  ist. 
Die  p]ntwiekeliinji-  der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische 
Reihen  hat  ßiehler  anf  rein  elementarem  algebraischen  Wege  ge- 
wonunen.  ohne  anf  die  allgemeinen  Prineipieu  der  Functionentheorie 
zu  recurriren.  In  der  Abhandlung:  „Sur  les  fonctions  doublement 
pcriodiqucs  considerccs  cominr  des  limites  de  fonctions  cnficres" ,  Grelle 
J.  LXXXVIII,  18^ — 204,  1880,  betrachtet  er,  wie  der  Titel  angiebt, 
die  elliptischen  Transcendenten  als  Grenzen  algebraischer  Functionen. 
Es  wird  die  algebraische  Function 

auf  die  Form 

/;(2)  =^0  +  ^l(z  +  ^)+  .  ■  •  ^Ur{z^^^^ 

gebracht,  und  die  Coefficienten  Hr  werden  bestimmt.  Alsdann  zeigt 
Biehler,  inwiefern  der  Uebergang  zur  Grenze  ;•  :=  ^  gerechtfertigt 
ist,  und  erhält  für  r  =  oc   das  Resultat : 

//<,-,-..)  //- 1-^) = ^^^ — ^^ 

r  =  1 

oder,  nach  der  Substitution  z  =  e^'-^, 

00                                                    1  +  2^  (— l)''^2rcog2ra: 
7/(1— 2v"-'  cos  2.«:  +5*'-')  = "^^ — —  • 

r  =  1 

Diese  Verwandlung  des  unendlichen  Produetes  in  eine  trigonometrische 
Reihe,  die  auf  anderem  Wege  schon  früher  von  Cauchy,  C.  R.  1843, 
gegeben  war.  wird  nun  angewendet,  um  die  Entwickelungen  der  ellip- 
tischen Functionen  snw,  cum,  dnw  (Gl.  28)  und  29))  sowie  einiger  an- 
deren elliptischen  Functionen  in  trigonometrische  Reihen  zu  gewinnen. 
Mit  unendlichen  Producteu  von  der  eben  betrachteten  Form  hat 
sich  Cauchy  in   folgenden  Abhandlungen,  die  zugleich  Anwendungen 

iCnneper,  clUpt.  Functionen.     "2.  Aufl.  ' 
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der  sogenannten  Kesiducn-Kechnung  enthalten,  besehäftigt:  „Mcmoirr 
sitr  utic  crrtairif  classr  de  fouii/'ovs  fraiisirndanfrs  lices  nitre  rllrs 
par  11)1  Systeme  qiti /oiirntsse/if  co7)ime  cas  farticuUers  les  dd7)eloppe- 
ments  des  fonctions  elliptiques  e/i  senes",  C.  R.  1843,  XVII,  640 — 0^5/; 
„Mi^moires  S7ir  les  faetorielles  geovietriques",  tb.ögj — 70 j :  „Me'moire 
sur  les  fracfious  rationelles  que  Von  pe?it  extraire  d'iine  foncttoti 
transeendante,  efe,",  ib.  g2i — 92^^;  „Memoire  sitr  les  fonetions  qui 
senient  ä  deeoniposer  en  fractions  rationelles  le  rapport  eiitre  deux 
produits  de  faetorielles  re'ciproqiies" ,  ib.  n^g — T164;  „Note  sur  les 
proprietes  de  ecrtaines  faetorielles  et  S2(r  la  decomposition  des  fone- 
tions en  facteiirs" ,   C.  R.  1844,  XIX,  io6g — 1072. 

Die  Entwiekeliing  des  obigen  unendlichen  Produetes 
{l  +  qz){\+q'z){\-\-q-z) .  ^  (l^-qz-'){\+qH-'){\  +  qH-')  . . . 
findet  sich  in  dem  Nachlass   von   Gauss  (Werke  III,  434)  in  einer 
Notiz  mit  dem  Titel:  ,,  Varia,  imprimis  de  integrali 


/du 
l/l +.«.«« 


i'     '      •  1  • 
Er  setzt  in  die  Gleichung 

2"         Z 

z(p-  statt  2,  wodurch  das  Product  links,  dividirt  durch  qz  reprodueirt 
wird.  Alsdann  giebt  die  Vergleichung  der  gleich  hohen  Potenzen  von  z  in : 

q^z-     q-z  z"-      z 

das  Resultat 

(l+^z)(l+^/2)...(l+^y2-')(l  +  (/=^2-^)...  =  /'[l+^(2  +  2-^)  +  ^/H-2-  +  2-')  +  -]- 

Ganz  ähnlich  wird  das  Quadrat  des  links  stehenden  Produetes  ent- 
wickelt. Die  Bestimmung  der  Constauten  P  ist  nicht  ohne  Schwierig- 
keit, wie  auch  Jacob i  (Fwidam.  §  63;  Ges.  Werke  I,  2joJ  bemerkt. 
Es  wird  hier  gezeigt,  dass 

p=-^ — 

n  «-*"■) 

r  =  \ 

ist.  Im  folgenden  Paragraphen  64  der  „Fundamenta"  giebt  Jacob i 
einen  zweiten  Beweis  für  die  Verwandlung  des  obigen  Produetes  in 
eine  Reihe,  und  eine  spätere  Abhandlung  Jacobi's:  „Ueber  die  un- 
mittelbare Verification  einer  Fundamentalformel  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen" ,  Grelle  f.  XXXVI,  75 — 80;  Ges.  Werke 
II,  7ji — /60,  enthält  einen  dritten  Beweis.  Auf  diese  Entwickelungen 
Jacobi's  werden  wir  in  §  IG  zurückkommen. 


J 
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!!j  1.").      |)i(>   riiiu-1i<Mi  '»". 

All  die  Prodiu'teiitAvickeluiii;'  der  ellii)tiselien  Funetionen  suu,  cnw, 
duu  sehliessen  wir  die  Darstellung^'  einer  von  Weierstrass  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Funetionen  eingerührten  Function,  welche  mit 
der  oben  betrachteten  Function  n-ni  durch  die  Gleichung- 

, ,  d'^lg  ou 

'^    ^  ""=-  d^ 

verbunden  ist.  Diese  Function  ou  ist  die  einfachste  analytische  Function, 
welche  tur  alle  endlichen  Werte  des  Argumentes  u  den  Charakter 
einer  ganzen  Function  besitzt  und  für  ii  =  0  und  alle  congruenten 
Werte  ^r  =  '2mo}-\-2na)'  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  wird. 
Wir  sehen  die  Gleichung  1)  für  hinreichend  kleine  u  als  eine  reine 
Identität  an  und  stellen  die  Function  ou  durch  doppelte  Integration 
aus  der  Entwickelung  von  sm  ,  wie  wir  sie  in  §  6  gewonnen  haben, 
her.     Dort  war,  Gleichung  31), 

^  w2+ 22.  5^  ^22.7^  ^24.  3.  52'^  ^24.  5.7.11"    ^••• 

Aus  dieser  Reihe  erhalten  wir,  mit  Berücksichtigung  von  1), 

.    o'u_l       g-i    u^      g-i  u^  ff;       11''  ^Qiffi      m^ 

'^1   1^, — V.      < 


QU      u      22.5  3      22.7  5       24.3.52  7        24.5.7.11    9       "'' 
ferner 

igöM      igM      24.3.5"        23.3.5.7  27.3.52.7"        2^3.52.7.11  • 

und 

(Weierstrass-Schwarz,  Forvieln  8,3  und  ß,6). 

Aus  dem  Additionstheorem  für  ^w,  Gleichung  10)  §  10: 

.,  ^(    X    ^       2{pupv—-^g^){pu±^v)—g3—p'up'v 

^  2{pu — pv)^ 

folgt,  wenn  man  —v  für  v  setzt, 

rN  ,.        N       2ipupv—^g2){pu-\-pv)—gi-^p'up'v 

O)  p(U V)  = —. rz J 

und  durch  Subtraction 

p'u  p'v 


6)  p{u + v) — 9{u—v)  =  ■ 


{pu—pv)'^ 
Führt  man  linker  Hand  die  ö-Function  ein,  so  ergiebt  sich 

rf2  lg  0{U  +  y)        d2  lg  (;(^ y) ^'u  p'^ 


du-  du^  {pu — pv)"^ 

und  durch  Integration 
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_  d\go{u-{-v)     d  lg  <>(?<— y)  ^     ^V      ,  ^, 

ri  X  X                   -^            •  j    1     ö'( — v)           g'v  .  ,     ^,  ^a'v     , 

Setzt  man  //.  =  o,   so  wird,  da  -;- — :== ist,  (  =  —  2^—.  also 

ö( — v)  Ol'  ov 

.  g\u +v) _ (Am— y)  _  2  ^  ^  _     i^'l__ 

<;(?<+ y)      ö(w — v)         ov         pu — pv 
Durch  Vertauseluing:  von  u  und  v  erhält  mau  hieraus 
öXw  +  iO      ö\i<— y)  _^ö'u_     p'u 
o{ii-{-v)      o{u—v)         ou     pu — pv 
und  durch  Addition 

o{ii-\-v)       ou      ov      -   pu — pv 
(Weierstrass-Schwarz,  Forvieln  11,4).     Dies  ist  das  Additionstheorem 

für  die  Function  — •     Halphen  bezeichnet  diese  Function — mit  dem 
ou  Ou 

Buchstaben    Cm  (Traifc   des  /onctions   clliptiqucs,    134 j;   in  dieser  Be- 
zeichnung lautet  das  Additionstheorem: 

*  SIS'      pu—pv 

(Halphen,  Tratte   V,  i^J. 

Die  Gleichung  8)  kann  auch  gesehrieben  werden 

d\go{u-\-v)      dXgoiii — v)      d\go-u d\g(pu — pv) 

du  du  du  du 

und  dies  giebt  logarithmisch  integrirt 

o{u-^v)o(u — v)  =  C"o'hi(pu — pv). 

Um  die  Constante  ("  zu  bestimmen ,   setzen  wir  u  =  0.    Da   die  Ent- 

wickelung  von  o'^u  .  s-^u  mit  1  beginnt  und  dann  Glieder  folgen,  die  mit 

u  verschwinden,  so  erhalten  wir  6"  =  —  o'^-v,  mithin 

iA\  0{u-}-v)  o(u—v) 

10)  ^0    ~T —  =Pv—pu 

0-U .  O^V 

(Weürsirass-Schwarz,  Forvieln  11,1.)     Diese  F'ormel  vertritt  gleichsam 

die  Stelle  des  Additionstheorems  für  die  Function  ou.     Sie  ist  eine  der 

wichtigsten  der  ganzen  Theorie. 

Zunächst  kann  mit  Hülfe  dieser  Formel  gezeigt  werden,  dass  die 

Reihe  für  ou,   Gleichung-  3).   für   alle  Werte   von   u  unbedingt  conver- 

gent  ist.    Nehmen  wir  an,  der  Convergenzkreis  für  die  Reihe  sm  habe 

den  Radius  r.  so   gilt  die  Formel  10)  für  alle  Werte,  wofür  u-^v ,   u, 

u 
v<r  sind.     Dieser  Bedingung  wird  noch  genügt,  wenn  wir  u  durch 


2 


u 
und  v  durch  - +ä  ersetzen.     Dadurch  geht  die  Gleichung  10)  über  in 
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Durch  Entwickeluug"   nach  Potenzen  von  h   und  V^erglciehung   der  Cu- 
efficientcn  von  h  wird 

,u     ,u 

Oa  =  —8  6*^  ■  -  —r^r- ' 
2      dw^ 

oder,  wenn  man  die  Ableitung  aiisfliliil;, 

^  2         2  2     2     2  2      2 

Daraus   sehen  wir.    dass    öu   eine  ganze  Function   von   o-    und 

z 

u 
dessen  Ableitungen  ist.     Nun  lassen  sich  aber  o      und    dessen  Ablei- 

2 

tuugen  in  eine  nach  Potenzen  von  u  fortschreitende  und  tiir  M<2r  cou- 

vergente  Reihen  entwickeln.     Drückt  man   ebenso   mit  Hülfe   von  11) 

ö     durch  ö     aus.  so  erhält  man   eine  Potenzreihe  von   u.  welche  für 
2  4 

alle  ?^<4r  convergirt.     Dies  kann  man  fortsetzen  und  so  den  Conver- 

gcuzbereich  beliebig  erweitern.    Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 

für  ou  eine  für  alle  u  unbedingt  couvergente  Reihe  ist. 

Charakteristisch   für   den   Beweis   war,   dass   ou   sich   als   ganze 

Function  von  ü  .  darstellen   lässt.     Bei  s-^n  lindet  Gleiches  nicht  statt; 

doch  lässt  sich  j^«  rational  durch  p  -   ausdrücken.      Multiplicirt   man 

nändich  die  Ausdrücke   für  i'{u-\-v)  und  <i^{u — v)  in  4)  und  5),   so   er- 
hält man 

p{u-\rv)p{u—v)  ^{pu—pvY  =  A{pu-\-pvy-ipupv—  [  g-i)- 

und  wenn  man    hierin   die  Werte  für    ^y-u  und  j^'-i'  nach  17)  §  6  ein- 
setzt, so  wird  die  rechte  Seite  gleich 


also 


4  s^'^up'^v  +  2g<i  pupv  -h^g]  +  'k/d  (Pii-^pv) 


Ipupv+l-gij  -^g^ipu+pv) 
12)  ,p(u-^v)p(u—v)=>-  ' 


(pu—i 


102 

(IVciersfrass-Si/rd'arz,  Formeln  12,10). 
durch  5),  so  ergiebt  sich 
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Dividirt   man  diese  Gleichung 


13) 


fO<+?')  = 


2  ipu pv  +-rö'-.    ■^^g3{pu-\-pv) 


'zL^us^v  —  i^gij 


(pu-{-i^v)—{/i-{-sAip'v 


u  u 

Hierin  können  wir  u  =  -r  und  v  =  -    setzen  und  erhalten: 

2  2 


14) 


PM  = 


i^-^+T^2J 


+  2ffiP 


also  pu  als  rationale  Function  von  p-  was  zu  beweisen  war.  Zähler 
und  Nenner  converg-iren  Jetzt  für  alle  M<2r.  Aus  14)  ergiebt  sich 
ferner,  dass  sich  pu  rational  durch  p[  —  ]  ausdrücken  lassen  muss  in 
der  Form 


2« 


G[p 


pu- 


2« 


<.,")' 


wo  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  sind.  Denkt  man  sich  beide 
vom  gemeinsamen  Factor  befreit,  so  werden  diese  für  alle  M<2''r  con- 
vergiren.  Daraus  folgt,  dass  sich  pu  als  Quotient  zweier  unbedingt 
convergenten  Reihen  darstellen  lässt. 

Wir  wollen  nun  die  Periodicität  der  Function  ou  untersuchen.    Aus 
der  Differentialgleichung  1)  für  ou 


pu  =  — 


d^lgöu 


folgt,  dass  pu  gleich  einem  Ausdruck  in  au  und  a'u  ist,  dessen  Zähler 
für  endliche  Werte  von  u  nicht  unendlich  werden  kann,  und  dessen 
Nenner  o-u  ist.  Mithin  muss  öu  für  alle  diejenigen  Werte  null  werden, 
wofür  pu  unendlich  wird,  d.  h.  für  alle  Werte  von  der  Form  2mco-\-2?ico\ 
wie  wir  in  §  10  gezeig-t  haben.  Ferner  lässt  sich  zeigen,  dass  jeder 
dieser  Werte  nur  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  öm  =  0  ist. 
Hätte  nämlich  ou,  nach  Potenzen  von  u — Uq  entwickelt,  die  Form 

au  =  (/(zi—uoy  +a|(M— ?<3)"'+^  +  ■ . ., 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  würde  folgen,  dass 
o'u  =  wa(M— Wo)'^^+(»J+l)«i  (^<— ^0)"*+  •  •  •» 
mithin 
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—  =     "^     1+^1  (m—Mq)  ^     m  ^__^^ 

WO  mit  den  Zeichen  "iß  Potenzreihen  von  Cu— mq)  angedeutet  sind,  die 
flir  u  ^=  ?^  verschwinden.  Durch  abermalige  Differentiation  wUrde  nun 
folgen : 

a — 

Da  ai)er  die  Entwickeluug  von  ym  mit    .         .^  anfängt,  so  muss  //»  =  l 

f-ein.     Damit   ist   bewiesen ,   dass   ou  für  m  =  0   und  alle  congruenten 
Werte  w  =  2wJoj  +  2«a?' unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird. 
Ist  nun  //•  irgend  eine  Fundamentalperiode,  wofür  a^w  =  x,  m  ist 
pM  +  ;rj  =  iv>^  mithin 

d  6'(u-\-w)       d  ö'u 


und  integrirt 


du  o(u-\-w)       du  ou 

öXu-[-w)  ^a'u     ^ 
ö(u-\-n>)       ou 


Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  u  =  — -  i  was  erlaubt  ist, 


w 


da  r>  ^  nicht  null  ist,  und  erhalten 


o'^-      o'[  — z  o' 


rv         I      w\  rv 


O'li 

da  —  eine  ungerade  Function  ist.    Es   wird   also  für  jede  Periode  w 

,w 
1 5)  6'{u-\-iv)  ^  ö^«       _2  ^ 

0{u-{-rv)        Ou  w 

0- 

2 

NehmcQ  wir  nun  für  w  einmal  2f'>,  wofür  s^03  =  Ci,  und  dann  2o?',  wofür 

)pca'  =  ^3,  und  set 

die  beiden  neuen: 

,,.,  ö'(M+2t/j)        o'u  .   ^  ö'o> 

ö(M-f-2o>)        ou        '      '        Oco 

( WeterstrasS'Schwarz,  8,t),  und  durch  Combination  beider  erhalten  wir 


jpcö'  =  ^3,  und  setzen  —  =  ?y,     ^  =  ;/,   so   ergiebt  die  Gleichung  15) 
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1QX  o'(u-\-2M(o-^'2no)')       O'u  , 

^^)  Oiu-\-2,n<v-\-2noy)  =  ^  +  2/.';+2n;y . 

Schreibt  man  mm  die  Gleichung  16)  iu  der  Form: 

~l  lg(J(^^+2a>) — lgö?< — 2?/m     =  0, 
so  folgt  durch  logarithmisehe  Integration 

und  wenn  zur  Bestimmung  der  Constanten  C  u  =  — co  gesetzt  wird. 

also 

19)  ö{ii+2oy)  =  — e2'?(«+«>)(j^ 
(WeicrstrassSchwarz,  y,i).  Auf  ganz  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  17) 

20)  ö  (m+2(ö')  =  — e2'?'(w+f^')öM 
(ib.  7,2).    Wird  allgemein 

mco  -\-  710)'  =  CO.  mri  -f-  nrf  =  »y 
gesetzt,  so  ergiebt  sieh  durch  Combination  der  Gleichungen  19)  und  20) 

21)  öCw  +  rö)  =  —(_1)( '«+!)(«+ l)g2^(M+o7)^j^ 

(Weierstrass-Schwarz,  7,4/     Daraus  sehen  wir,  dass  die  Function 

6u  nicht  periodisch  ist,  ebenso  nicht  die  Function  — idochunter- 

scheiden   sich   die  AVcrte   der  letzteren,   wenn  die  Argumente  um  eine 
Periode  differiren,  nur  um  eine  Constante. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  Function  ou  als  unendliches  Product 
darstellen.  In  der  Functionentheorie  wird  gelehrt,  wie  eine  Function 
durch  diejenigen  Werte  a,  wofür  sie  verschwndet.  dargestellt  werden 
kann.  Sind  nämlich  m  der  Grössen  a  gleich  null,  und  ist  q  die  kleinste 
ganze  Zahl,  wofür 

beständig  convergent  ist,  so  giebt  es  eine  Function 

22)  /■(,,)  _  ^^mfJ 


welche  den  Charaetcr  einer  ganzen  Function  hat  und  für  u  =  a  ver- 
schwindet; und  alle  übrigen  Functionen  dieser  Art  sind  enthalten  in 
der  Form 

23)  /XM)  =  /'(w)e<'*">, 

wo  G{v)  eine  ganze  Function  ist  oder  den  Charakter  einer  ganzen 
Function  hat.  Soll  ferner  eine  für  alle  Werte  ihres  Argumentes  ein- 
deutig  bestimmte   Function    gefunden   werden,    welche    für   gegebene 
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Werte  a  null  und  für  andere  gegebene  Werte  h  unendlich  wird,  so 
bilde  mau,  wenn  (*i   so  bestimmt  ist.  dass  ^'   ,^    beständig    eonvergent 

ist,  eine  Function  ^(M),  welche  für  die  h  verschwindet,  ferner  allgemein 

24)  /-!(«)  = /Kw)^^''^«^; 

alsdann  ist  die  gesuchte  Function  von  der  Form  --  ,  i  und  die  allgc- 
meinste  Form  einer  solchen  Function  wird  wieder 

25)  ^W  =  ^f"'"'' 

WO  6'(y<)  eine  ganze  Function  ist  oder  den  Charakter  einer  ganzen 
Function  hat. 

Diese  Sätze  aus  der  allgemeinen  Functioncntheorie  wenden  wir 
nun  an.  um  unsere  Function  ou  als  unendliches  Product  darzustellen. 
Sind  //•,  und  rv-i  zwei  Grössen,  deren  Quotient  eine  complexe  Zahl  ist, 

so   ist  die   Summe   2  5  die  auf  alle  m  und  n  unabhängig 

von  einander  sich  erstreckt,  convergent,  sobald  ()>2  ist.  Die  Func- 
tion, welche  für  alle  endlichen  Werte  des  Argumentes  den  Charakter 
einer  ganzen  Function  besitzt  und  für  alle  Werte  w  =  2//ioj  \~2noj'  ver- 
schwindet, hat  also  die  Form 

26)  m  =  ujj'\(^^%^''^^' 


wo  der  Accent  an  dem  Productzeichen  andeutet,  dass  das  Wertepaar 
//i  =  U,  « =  ü,  also  der  Wert  ?/' =  0,  ausgeschlossen  ist.  Nun  lässt 
sich  zeigen,  dass  für  unsre  Function  o{u\  die  in  der  Form 

27)  au  =  f(H)e^''"'> 

erscheinen  muss,  (j(u)  =  0  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  differcntiiren 
wir  ö(m)  und  erhalten 

6u        fu 
und  durch  abermalige  Differentiation 

28)  m  =  (p{u)—G"{u), 
wo 

d%f{u)  _  1   .  ^v/      1  1 


Hieraus  folgt 


,p'{u)  =  -\-2ir  Y-^,,  =  —22:.-^   ..^ 
u^       u,   (m — M')  w  {u — rv)-^ 
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wo  sich  die  letzte  Summe  auch  auf  w  =  0  erstreckt.  Da  wir  nun 
ir  =  2cO'\-2  0/i — l)oj-\-2nc)'  oder  /r  =  2co'-{-2mco-\-2(n — l)co'  schreiben 
können,  so  ergiebt  sich,  dass 

ffi'(ii  +  2oj)  =  (f'u,  ff'{u+2co')  =  g,'u, 
dass  also  rp'u  die  Perioden  20?,  2co'  hat.     Durch  Integration  folgt 

^{u-{-2co) — q)u  =  C,  9)(w4-2a>0 — (pu  =  6", 
und  für  u  =  — co  resp.  u  =  — co' 

fpc}  —  (p{ — oj)  =  6',  (pm' — (p{ — o>')=  6", 
also  C  =  0.  C  =  0.  da  cpu  eine  gerade  Function  ist.    Mithin  hat  auch 
tpu  die  Perioden  2co.  2co'.    Nun  war  nach  28) 

s-ju  =  (pu — G"u; 
es  mtisste  also  die  Function  G"u,  welche  den  Charakter  einer  ganzen 
Function  hat,  ebenfalls  doppelt|ieriodisch  sein.  Aber,  nach  einem  Fun- 
damentaltheoreui  der  Functionentheorie ,  muss  eine  doppeltperiodische 
Function  mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function  sich  auf  eine  Con- 
stante  reduciren.     Setzen  wir  diese  gleich  ß,  so  ist 

sm  =  (pu — ß. 
Nun  war 


und  es  ist 

(pu 


,  +  ^' 


(U — W)2        TV'- 


=  A+^f^  +  ^+.., 


Hierin  fallen  aber,  wenn  die  Glieder  mit  -{-w  und  — w  vereinigt  wer- 
den, alle  ungeraden  Potenzen  von  u  fort,  und  es  wird 

(pu  =  ;:^  +  C,M^+  .... 


u- 


mithin  ist  G  =  0.    Dies  ergiebt  für  pw  die  Darstellung: 

IN  /    7^•  =  2/y^0i  +  2 

vP-)        \au8genommen  m 


29)      s^u 


w-     '^  \(«< — mf- 


( Weierstrass-Schivarz,  Fornichi  g,^). 

Ferner  folgt  aus  der  obigen  Gleichung  G"u  =  (S  =  0,  dass  G'u  =  (£' 
(constant),  und  da  Gu  eine  Potenzreihe  von  u  war, 

Gu  =  au-{-b, 
also  nach  27) 

öu  =  e«"+ V(«^)- 
Nun  sind  ou  und  /'(u)  beide  ungerade  Functionen  von  m,  also  hat  man  auch 

öfM=ö-«"  +  V(M), 

woraus  durch  Division  folgt 


1  =  ^2«», 


also  (r  =  0,  und 
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Oll  =  e'^f(u). 
Dividiren  wir  beide  Seiten  durch  u  und  entwickeln 

u  u 

nach  Potenzen  von  u  und  setzen  dann  u  =  0.  so  erhalten  wir  e^  =  1, 
also  ou  =  /'(n)  oder  nach  20) 

30)    ou=^ujiU-V    ^*    U,«=0,±l,±2,...±=x 
'  u,     \       f^J  \    ausgenommen  w  =  0 

(Weierstrass-Schivarz,  Formeln  s>i)-    l'wi*  tlie  Bestimmung  des  (»  war 
es  wesentlich,  dass       eine  complexe  Zahl  ist:  wh-  setzen  voraus,  dass 

CO 

der  reelle  Bestandtheil  der  Grösse     .    einen    von    Null    verschiedenen 

on 

und  zwar  positiven  Wert  hat,  oder,  wie  man  zu  schreiben  pflegt,  dass 

Andernfalls  könnte  man  nämlich  das  Periodenpaar   2o9,  2oy  durch  ein 
äquivalentes  2(5,  2co',  wo 

fö  =  pco-^qco' 
m'  =p'm-\-q'co\ 


ersetzen,  wofür 


R 


(f)>0 

\COlJ 


und  dann  yy,  /j,  p\  //'  der  Bedingung  pq' — p'q= — 1  genügen. 

Die  obige  Darstellung  von  öm  als  unendliches  Product  erinnert  an 
die  analoge  Darstellung  von  sin?/;  es  ist  bekanntlich 

8inw=  u  TT  ( 1 —  )e«^ 

Mit  Hülfe  der  Function  sinus  lässt  sieh  die  Function  ou 
als  einfach  unendliches  Product  darstellen,  d.  h.  als  ein  sol- 
ches, in  dem  nur  ein  Index  unendlich  viele  Werte  annehmen  kann. 
Diese  von  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  gegebene  Dar- 
stellung und  die  dazu  erforderlichen  Ausdrücke  für  die  trigonometri- 
schen Functionen  sind  ausführlich  behandelt  in  dem  schon  oben  er- 
wähnten Werke  von  0.  Bier  manu.  ,,Thcoric  der  analytischen  Func- 
tionen", Cap.  VI:  „Darstellung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen 
einer  Veränderlichen." 

Das  obige  Doppelproduct  hiess: 
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M  ,    1  m2 


J  M   \         o 


Trennen  wir  hier  zunächst  diejenigen  Factoreu  ab.  in  denen  n  =  0  ist, 
so  erhalten  wir 

+^  -"  -4--       "'* 

##    /.  "    \  2Tm'j      2(27tHo'')    ^ 


2moj/ 


m=  +1 
n=  +1 


Nach    der  oben   angegebenen   Entwickelung  von  siniis  ist  nun  (Bier- 
mann.  /.  c:  S.  22 j) 


2mv) 


31)  sin;^^  =  ^'//  U—^'\ 

2/i'       2wJA^\       2moi} 


und  lerncr  ist 

Tf      2  {2mv)f  V2w/    -^    m^  ^  2'«* '    '» 


Formen  wir  hiernach  den  abgesonderten  Teil  um,  so  erhalten  wir 


;n  =  +1   ^ 


«  .     1 


QU  =  ^^sin—  ß<^ ' -''^^     r?  {\  "  V2m(u  +  2rtoy'^"2(2wtft)+2«(./F 


sm— e"^-''"'     ##     1 ,  e' 

.T        2«  •*-*   V       2wco+2«w  ' 

H  =  ±1 

In  dem  doppelt  unendlichen  Product  kann  man  nun  alle  Factoren  zu- 
sammenfassen, welche  dasselbe  n  haben.  Für  jedes  n  erhält  nämlich 
das  Product  die  Form 

1         "^^  «'  +»5  M 


//  1- 


-mrr-oD^"^'""'"''^""''^'*'     //     /i  '^  ^     2wte>+2«ö>' 


m=-^\  2WO>  +  2«Cry'^ 


Wenden  wir  hierauf  die  Formel  an: 

•^^    ^_ 

"1  =  —  ar 

(Bier mann  /.  i;.  S.  324),  so  wird  unser  Product  gleich 


^f  M'_   _J +*.  /  2<  \    2wa>  +  2nö' 


mithin 


il 
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2  tu  .  ::tu 
an=      Sin       e 

71  20) 


-■-(^,l,»Kr))/AY. 


H  =  — xi 


2wa>+2«co' 


2//ia;  +  2«c«' 


Das  hier  iiocli   iihri.u-  gehlieWcne  doppelt  unendliche  Frodnet  sehreüjen 
wir  in  der  Form : 


1w 
Ute' 


Zw 


e"    1 


f  JT) 

n 


nie' 

w  '  m=  —  X) 


1-  ^  .•  1^ 


und  wenden  darauf  die  Formel  31)    und  die  Darstellung-  der  Function 
cot.  nämlich 

:;rcot;ra:=  ;  +    >      -; 


n  =  — 00 


(Biermann.  /.  c.  S.  328)  an.  wodurch  Jeder  Factor  von  der  Form 

Tiu        nuj' 


.       /   CO'        u  \ 
\    CO        'iCDJ 


jinco 


sm 

CO 

wird.     Dies  giebt  flir  au  das  Resultat: 


oder 


sm--(2««>' — u).8m-~(2nco'-\-u) 
2c? ^        2(0 

sin^l —  .  2wco' 
\2cö 


32) 

wo  die  Constante 
33) 


2oj  .   /jr?A  iw  TT 
au  =  — sin    -    e     // 

JT        \2coJ        „  - 1 


1— 


sin2  -- 


:T'' 


'/  =  . 


2oy 


1 


ist  (Weterstrass-Schwarz,  Form  du  6,4  71.  n).  Diese  Constante  ist 
identisch  mit  ^  wie  man  sieht,  wenn  man  //  um  2(o  vermehrt,  wu- 
durch  (j(//+2o>)  in  — /■i'/("+''^)öw  (Gleichung  19)  übergebt. 


110  [§  15 

Lässt  man  Mi     .  h  d.  li. 
\o)iJ 

gross  werden,  so  erhält  mau 


Lässt  man  9l(     .h  d.  li.   don    reellen    Bestandteil  von      .unendlich 
yonj  on 


1  (tcuV 


34)  r>u  =  e  —  sin  ( ^ 

3t  \ji 


2a?  _.  _  i'jrur 

(Weierstrass-Schivarz,  Formeln  6,iJ. 

Die  Formel  32)  fttr  oii  kann  man  auch  schreiben: 

>ni-                                   .    (  cof        u\  ,,,;  .    (  Co'       u\ 

l!z-^  .     .     00  sin  w ^     br  _!^  oo  sin  w— -j-^—  pr 

und,  wenn  man  —  =y.  =t  setzt: 
2co  oj» 


WT     A         ■2;;(üv2  2w  .         /-#sin(«T — y)jr  _^^v  jrrsin(nT  +  y)jr  ^ 

ö  {2o3v)  =  e^'i"^''   —  sin  y JT  /  /  — ^^ —e    ^^'  /  /  — ^i —e" 

jt  ^^\      mvinrüi  ^-^      sinnr^TT 

(ib.  6,7).    Setzt  man  ferner  e^^'  =  z,  (?^"*  =  g,  so  wird 

35)  öM  =  ö(2«y)  =  6^'^^^ -: —  // ^, —  // ^^— 

(ib.  6,8),  oder  auch 

36)  o?<  =  ö (2töy)  =  e'''^"'^   — amvjtjj^ — ^  ? 


wo 


37)  .,»  =  .<i-|(-^$,),      (.^r> 

( Wcierstrass-Schwarz,  Formeln  6,9  n.  10). 

Aus  der  Darstellung-  von  au  als  einfach  unendliches  Product  lässt 

sich  sofort  eine  analoge  Entwickelung  für  die  Function  —    herleiten. 

TCUi 

Da  nämlich    z  =  e'^^,  also^-==  —    ist,  so  erhält  man  für  die; du: 

du       2co        '  ^ 

,       .     UJt 

I  «IgSin;— -  S«>/«9»  9  r»9«9\ 

cü~~cä^         rfw         ^  ;;4l  \1— ?'''"^~''~  1  —q^y2m 
oder 


oder  auch 


■~  a>  "*"  ~  rfM      "^  :f§lVi— ^ 

ö'm rju       Jt         iijt      X  "V^  /    ^'-"2^    q^'^z--    \ 
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.,QxO-'/< t/U       ji     z-\-z-^^      t^\^f     ^^"^^  q^"z-'-    \ 

^  Ou~  o}^  2oy  (:— z"')/       ml ^Xl—Q-"z^-  ~  l—q-^z'-J  ' 
uni  noj'i 

worin  z  =  c  -'"'  imd  q  =  e  "^     ist. 

Aus   dieser  Formel   lässt    sich    eine    liöelist  merkwürdige    Hezie- 

hunfi-  zwischen  den   vier  Grössen  0,   o>',  71= ?/=       ,r    herleiten. 

z-^-z^^                  2iz'^ 
Schreibt  man  nämlich  für  i   ,  = — / — r   und   trennt  die  bei- 

Z  —  2~'  1 Z^ 

den  Reihen   der    obigen  Summe,   da  jede   für  sich   convergent  ist,  so 

erhält  man: 

o'u                  X.     mzT-         .\ry    q''"z'^     ,      .  v^    q'-''z~' 
CO mi  = i .  — Jii    y, -, — j. -\-üii  7_i 5 -, ' 

au  '  2  1—^2  ^X—fn^'l^         ^1_^2«2-.' 

Setzt  man  nun  u+o'  für  11.  so  wird  zq^^  aus  z,  also: 

o\u-\-(D')        .    .     , 


rt  iJU  Oll 

=  -2'- 


Jiiqz-  ^    ^--»-t-^^-^  .^-<     q^'^-^z-' 

Schreibt  man  aber  für 

und  nimmt  das  Glied   — jii—^ — - 1  worin   n  =  1    ist,    zu    der  letzten 

1 — qz- 

Summe  hinzu,  so  erhält  man: 

Setzt  man  hierin  u  =  0,  so  wird  c  =  1  ;^die  beiden  Glieder  unter  dem 
Summenzeichen  heben  sieh,  und  es  wird,  da  — ,  = //  ist, 

39)  i]Oi' — coTj'  =  z-i 

(Weierstrass-Schwarz,   Formeln   7,5/    Mit  Hülfe  dieser  Formel  kann 
man  aus  drei  der  Grössen  o>,  co',  7/,  ry'  die  vierte  berechnen. 

§  16.     Besondere  Darstelhiiig:  der  Zähler  und  Nenner  der  unendlichen  Pro- 
ducte  für  sn,  on,  dn.     Der  Urs|»run§r  der  Thetafnnetionen. 

Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  Zähler  und  des  gemeinschaft- 
lichen Nenners  der  Produete  für  sn,  cn,  dn  (15)— 17)  des  §  11)  zeigt, 
dass  dieselben  sich  sämtlich  aus  einer  Function  durch  Aenderung  des 
Arguments  herleiten  lassen.     Setzt  man  nämlich: 
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1) 

so  ist: 
2) 


F(a:)  =  JJ  (1— 2r'-'cos2a-  +  ry^'--), 


/•Vr  +  i^)  =  //(l+2^-'-  ^cos2.r+$^'-^). 


Für  .r  =  0  erhält  mau  aus  1)  und  2): 


3)       /XO)  =  Jlii-e-'Y. 


F\ 


77(1+ 


,ir~l\1 


)2. 


Setzt  man  in  den  Gleiehung:en  1)  und  2)  .r— -log</  statt  .r,  so  gehen 

z 

dieselben  über  in: 

Fix-'  lOgV/)  =     //(l_^2.g2..-)(l_^2,-o^-o,,) 
'^  1 

X 

=  (l—e--^0//(l— ?""■«■"")  d—'/-''^"-^') 
1 

=  2/e-^'sin.r  JJ{l—2q''''G082x-^q*% 


F(a;+^— ^  log^)  =  2ß-^'eo8x//(l4-2^-''eo8  2.r+^*0, 

und  flir  a:  =  0  giebt  die  letzte  Gleichung: 

^(f-|log?)  =  2  7/(l+^n^. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Gleichungen  15),  16) 
und  17)  des  §  11  auf  folgende  Weise  darstellen: 


4) 


2Ä^x       e'' 

sn =  -T- 


2ÄX 
cn ==  e^ 


i^(f)  Hx-^logg) 


/-(f-^log.) 


Fix) 


FiO) 


F{^-^\osg) 


Fix)  ' 


,    2Kx  F(0)  ^^^^2) 

71  „  ,x.       t  ix) 

Die    Gleichungen   4)  zeigen,    dass    man    eine    beliebige    der    vier 
Functionen 
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als  fundamentale  Function  nehmen  kann,  mit  deren  Hülfe  sieh  die 
elliptischen  Functionen  durch  Aenderungen  des  Arguments  als  Quo- 
tienten darstellen  lassen.  Es  ist  daher  von  Interesse,  eine  Function 
F{x),  definirt  durch  die  Gleichung  1),  genauer  zu  untersuchen.  Eine 
solche  Untersuchung  führt  durch  Auflösung  des  unendlichen  Products 
auf  eine  Reihe,  deren  ebenso  einfache  wie  eigenthümliche  Form  Ja- 
cob i  zu  Resultaten  geführt  hat,  welche  zu  den  glänzendsten  und 
productivsten  Entdeckungen  dieses  grossen  Mathematikers  gehören. 

Ohne  an  den  Gleichungen  4)  etwas  zu  ändern,  kann  man  statt 
F{x)  den  Ausdruck  C .  F{x)  nehmen,  wo  C  in  Beziehung  auf  x  constant 
ist.  Da  die  Darstellung  durch  Hinzufügung  einer  solchen  Constanten 
etwas  an  Einfachheit  gewinnt,  so  soll  statt  Fix)  der  folgende  Ausdruck 
zu  Grunde  gelegt  werden: 

00  00 

f^^)  =  II  (1— '?"0  n  (1—2^^'-^  cos  2a:+^4'-2). 
1  1 

Es  sei  nun: 

00 

5)  (p{z)  =  {i  +  gz)aJ\-qH){\  +  qH)    ••=11  (l  +  ^^r-i^). 

1 
Denkt  man  sich  rechts  die  Multiplication  ausgeführt,  so  ist  auch 

6)  <jp(2)  =  A,-hAiZ-^  . . .  =  ^AszK 

s  =  0 

Setzt  man  in  5)  q-z  statt  2,  so  folgt: 

g)iq'-z)  =  il-\-q^z)(l-{-q^z) 

Diese  Gleichung  mit  1+^2  multiplicirt,  reproducirt  rechts  nach  5) 
95(2);  man  erhält: 

(l-]-qz)cf){q^z)  =  cp{z). 
Nimmt  man   die   Eutwiekelung  6),  so   lässt   sich  die  vorstehende 
Gleichung  schreiben: 

il+qz)iAQ  +  Ayq''-z-\-...+An-iq-''-''z"-'+A„q^"z"+...)  =  Ao+AiZ  +  ...+An2"+... 
und  die  Vergleichuug  der  Factoren  von  z"  giebt: 

Anq''"-{-A„-iq'"'-'  =  A„, 
oder: 

Für   2  =  0   ist   nach  5)  (jp(0)  =  l.    Die   Gleichung  6)  giebt  dann 
Aq  =  1.    Mittelst  der  Recursionsformel  für  die  An  erhält  man : 

^  g"' 

"        (l—q^)(l—q*)....(l-q">) 

Man  setze  ferner  mit  Jacobi: 

KDDe|ior,  ollii)t.    Kunctionen.     2.  Aufl.  8 
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7) 
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(l—qz){l—q'^z)(l—qH) 


1—qz  (l—qz)(l—qh) 


Wird  qz  statt  z  gesetzt  und  die  so  erhaltene  Gleichunff  mit  multi- 

1 — qz 

plicirt,  so  bleibt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  unverändert,  es  folgt  dann : 


-A  + 


qz 


1 — qz 

1 

1 — qz  '  (1 — qz)(l — q'^z) 
1 


/^2  + 


U—qz)(l—g'^z)    "   a—qz)(l—qH)(l—q^z) 


ß^-\- 


Bi  + 


2-r2 


q^z 


(l-qz)(l—q^z)(l—qH) 


A+... 


Da  nun  allgemein  j 


q^z 
„    =  1  +  r^;;r- '  so  lässt  sieh  die  rechte  Seite 
-q'^z  1 — q^'z 


der  letzten  Gleichung  auch  schreiben: 


1  +  r^-h    '' 


1+: 


q^z 


1 — qz      1 — qz\       1 — q^z 
qz 


Bi  + 


U2 


q'-z 


{l—qz){l—q-^z) 


1  + 


1—q^zJ 


^2+... 


=  1  + 


1 — qz 


(l  +  ^i)  + 


U2 


q^z 


(l—qz)(l—q^z) 


{ß^-\.qB,)  + 


3r3 


^•>Z 


{B^+qW^)-\- 


{l—qz){l—qH){l—qH) 
Vergleicht   man    diesen  Ausdrack   mit   der   linken  Seite    der   vorigen 
Gleichung,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  i5,,  B.^....  die  Gleichungen: 
q  (^,  +1)       ==  ^i,  oder  {\—q)B,  =  q, 
q\B.,-\-q  B,)  =  ^2,  (1-^2)^2  =  q'B,, 

qKB,  +  q''ß,)  =  B,,  (l-q^)B,  =  q^B„ 


Diese  Gleichungen  geben: 


B,= 


1—q 


B, 


(l-g)(l-^2) 


A  = 


allgemein 


(1— ^)  (1—^2)  (l_^3) 


Bn-= 


{l—q){l—q^)....{l—q-) 
Die  Gleichung  7)  wird  hierdurch: 

1  ^   .      q 


(1  -  qz)  {\—q'^z){l--qH) . . 


1  + 


1 — q    1 — qz 


+ 


d—qXl—q-')    il—qz){l—qH) 


+ 


,+ 


(1-^)(1— ^2)(l_^3)     (l_^2)(l_^22)(l_,^3^) 

In  der  vorstehenden  Gleichung  setze  man  q-  statt  q,  darauf  z  =  r/", 
es  folgt  dann: 
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m 


+ 


1  + 


1— 7/2       1— V/^»  +  -' 


Diese  Gleielmiiic  imiltiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit: 

r^ 

(l_,^2)(l_^4)....(l_^2„)- 

Der  allj^emeine  Term  auf  der  rechten  Seite  ist  dann: 

^.2  .m-  fi'lnm-^itl 


(1—^2)  (1_^4)  . . .  (1— ^2m)      (i_^2)  (l_^4)  .  .  .  (l_^2„  +  2™) 
/v»n2  /■/«+m)2 


(1—^2)  (1—^4)  .  .  ,  (1— ^2m)      (1—^2)  (1—^4)  .  . .  (l_^2„+2m) 

Dieser  Ausdruck   lässt   sich  unter  Anwendung   der  obigen  Werte  für 
A„  einfacher  durch  Am  An+m  ausdrücken.     Da  Aq  =  1,  so  erhält  man: 

yv«2  CO 

8)  -^ =  A(fAn-\-AiAn  +  l-\-  ....=  y^  AsAn  +  s- 

mi—q"-)  fri 

1 

Setzt  man  in  6)  z  =  e--^'  und  z  =  e~-'\  bildet  das  Product  von: 

^(e2x.)      =^^j4_^jg2x._,_^2e4x.-,_    _    _^ 
^(g-2x<^  =  ^Q-f-^^  g-2x.-|_^2g-4x._^ ^ 

so  ist  der  Factor  von  e-'««-|-e-2«:n' =  2cos2/i.t  gleich 


AoA„-\-AiA„j^\-\r  . . .  =^jAsAn 


+  s 


d.  i.  nach  8) 


1 


1  +  2    ^  ^"-  cos2nx- 


Man  erhält  so: 

^(,,„)^(,-=„^=  ffa_,<o 

Setzt  man  links  für  g){z)  seinen  Wert  in  Form  eines  unendlichen  Pro- 
ducts aus  5),  fuhrt  die  Multiplication  je  zweier  Factoren: 

(1  +  q^'-^e-'^')  (1  +  q"—^e--'')  =  1  -f  2ff^-^  cos  2x + q*'-\ 
aus,  so  erhält  man  schliesslich: 

00  00  OD 

•0       U  (1— ^^0  //^l  +  S*?^'-'  cos  2.r  +  r/'-2)  =  1  +2  2  '^/"'  ^'os  2nx. 

r= \  r  = 1  H - 1 

Vertauscht  man  x  mit  -  — x,  so  folgt  leicht : 

CO  CO  OD 

77  d-V^')  //  (1— 2v-'' - '  cos  2.r+^'--')  =  1  +2^(--l)«^""  cos 2nx. 

8* 
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lu  der  Gleichung  9)  setze  man  2  cos 2nT  ^  ^-"*'-f  (?--"",  vertausche 
X  mit  .r —  ^\ogq  und  multiplicire  die  so  erlialtene  Gleichung  mit  q^e".  Es 
wird  dann: 

2q^G0Sx/J  il—q-'-)  JJ(l-\-2q-''COS2x  +  q*'-)  =  //V' 
1  1 

30  OD 

+  'y^^(n+i)2g(2»  +  l)«-j-  X^^Oi-i)2g-(2n-l)xi 
1  1 

OD  JO  OD 

=  2^f"-i^2^(2"-i'''-f  2^f"-b2e-<«"-i)«'  =  2^  g^"-^>'  COS  (2w— 1)  a;. 
1  1  1 

Vertauscht   mau   in   der  vorstehenden  Gleichuno-  x  mit x,   so  ist 

endlich : 

00  QO 

2^i  siux  JJ  il—q-')  J/(l—2q^''cos2x-\-q'^'-) 
1  1 

OD 

=  2  ^  (—  1  y-^qC^-h^  sin  (2n— 1)  x. 
1 
Fassen  wir  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  haben  wir  jetzt 
folgendes  wichtige  Formelsystem  für  die  Verwandlung  der  unendlichen 
Producte  in  Reihen: 

JJil— q-OTfil +2q^'-' COS  2x  +  q*'—-) 

r=l  r=l 

00 

=  1  +  2  ^^^"- cos2na:, 

n  =  l 

00  00 

]J(l—q-'')II{l—2q-'-'  C0S2.r  +^^'•-2) 

r-l  ;•  =  1 

=  1  +  2  2  ( — 1)''^"-C08  2nar, 

n  =  l 

00  00 

2q^eosxJJa—q-'-)JJ(l-\-2q-''e082x-{'q^'-) 

r= 1  r = 1 

00 

=  2^»"''~^^'cos(2n— l)x, 

n=  1 

2^^sina;  JJ  {l—q^'')/]  (l—2q-' cos  2x+q^^) 

r=\  r=l 

00 

=  2^(— l)"-^^("-^^"sin(2n— Do;. 

7i=   1 

Diese  Gleichungen    sind   eine    reichhaltige   Quelle  der  interessantesten 


10) 
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Beziehungen  zwischen  Analysis  und  Zahlentheorie  geworden.  V'^on  der 
ersten  macht  Jacobi  eine  Anwendung  auf  die  Öiniultanfurnien  des 
zweiten  Grades,  in  denen  gewisse  Zahlenklassen  immer  enthalten  sind. 
(„  Ueber  unendliche  Reihen,  deren  Exponenten  zngleicJi  in  Z7vei  ver- 
schiedenen quadratischen  Formen  enthalten  sind",  Grelle  J.  XXXVII, 
6/ — g4  u.  221 — 2^4;  Ges.    Werke  II,  21^—288). 

Die  im  Vorhergehenden  befolgte  Entwickelung  eines  unendlichen 
Products  in  eine  Reihe,  wie  dieselbe  in  den  Gleichungen  7)  und  8) 
enthalten  ist,  riihii  von  Jacobi  her  ( Fund,  i}  64,  Ges.  Werke  I,  2j2j. 
In  §  52  der  „Ficfidamenta"  (Ges.  Werke  I,  ig8)  wird  zuerst  das  Product 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  9),  später  (§  Gl.  Ges.  Werke  I,  224) 
auch  das  Product  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  10),  durch  eine  func- 
tionale  Bezeichnung  als  besonders  bemerkenswerte  Function  hervor- 
gehoben. In  §  (35  (Ges.  Werke  I,  2jß),  fast  am  Ende  des  Werkes,  definirt 
Jacobi  zw^ei  Functionen  (-J  und  II  auf  folgende  Weise: 

— ^  J  =  1 — 2^  cos  2a:+2^^eos4a:— 2*?9eos6.r+2{^"^cos8.T — . . . 

=  1  +  2  ^(— l)'V/-cos2^^r, 
1 

(2  Kx\ 
— ^  j  =  -2(i'<  sin.r — 2^^sin 3a;+ 2<jnr8in bx — 2q^i  sin Ix-^  ... 

=  2^  (_i)«-V/«-i)2  gjjj  (2«— l)a-. 
1 
Die  beiden   Functionen    f)  und  //   sind  die   unendlichen  Reihen, 
welche    auf   den    rechten  Seiten  zweier  Gleichungen   10)   vorkommen, 

durch  einfache  Vertausclmng  von  x  mit  - — x   erhält  mau  die  Reihen 

auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  andern  Gleichungen  10). 

Die  elliptischen  Functionen,  welche  wir  in  §  11  (Gl.  15) — 17)) 
durch  unendliche  Producte  dargestellt  hatten,  lassen  sich  nun.  wenn 
wir  noch  die  Gleichungen  19j  und  20)  in  §  13  berücksichtigen,  in  fol- 
gender Form  ausdrücken: 


oder 
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2Kx 

sn 

31 

2Kx 

cn =   /  7- 


dn 


3t 

2A'a; 

ji 


1      Iq^i  sino; — 2^^  sin  3.r + ^(fl  sin  hx — 2^7*  sin  Tx  + . . . 
|/Ä-  1 — 2^  cos  2a: +2^'*  cos  4a: — 2$'-'  cos  6a: + 2^  ^^  cos  8a: — ... ' 

k'    2q^ cosa;  +  2q^ cos 3a: -f- 2f/t cos 5a:  +  2q^ cos lx-\-... 

k  1 — 2^  cos  2a: +  2^*  cos  4a: — 2(?ö  cos  6a:  4-2(7*6  cos  8a: — ... 

—  i/P  l  +  2^co82a:+2^*cos4a:+2^»cos6a:+2^*6cos8a:-f-... 


1 — 2^  cos  2a: +  2^^  cos  4a: — 2^^cos6a:+2^i'^cos8a:— ... 

Diese    Entwickelnngen    hat   Jacobi   in   §   60    seiner   „Fundamenta" 

(Ges.    Werke  I,  2j^)  gegeben. 

Die  in  den  Gleichungen  11)  und  12)  vorkommenden  Bezeichnungen 

haben   den  Nachteil,    dass   dieselben   sehr  unbequem   sind  und   auch 

2Kt 
das  Argument  — ~  zu  complicirt  ist,   namentlich  bei  Rechnungen  mit 

solchen  Functionen,  bei  denen  man  in  die  Lage  kommt,  Functions- 
zeichen  und  Argument  sehr  häufig  schreiben  zu  müssen.  Dieses  hat 
später  Jacobi  bewogen  in  seinen  Vorträgen  über  die  Theorie  der  el- 
liptischen Functionen  sich  einer  einfacheren  Bezeichnung  zu  bedienen 
und  jede  der  in  den  Gleichungen  10)  vorkommenden  Reihen  mit 
einer  besonderen  Bezeichnung  zu  versehen,  statt  sich  auf  die  bei- 
den in  den  Gleichungen  11)  und  12)  bemerkten  Bezeichnungen  zu  be- 
schränken. In  Folge  der  gewählten  Bezeichnung  ,,d-"  heissen  die  Reihen, 
welche  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  10)  vorkommen, 
Theta-Functionen  (»9^-Fuuctionen).  Man  kann  diese  Reihen  leicht 
in  etwas  anderer  Form  schreiben,  welche  geeignet  ist,  den  Zusammen- 
hang dieser  Reihen  unter  einander  mit  geringen  Rechnungen  darzu- 
thun.    Setzt  man  2cos?/ =  f!"+e~"^*,  so  ist: 


n  2  ^ — Inxi 


1-f  2^r/"''eos2«a:  =  l-H^g"'e'^"^'+yg 
1  11 

OD  OD 

'^"^   ^n2g2nx»_i_  ^^  ^n2g— 2nart 

n—O  H  =  1 

In  der  ersten  Summe  rechts  nehme  man  n  =  m,  in  der  zweiten  Summe 
n  =^  — ni,  es  durchläuft  dann  m  alle  positiven  und  alle  negativen  ganzen 
Zahlen.    Die  Vereinigung  beider  Summen  giebt: 


m  =  — OD 


Auf  diese  Weise  lassen   sich  die  rechten  Seiten   der  Gleichungen  10) 
auf  folgende  Art  darstellen: 
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13)     s    ^ 

l     — X>  '  — OD 

nnd  wir  erhalten: 


14) 


m  =  — CO 

<X>  00 


+00 


OD  JC 

2v''  <^Oiix  JJ(l—rf)  J  f  (1  +  2r'-cos  2.r  + Y^O 

)•  =  1  r  =  1 

771  =:  — SO 

2rf'  sinx/Jd—rf)  JJ{\—2(f'-  COS 2.r+ (/^O 

r=.l  r=l 

1      +* 
=  4      7        ( l)"»^('»+i)2  e{2m+l)*t^ 

m  =  — 00 

Diese  Summen  nehmen  eine  etwas  nbersiehtlichere  Form  an,  wenn 
man  q=^p*  setzt.     Da  ^  =  6^08'?,  so  ist  auch: 

OD  30  OD 

▼    f.m-  a'iinxi    __.  ^    pjn"^  .  log5  +  '.'77uri    __     ^    pam-+'2bm 
—  jr  — OD  — oc 

wenn  zur  Abkürzung  \ogq=^a  und   xl  ==  b   gesetzt   wird.     Mnu  kann 
den  vorstehenden  Ausdruck  dahin  verallgemeinern,  dass  in  der  Summe: 

15)  .S'=  ^g^m-i+atw+o 

rt,  /;  und  c  beliebige  reelle  oder  eomplexe   Grössen   sind.     Setzt   man 
a  =  a-\-ßi,  so  ist  das  Verhältnis  zweier  successiven  Terme  der  Summe  S: 


gain+lf+2b{n+l)+c 


gaN^+2bn-\-c 


^g(2n  +  l)a  +  2ö 


=  e^-"  +  ')«+-*[cos(2/i+l)i3+<sin(2«  +  l),9] 
Ist   nun  a  negativ,   so    hat   der    vorstehende  Ausdruck   Null  ^zur 
Grenze,  wenn  n  unbegrenzt  zunimmt.     Die  in  15)  aufgestellte  Reihe  S 
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ist  also  immer  convergent,  wenn  der  reelle  Teil  von  a  negativ  ist, 
welche  endliehen  Werte  auch  h  und  c  haben  mögen;  es  kann  b  reell, 
imaginär  oder  complex  sein.  Die  Quantität  c  kommt  nicht  weiter  in 
Betracht,  da  e'  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Terme  der  Reihe  S  ist. 
Der  Einfachheit  halber  werde  c  =  0  gesetzt.  Lässt  man  in  der  Glei- 
chung 15)  a  und  h  variiren,  so  lassen  sich  Reihen  herstellen,  in  denen 
das  reihende  Element  nur  gerade  oder  nur  ungerade  ist,  die  Terme  der 
Reihe  abwechselnd  positiv  oder  uegati\  sind,  wobei  die  Reihe  mit  einem 
eonstanten  Factor  multiplicirt  erscheint.  Man  überzeugt  sich  leicht  von 
den  folgenden  Relationen: 


=  e- 


b^  ~iim+lY+{b-\a)i2m+\) 


te- 


Diese  Reihen  sind  die  in  13)  aufgestellten  Reihen,  nur  in  etwas  ver- 
änderter Schreibweise. 

Die  in  13)  und  15)  aufgestellten  Reihen  sind  Reihen  von  Exponen- 
tialgrössen.  bei  welchen  das  reihende  Element  im  Exponenten  in  der 
ersten  und  in  der  zweiten  Potenz  erscheint,  können  also  als  eine  Er- 
weiterung des  Begriffes  der  Exponentialreihe  oder  der  binomischen 
Reihe  angesehen  werden.  Jacobi  hat  diese  Gebilde  einer  eingehen- 
den Untersuchung  unterworfen  und  in  Beziehung  auf  Relationen  zwi- 
schen derartigen  Reihen  die  Fundamente  zu  einer  ebenso  interessanten 
wie  wichtigen  Theorie,  der  Theorie  der  Theta-Funetionen,  ge- 
legt. Wir  wissen,  dass  sowohl  die  Logarithmen  und  die  cy ciometri- 
schen Functionen  wie  ihre  Umkehrungen,  die  Expouentialfunctionen 
und  die  trigonometrischen  Functionen,  sich  mit  Hülfe  der  binomischen 
Reihe  leicht  entwickeln  lassen.  Analog  erscheint  die  Lehre  von  den 
elliptischen  Integralen  und  ihren  Umkehrungen,  den  elliptischen  Func- 
tionen, als  eine  Folgerang  der  Lehre  von  den  Theta-Functionen,  eine 
FolgeiTing,  welche  im  Folgenden  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi 
dargelegt  werden  soll.  Diese  Darstellung  nimmt  in  der  Hinsieht  keinen 
unnötigen  Raum  in  Anspruch,  als  die  zu  entwickelnden  Gleichungen 
zwischen  Theta-Functionen  nicht  nur  für  die  Lehre  der  elliptischen 
Functionen  und  Integrale  wesentlich  sind,  sondern  die  Theta-Functionen 
für  verschiedene  Zweige  der  Mathematik  von  grosser  Bedeutung  sind. 
Wir  werden  sehen,  dass  die  Thetafunctionen  am  besten  geeignet  sind, 
die  Eigenschaften  der  elliptischen  Integrale  aller  Gattungen  zu  ent- 
hüllen.     Deshalb   nahm   Jacobi   später  in    seinen   Vorlesungen   über 
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elliptische  Fimctionen  die  Beti'iichtuug  der  von  ihm  eingeführten  neuen 
Transcendente  (-)  zum  Ausgangspunkt  der  ganzen  Theorie.  , Bedenkt 
man",  sagt  Dirichlet  in  seiner ,,  GcdäcJit)u'srcdc  mifjacobi"  (Ges.  Werke  f, 
14),  ,da88  die  neue  Function  jetzt  das  ganze  Gebiet  der  elliptischen 
Transcendenten  beherrscht,  dass  Jacobi  aus  ihren  Eigenschaften  wich- 
tige Theoreme  der  höhereu  Arithmetik  abgeleitet  hat,  und  dass  sie 
eine  wesentliche  Rolle  in  vielen  Anwendungen  spielt,  von  welchen  hier 
nur  die  vermittelst  dieser  Transcendente  gegebene  Darstellung  der 
Rotationsbewegung  erwähnt  werden  mag,  welche  eine  von  Jacobi's 
letzten  und  schönsten  Arbeiten  ist,  so  wird  man  dieser  Function  die 
nächste  Stelle  nach  den  längst  in  die  Wissenschaft  aufgenommenen 
Elementartranscendenten  einräumen  müssen.  Auffallender  Weise  hat 
eine  so  wichtige  Function  noch  keinen  andern  Namen  als  den  der 
Transcendente  6/,  nach  der  zufälligen  Bezeichnung,  mit  der  sie  zuerst 
bei  Jacobi  erscheint,  und  die  Mathematiker  würden  nur  eine  Pflicht 
der  Dankbarkeit  erfüllen,  wenn  sie  sich  vereinigten  ihr  Jacobi's 
Namen  beizulegen,  um  das  Andenken  des  Mannes  zu  ehren,  zu  dessen 
schönsten  Entdeckungen  es  gehört,  die  innere  Natur  und  hohe  Be- 
deutung dieser  Transcendente  zuerst  erkannt  zu  haben". 

Der  von  Jacobi  eingeschlagene  Weg  ist  später  in  zwei  bemerkens- 
werten Abhandlungen  weiter  verfolgt  worden,  indem  statt  der  ein- 
fachen Summe  S  der  Gleichung  15)  eine  Doppelsumme  von  der  Form: 

ZU  Grunde  gelegt  wurde,  in  welcher  «,  «i,  h,  c,  Cx  und  (j  beliebige 
Quantitäten  und  w,  w«,  summireude  Elemente  sind,  welche  unabhängig 
von  einander  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligeu  Werte  an- 
nehmen. Die  Beti'achtungen  einer  Doppelsumme  von  der  obigen  Form 
führte  auf  Functionen  von  zwei  Variabein  und  vier  Perioden,  auf  Func- 
tionen, welche  nach  Jacobi's  Vorschlag  „Abel'sche  Functionen" 
heissen.  Die  beiden  oben  erwähnten  Arbeiten,  welche  zuerst  in  her- 
voiTagender  Weise  ein  ganz  neues  Gebiet  der  Analysis  erschlossen 
haben,  sind  die  folgenden:  Göpel:  „Theoriac  transccndciitium  Abclia- 
narum  prifui  ordinis  adumhratio  levis"  (Cr eile,  J.  XXXV,  2yy — 3^2), 
und  Rosen hain:  „Memoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et 
ä  quatre  pcriodes,  qui  sojit  les  inverses  des  integrales  ultra-elliptiqiies 
de  la  premiere  classe"  (Mem.  pre's.  p.  div.  sav.  e'tr.  XI,  j6i — 468, 
Paris  18^1). 

Auszüge  aus  der  zweiten  Abhandlung  in  Briefen  an  Jacobi  ent- 
hält Grelle  J.  XL,  jig — j6o.    In  der  Einleitung  zu  seiner  Abhandlung 
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hat  Rosenil ain  einige  Resultate  aus  der  Theorie  der  Theta-Functionen 
nach  Jaeobi  aufgestellt. 

Es  muss  hier  mit  Rücksieht  auf  weitere  Ausdehnungen  der  in  15) 
aufgestellten  Reihe  5  uud  ihre  Anwendungen  in  der  allgemeinen 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen  bei  diesen  Andeutungen  bleiben. 
Die  allgemeine  Theorie,  das  Werk  der  bedeutendsten  neueren  Mathe- 
matiker, wie  Weierstrass.  Riemann,  Hermite  u.  A.,  erfordert 
weitere  Untersuchungen,  welche  ausserhalb  des  Gebiets  dieser  Vorträge 
liegen. 


Fünfter  Abschnitt. 


§  17.    Die  Theta-Functionen.    Beziehungen  zwischen  denselben. 

Im  Folgenden  werde  unter  q  ein  positiver  echter  Bruch  ver- 
standen, oder  allgemeiner,  eine  Exponentialgrösse  von  der  Form :  6"+*', 
wo  a  und  h  wesentlich  reelle,  positive  Quantitäten  sind.  Die  Variabele 
X  kann  jeden  beliebigen,  reellen,  imaginären  oder  complexen  Wert 
annehmen.  Dieses  vorausgesetzt,  werden  die  vier  Reihen,  welche  unter 
13)  in  §  16  aufgestellt  sind,  „Theta-Functionen"  genannt  und  nach 
Jaeobi  auf  folgende  Art  bezeichnet: 

1)  9.(a:,ry)=      V     (_l)m^^m2g2m^.  ^    1  +  2  V  (— 1  ^  (?^- C0S2/U- 

m  =  — as  r  =  l 

=  1— 2^cos2.t  +  2^^cos4.r— 2^''cos6a;+2j-^cos8a; — ... 

2)  ö-iGvy)=i  ]^  (_i)m^/"'+i'%(2m+i)x.  =  221(— J)''~V''"~-^'sin(2r— l).r 

=  2$^sin.r — 2?'^sin3a:+^^irsinoa: — 1qH^%\\s.lx-\- ... 

OD  00 

%)d^^{x,q)^    2    r/'«+i)V-'"+i)^'  =2  21^^'"~'^'cos(2r— l)a; 

=  2^'^  co8cr+2^^  cos  3a:+2^T^eos5a;-F2gxcos7a;+  ... 

X  CO 

4)  6^3(a•, q)=    ^  ^m'i^imxi  =  1  _}- 2^  q'^''  cos 2ra; 

=  l  +  2//cos2.T+2^'*cos4.T  +  2^'^cos6.T-f  29i6cos8.r-l-  .... 
Diese  vier  ^-Functionen  sind  von  den  beiden  Argumenten  x  und 
q  abhängig;  behält  q  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben  Wert,  so 
soll  q  unter  dem  Functionszeichen  nicht  mit  angemerkt  werden,  also 
einfach  Q-{x)  statt  ^{x,q)  gesetzt  werden.  Es  werde  vorläufig  x  reell 
genommen. 
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Jede  der  Thetafimctionen  genügt  der  partiellen  Differentialgleich nng 

,  de     82© 

da  jeder  Term  ihrer  Reihen  derselben  genligt. 
Für  X  =  0  wird : 

*i(0,^)  =  0,  ^;(0)  =  2^^— 2  .  Sff'-\-2  .  o^¥— 2  .  7//X+  ... , 

^3(0,?)  =  l  +  2ry+2(?H2//9  +  2^i6+2ry254-... 

und  für  a;  =  — • 

4 

,^.(|,^)  =  ^,(|„,)  =  |/|(2^^-2??-2#+2^^  +  2/i^- . . 

Die  Functionen  ü^,  d-o,  O-2  sind  gerade  Functionen  von  .r,  die  Func- 
tion &i  ändert  mit  x  ihr  Zeichen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  ergeben  sich  unmittelbar  die  fol- 
genden Gleichungen,  in   denen  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

»   (^'*^+- 2)  ^  ^'^''^'  '>l(--^+f )  =  ^2(a-), 

^3(^+1)  =  H^).  ^2C^•  +  f)  =  -f^iiA 

&  (x+HJt)  =  »ix\  {}  (X-+ -"i-^-T)  =  ^3(.r), 

&,{x+njt)  =  ^3(0;)  ».(x-h-^-Jt)  =  Hx) 

d-^ix-\-)L^)  =  i—iy^^ix),    &^(x-{-~^^ji)  =  i—iy^.ix), 

»,{x-^HJc)  =  (—lY&,(x),      {f.,(.r+-i^.7r)  =  (—l)n+lO■^(x). 

Die  Gleichungen  5)  zeigen,  was  auch  unmittelbar  aus  der  Defini- 
tion der  Theta-Functionen  hervorgeht,  dass  dieselben  periodisch  sind. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  5)  — x  statt  x  und  berücksichtigt, 
dass  ^,  &2i  ^i  gerade  Functionen,  i9i  aber  ungerade  ist.  so  erhält  man: 


5] 
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^  (X—HJC)  =  »(X), 


»(x-^'^Jt)=U^\ 


i)-,ix- 


b") 


&i  (x—nx)  =  {—l)"{)-i{x),     &^  (x- 


2 

2n+l 
2 

2/i+l 


^2(a:— «^)  =  {—iyO-2{x),      i^2{x—^—Jt)  =  {—l)"&-i(x) 


uud  als  specielle  Fälle: 


^i(.t— 2)=-^2(a-), 


•T. 


^C-C--)  =  ^3(^), 


&,(X-^)  =  {>(X) 


Setzt  man  in   der  Gleichung  1)  x-\ — logq  statt  x,  so  folgt: 

— 00 
00  ,  OD 

—X  — GC 

Da  m  alle  reellen  ganzzahligen  Werte  von  — ^  bis  +oc  annimmt, 
so  kann  man  in  der  letzten  Summe  rechts  »«+1  statt  m  setzen,  dann  folgt: 

—  30 

d.  i.  in  Folge  der  Gleichung  2): 

Nimmt  man  hierin  — i  statt  i,  so  ist: 

d-ix — -log</)  =  iq-^e-'^'d-^ix). 
Ganz  auf  dieselbe  Art  folgt: 

»^{x±ho^q)=q-^e^^'d:,{x). 

Die  Gleichung  2)  giebt,  x+-\o^q  statt  x  gesetzt: 

^i(a;+-log(/)  =T^y]  (_i)'»^('»+i)2e(2m+i)(^+ jiog?). 

—  <X) 

=  — i q-^e'''  \]  ( — l)'»»^«-^^«'»^', 

—00 

d.  i.  nach  1): 


§  17]  I2i: 


Ebenso  ist: 


,9,(a-}-  [\o^q)  =  — i (/-'€'' H^). 


Mx-\-~\ogq)  =  q-h^»3ix). 


Die  Zusammenstellung  der  vorhergehenden  Resultate  giebt: 


ö) 


&  (x'+^log?)  =  -iq-^e'^d-iix), 
^,(a:+^log  q)  =  —iq-'e^'^x), 
Mx-{-~\og  q)  =       q-^e^'Mx\ 
ß:i(x + ^log  q)  =       q-^e^'d:2{x). 

Vertauscht  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  x  mit  a;  +  -log^, 

so  folgt: 

&■  (x  +  ilog^)  =  —q-^e^'^'^x),  d-o{x-{-i\ogq)  =  q-'^e^^'Q-^ix) 

^^{x  +  i\ogq)  =  —q-^e^'^^^iix),         &^(x~\-i\ogq)  =  q-^e"'^d-y,{x\ 
Aus  diesen  Gleichungen   und   den  Gleichungen  6)  leitet  man  die 
folgenden  ab,  in  welchen  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 
(  &  {x-{-mi\ogq)  =  {—l)"'q-"'-e'"*^'&ix), 
)  ^i{x-hmi\ogq)  =  (—l)"*q^"-e-"''''d'iix) 

I  d-:i(x-\-mi\ogq)=^  q-"''e^'^'d-s(x), 

{^ix+'-^i\ogq)  =  {—if'^+'q     ^    -    '' e<"^'»+i)'-' .  ^,(.r), 


8) 


»■iix-h      Ji\ogq)=  q     ^    2    ^  e<-^'«+')-^' .  .^;5Ct), 

9;»  4-1  /2m+l>.2 


Mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8)  lassen  sich  drei  der  Theta- 
Functionen  immer  durch  die  vierte  ausdrücken.  Wegen  der  Compli- 
cation  der  Argumente  ist  es  indessen  vorteilhafter,  sich  verschiedener 
Bezeichnungen  zu  bedienen. 

Vertauscht  man  in  der  ersten  Gleichung  8)  .7-  mit  x-\-?ijr.  so  folgt, 
da  e"^'  =  (—1)",: 
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t^(a-  +  «^+  ^nog?)  =  (--/)-'''+V/     ^    2   f  e^^'"+'^-%(x). 

Nimmt  mau   liieriu  x  =  0,  so  verseil  wind  et  die  rechte  Seite,  man 
erhält : 

2/rt  +  l 


8) 


&injc- 


i  log  q)  =  0. 


Analog  lassen  sich  die  Werte   des  Arguments  finden,  für  welche 
die   drei  anderen    Theta-Functiouen  verschwinden.     Man   findet   ohne 
Schwierigkeit  mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8): 
d-i{nji-\-7ni\ogq)  =  0, 

2 

2w+l 


9) 


^2( 


0, 


^3(^- 


jr-\-mi\ogq) 

ilogq) 


0. 


Die  Gleichungen  7)  zeigen,  dass  die  vier  Theta-Functionen 
durch  Zunahme  des  Arguments  um  ein  ganzzahliges  Multi- 
plum  von  ilog^  in  sich  zurückkehren,  multiplicirt  mit 
einem  gewissen  Factor.  Der  Quotient  zweier  Theta-Functionen 
behält  durch  eine  solche  Aenderung  des  Arguments,  abgesehen  vom 
Zeichen,  denselben  Wert.  Da  die  Theta-Functionen  an  sich  periodische 
Functionen  sind,  so  folgt,  dass  die  Quotienten  der  Theta-Func- 
tionen doppelt-periodische  Functionen  sind.  Dieses  folgt 
auch  durch  Vergleichung  der  Theta-Functionen  mit  reellen  und  imagi- 
nären Argumenten,  ein  Verfahren,  welches  sich  leicht  auf  die  Lehre 
von  den  allgemeinen  Theta-Functionen  überti'agen  lässt. 

Für  jede  Function,  welche  mittelst  der  Fourier-Lagrange'- 
schen  Reihe  die  Form 


n^)=  2 


Amß 


1   z*^ 


dv 


hat  und  der  Bedingung 

fix-\- ilogq)  =  — r/-i  e^'^'fix) 
genügt,  gilt  der  Satz,  dass  sie  auch  in  der  Form  Ad-{x)-\-Bd-i(x\  wo 
A  und  ß  von  x  unabhängig  sind,  sich  darstellen  lässt.  Man  vergleiche 
darüber:  „Extraits  de  deiix  lettres  de  M.  Ch.  Her  mite  ä  M.  Jacohi", 
Cr  eile  J.  XXXII,  284.  Dies  kann  man  nach  der  Methode  von  Jacobi 
benutzen,  um  die  obigen  Reihen  1)  bis  4),  die  als  Definitionen  der 
Thetafunctionen  zu  Grunde  gelegt  werden,  umgekehrt  in  die  Producte 
für  die  Theta  überzuführen. 
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Ehe   wir    zu    dieser   Vergleichuug-   übergehen,    sei    erwähnt,    dass 
Jaeobi  die  obige  partielle  Ditt'ereutialgleielumg 

der   wir   bei    der  Transformation    der  Thetafunetionen   (§  46)   wieder 
begegnen  werden,  unabhängig  von  der  Reihenentwickelung  der  Theta- 
funetionen durch  ßetrachtung  des  allgemeineren  Integrals 
J't^--\l—fy~i''~\l—rt)''"df,  welches  sieh  für 

a  =  ß  =  i^    7=1,    f  =  k'^i    t  =  sm-q) 

auf  2  /  -7= -^-   reducirt,   gewonnen   hat   („Ueher  die  partielle 


Differentialgleichung,  welcher  die  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen 
Functionen  Genüge  leisten",  Cr  eile  J,  XXVI,  8o — 88;  Ges.  Werke 
II,  i6i — lyo).  Er  gelangt  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  man 
aus  der  Definition  der  Function  S  durch  geschlossene  Integralausdrücke  • 

wo  E{u)  =  I  \/l—k'^mi^(pd(p,     J'-=  1  ^d(p, 

(siehe  §  28)  die  Reihenentwickelung  dieser  Transcendenten  mittelst 
allgemeiner  Methoden,  ohne  einen  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen eigentümlichen  Satz  zu  kennen,  ableiten  kann. 

§  18.    Vergleichimg  der  Theta-Functioneii  mit  reellen  und  imagrinären 

Argumenten. 

Die  Theta- Functionen  mit  imaginärem  Argument  lassen  sich,  wie 
zuerst  Jaeobi  (Fund.  §^6,  Ges.  Werke  I,  2/.^^ gezeigt  hat,  %vieder  auf 
Theta-Functionen  reduciren,  in  welchen  das  Argument  reell  ist;  die 
durch  q  bezeichnete  Quantität  ändert  hierbei  ihren  Wert,  so  dass  die- 
selbe unter  dem  Functionszeichen  mit  angemerkt  werden  muss. 

Die  einfachste  Methode,  Theta-Functionen  mit  imaginärem  Argu- 
ment zu  entwickeln,  rührt  von  Jaeobi  her  und  ist  zuerst  von  Rosen- 
hain mitgeteilt  worden  (Metn.  d.  sav.  e'tr.  XI,  396). 

Da  ^  =  e''^K7^  «50  l^iggt  aicij  (Wq  Gleieliung  4)  des  §  17  auch  auf 
folgende  Art  sehreiben : 
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x^     _* 


00  — ^r^    1  "*  +1 —  I 


log? 


m  =  — 30 

oder  xi  statt  .r  üesetzt: 


—  X) 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 


X2 


1)  d-3{xi,q)  .6^°^'^  =  (jp{x) 

und  zur  Abkürzung  log  -  =  a,  wo  also  a  wesentlich  positiv  ist,  so  folgt : 


<X>  I  J"  \2 


—  JO 


2)  (p{x) 

Setzt  maB  rechts  — x  statt  .r  und  — m  statt  w,  so  bleibt  die  rechte 
Seite  ungeändert.  Es  ist  also  q.{ — x)  ^  (fj{x).  Die  Gleichung  2)  giebt 
x-\-a  statt  .T  gesetzt: 

00  /  x\2 

— ao 

Setzt  man  rechts  einfach  m  statt  m+1,  so  ergiebt  sieh  wieder 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  2),  d.  h.  es  ist  (p{x-\-ci)-=i^{x).  Die 
Function  (f^{x)  ist  also  eine  gerade  und  eine  periodische  Function  von 
X  mit  der  Periode  n.  Nach  der  Reihe  von  Fourier  kann  man  eine 
jede  Function  ^ix),  welche  innerhalb  der  Grenzen  0  und  a  des  Argu- 
mentes endlich  und  stetig  bleibt,  darstellen  in  der  Form: 


3) 


1    C  ,  .  .    ,   2  -^        nnx  f^  .  .        njiv, 
g)(x)==-  I  g)(v)dv-{-  ->  cos  —  /  9D(y)eos dv. 


Da  aber  unser  (fipc)   sich   nicht   ändern   darf,  wenn  fUr  x  gesetzt 
wird  x-\-a,  so  können  wir  hier  setzen: 

4)  ^{X)  =  An-\-2  Z^^irCOS 1 

und  es  ist: 

aA2r  =  J    q)(u)Qoa du. 

Substituirt  man  rechts  unter   dem  Integralzeichen  flir  g)(u)  seinen 
Wert  aus  2),  so  folgt: 


m  =  — 00  0 


oder  -  =  fi-  gesetzt : 
a 
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CO 

d.  i. 

5)    A,r=f\-^''\os2rjtwdn;+  V    ne-'''"+'"'\os2rJtwdw 

Die  Sumraationen  rechts  lassen  sich  leicht  auf  die  Grenzen  über- 
tragen. Man  setze  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  5)  ?v  =  v.     Für  7}i-\-/v  =  v  folgt: 

y'l  pm  +  1 

g— a(m+K-)2ßQg2rjrw  drv  =J        e"""  COS  2rjtvdv. 

0  m 

Nimmt  man  7n — rv  =  y,  so  folgt : 

y  g-a(m-«>)2  ßQg  27-jrw  </w  =^J^e-"'''C0B2rjivdv. 

0  771 1 

Durch  diese  Transformationen  nimmt  die  Gleichung  5)  folgende 
Form  an: 

g-avi  cos  2r  jry  rfw  +  7,  J        ^~'""  cos  2r:;ry  rfy 

0  ■^■''m 

+  V/"V"^'-cos2rjry<?y  =/'^ +/"+/"+  •■••+/'+/' +/^+  •  •  •• 

-^■^  77>    -1  0  1  •_'  0  1  'J 

Durch  Zusammenziehuug  der  Grenzen  folgt: 

/     _'!^'^ 
A-2r  =  2j^ e~^^^^eoa2rjtvdv  =\/^e      "  . 

Die  Gleichung  4)  wird  hierdurch: 

^  _r37r2 

Setzt  mau: 


^(a')  =  ^3(^/,^)e'"^' 


und  a  =  log-  >  so  wird : 


6)         ,^3(^/,,)/g"^=[/l"7l4-2V.   ^'^i cos '''"{). 

log^^^  .  log^^ 

Der  Einfachheit  halber  führe  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

Ennoper,  eUipt.  Functioueu.     2.  Aufl.  9 
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7)  logqlogq'  =  :Jt-. 

Die  Gleicbimg  6)  wird  dann  einfacher: 


da  nun: 


log-  ■  log- 


H-2>  (?"--eo8 7  =^3( v^ 

^  q  ^  q 


1 


SO  ergiebt  sieb  scbliesslieb ; 


1 


8)  H^i,<i)  =  \/^.e°''»J^,A, 

log-  log- 

WO  q  und  q'  durcb  die  Gleichung  7)  verbunden  sind.  Die  Gleichung  8) 
lehrt,  die  Function  0^3  mit  imaginärem  Argument  auszudrücken  durch 
dieselbe  Function  mit  reellem  Argument;  sie  ist  eine  Fundamental- 
gleichung in  der  Theorie  der  Thetafunctionen.  Vertauscht  man  in 
dieser  Gleichung  x  mit  xi,  so  folgt,  da  i9-3( — x,  q)  =  d-^ix,  q)  ist, 


^        ^°^7«  /  Jtxi 


9)  *3(x.»)=|/-^.     -'»J^.*' 

log-  Mog- 

Eine  andere  Methode,  diese  Relation  zwischen  dem  Theta  mit  reellem 
Argument  und  dem  mit  imaginärem  herzuleiten,  besteht  darin,  die 
Function  1^^3(0:,  q)  durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen  und  auf 
dieses  Integral  ein  Theorem  von  Lejeune-Dirichlet  anzuwenden. 
[Lejeune-Dirichlet:  „Sur  l'usage  des  integrales  dcfinies  dans  la 
sovimation  des  series  finies  ou  infinies".  (Dil  ä  VAc.  de  Berlin  le 
25.  ßiin  1835).  (Extraü).  Grelle  J.  XVII,  57 — öy,  beweist  auf 
Seite  60,  dass: 

WO  lüt  das  grösste  in  a  enthaltene  Vielfache  von  jr].    Der  hier  zu  be- 
folgende Weg  ist  der  umgekehrte,  welchen  Jacobi  eingeschlagen  bat. 
In  der  Gleichung: 

r  - f^V 

y7i      \aJ_   r^  _«2„2 
„^  —  Je  cos  'i.rhu  du 

W  er, 
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setze  man  successive  r  =  0,  1,  2,  3, r,  multiplicire  die  erhaltenen 

Gleichungen  respective  mit   1,  2cos2.r,   2eos4.r,....  2co82Kr  und  bilde 
die  Summe  sämtlicher  Producte.     Man  erhält  so: 

10)      — ri  +  2e    ^a)  cos2a;+2e      va /  cos4x+.. +2^    *'va/  cos2r:i:l 


r 


[l+2cos2ftM.cos2a:+  . . .  -{-2<iOB2vhuQ,o&'2vx\du 


/30      _ 
CO 

+  /    i 


+eos2(iM+a:)+ ....  4-cos  2v{bu-\-x) 


-  +  cos  2  ibu — x)  +....+  cos  2i^  {bu — x) 


8in(2i^H-l)(^>M+a;)^    ,   1  P' 

r-TT ; r aU-\-  -J 

sin(&M+a;)  2— a 


du 

du 

sin  (22^4- 1)(&M — x) 


du. 


2— X  mvi.{bu-\-x)        ""'  '   2—30  8in(iM — x) 

Im    ersten    Integrale    rechts    setze    man    bu-\-x  ^=  v,   im    zweiten 
bu — x=^v,  die  rechte  Seite  von  10)  geht  dann  über  in: 

20—00  smy  2o  — ao  smy 

20  — ao  |_  J       siny 

Bringt  man   das   rechts  stehende  Integral  auf  die  Grenzen  0  und 
^,  so  wird  die  Gleichung  10): 


-[1  +  2  V]ß        ya)  (>o^2rx] 


b'i      L 


sin(2»'+l)y 


smy 


dv. 


Lässt  man  in    dieser  Gleichung   r  unbegrenzt  zunehmen,  so  folgt 
nach  dem  Theorem  von  Lejeune-Dirichlet: 


lim     #  f{v 

^0 


,    ,sin(2i'+l)v^        Ji 

+  2) -. dv  =  - 

sin  V  2 


Az)  +  2^/'(rjr+z) 


dass 


va  /  cos  2rx\ 

(a\-         ^  (rn—xV  „i(r7t-\-x\- 


"^^t^+^l: 


h 


+Y. 


+2 


+e 


na  \^ ,  2r7ixa^ 


,1  na\ 

u) 


2rnxa' 


+e 


Mau    dividire    durch    [/jr,  multiplicire  mit  r/  und  setze  rechts 

9* 
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e"'-{-e~"'  =  2  cos  «7, 


danu  fctla^t: 


,v-a) 


1  -|-  2  7^  <?       \a  /  cos  2rx 


^  -x€  r        ^.  -r^f^l 


+  2\]e       ^^^  ^  cos2r 


jtxa-i 


2  ~     V 

Für  e       =  ^  und  e  =  q',  was  mit  der  Gleichung  7)  überein- 

stimmt, erhält  man  wieder  die  Fundamentalgleichung  9).  Wir  bemerken 
noch,  dass  die  hier  befolgte  Methode  sich  mit  Hülfe  der  vielfachen 
Integrale  verallgemeinern  lässt. 

Aus  Gleichung  9)  ergiebt  sich  eine  merkwürdige  Beziehung  zwi- 
schen Reihen  für  q  und  q'.  Setzt  man  nämlich  in  die  Gleichung  9) 
x=:0,  so  erhält  man: 


^3(0,?)=  1/^*3(0,^0. 
log- 

-log- 
man  statt  der  Theta-Functionen  die  entsprechenden  Reihen,  so  folgt 


Da  nun   \ogq  \ogq'  =  jt^,  so  ist  \/jr=  y  log -log -^;    und    setzt 


log~.[l  +  2^+2?^+2^«+....]  =  [/log^-[l  +  2^/+2^'^+2^'9+...]. 

Von  dieser  Gleichung  behauptet  Abel  ( Cr  eile  J.  IV,  93 ;  Oeuvres 
2.  ed.  I,  4/7),  dass  Cauchy  dieselbe  zuerst  in  seinen  „Exercices  de 
inathcmatiques"  aufgestellt  habe.  Man  findet  dieselbe  auch  in  der 
Abhandlung  von  Poisson:  „Siir  les  integrales  definies"  (J.  de  l'Ec. 
Polyt.  eh.  ig,  XII,  420,  Paris  1823).  Die  von  Poisson  befolgte  Me- 
thode  ist  indess   später  als   nicht  ganz  einwurfsfrei  erfunden  worden. 

Im  Folgenden  sollen  nun  auch  die  übrigen  Theta-Functionen  mit 
reellem  Argument  durch  solche  mit  imaginärem  Argument  ausgedrückt 
werden.    Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Weise  schreiben: 

, x^  'Imnx 

11)  'V^"*V'"^*  =  1/^^  e^^  ^q*'^^e^^ , 

— oo  log  —  —00 

Man   setze   hierin   -+:f  statt  a:,  es  folgt  dann: 
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^    ,     n'^    _cc_  (-Im  + 1)71  x+tnn'' 


]^(— l)'V'"'e-'"-^''=  1  /  -—  eH<rÄ\ogqy]r/"''e        ü)fe'^/ 


log^^ 


oder  rechts  nach  7).         =  logv/ gesetzt: 

,  /  -—     ^'^  *  ri>n+j)n.x 

—  jo  log  —  —00 

d.  i. 

/ — 

13)  Hx, q)  =  [/-^^ .»og^y*/-^,  (?') . 

Wir  sehen  also,  dass  die  Function  d-  mit  reellem  Argument  sich 
durch  die  Function  />2  mit  imaginärem  Argument  ausdrücken  lässt. 
Umgekehrt  wird  die  Function  d-i  mit  reellem  Argument  auf  die  Func- 
tion ^   mit  imaginärem   Argument  führen.     Um  dies  zu  zeigen,  setze 

man  in  der  Gleichung  11)  x — -\ogq  statt  x\  hierdurch  wird: 

a 

OD 

^-ig— a:f  V  q{m-^\f  g(2/«  -^\)xi 

—  00 

x^  .,  2mnx 

^      g^Ogq  '    °  ^  V  (_i  )»*  gm'^g  log  q 

oder  einfacher: 


log- 


2»i7ra: 


14)      y^f/m  +  irg{2m+\)xi  ^     /  ^JL_  glog-zV  (— l/V'"''^^^^^  • 

—00  log—  —00 

Durch   Einführung  der  Bezeichnung   der    Theta-Functionen   lässt 
sich  die  vorstehende  Gleichung  schreiben: 

x^ 


15)  <,,(.,,,)  =  |/_^;^,log,/o(^-ü^,«') 


log-^  Mog^ 


Endlich    bleibt   noch    die   Function  »'>,    zu    untersuchen.     In    der 
uau  .f  mit     +. 
über  in  — d-\{x,(i),  es  folgt: 


Gleichung  14)  vertausche  mau  x  mit     -^-x.    Die  linke  Seite  geht  dann 
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{2in  +  l)Tia:+mn^ 


lOff-  -00 


oder  rechts  nach  7)  -. =  log^'  gesetzt: 


{2/H  +  l)7ra; 


16)      ^,(a:,9)=l/-^«»og?2(— l)'»/'«+'^)'e     ^og<?      ^ 

log  -  — oo 


oder; 


17) 


log^  Mog-^ 


Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  9),  13),  15)  und  17)  giebt 
folgendes  Kesultat: 


18) 


d-2{x,  q)  = 
Mx,q)  =  —i 


jr 


log 


giogg^g 


/  jcxi      y 


« h 


yt      -. —  „  /  jtoci 


log^  V^ 


Jl  r- —    „  /    JtXt 


log^ 

log- 


log 


/  Jtxi 

Mog^ 


clog-5^j( ^^,^., 


log^i.log?'  =  jr2. 


Für  .r  =  0  reduciren  sich  die  ersten  drei  Gleichungen  auf: 

^^^3(0,^'), 


19) 


»Mq)  = 


mQ)= 


MO,q) 


log 


log- 

q 

jt 

log- 


^2(0,^), 


^(0,^/), 


log ^. log (^'^  jr2^ 


Die  Gleichungen  18)   und    19)   finden   sich,  ihrem  wesentlichen  Inhalt 
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nach,  in  dem  Nachlasse  von  Gauss  flFrrkr  ///.  4j6j.  Es  scheint. 
dass  Gauss  schon  sehr  lange,  höchst  wahrscheinlich  schon  gegen 
Ende  des  vorigen  Jahrhunderts,  die  allgemeinen  Gleichungen  gekannt 
hat.  wenn  auch  nach  einer  Notiz  auf  ]).  494  der  Herausgeber  für  die 
in  der  Abhandlung  11  mit  der  Ueberschrift :  „Zur  llicoric  der  tran- 
sccndenten  Functionen  gehörig"  enthaltenen  Untersuchungen  erst  das 
Jahr  1808  glaubt  annehmen  zu  dürfen.  Auf  alle  Fälle  zeigt  der  Nach- 
lass  von  Gauss  über  die  elliptischen  Functionen  einen  grossen  und 
reichen  Schatz  von  Entdeckungen,  der  weit  über  ein  halbes  Jahrhundert 
hinaus  der  wissenschaftlichen  Welt  kaum  vom  Hörensagen  bekannt  war. 
Untersuchungen  über  allgemeinere  Theta-Functionen  mit  Rücksicht 
auf  reelle  und  imaginäre  Argumente  findet  man  bei  Meissel  (Beitrag 
zur  Theorie  der  n/ach  unendlichen  B- Reihen,  Grelle  J.  XL  VIII, 
324 — 331),  Thema e  {Die allgemeine  Transformation  der d--Functionen. 
Göttingen  1864),  Enneper  (Schlö milch  Z.  XII,  yg — 8^). 

«j  19.    Das  Jacobi'sche  Fundamentaltheoreui  für  die  Theta-Functionon. 

In  seinen  Vorträgen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
hat  Jaeobi  eine  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  den  Summen 
zweier  Producte  von  je  vier  Theta-Functionen  derselben  Art,  aber  mit 
verschiedenen  Argumenten,  aufgestellt,  welche  als  ein  Fundamental- 
theorem in  der  Lehre  von  den  Reihen  mit  Exponenten  zweiten  Grades 
angesehen  werden  muss.  Auf  dieses  Fundamentaltheorem  hat  Jaeobi 
sowohl  die  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen  basirt,  wie  die 
Additionstheorerae  der  elliptischen  Integrale  von  Euler  und  Legendre. 
In  einem  Briefe  an  Hermite,  welcher  in  Cr  eile  J.  XXXII,  ij6—i8i 
(Jaeobi' s  Ges.  Werke  II,  11^ — 120J  abgedruckt  ist,  hat  Jaeobi  sein 
Theorem  erwähnt.  Jacobi's  ,, Theorie  der  elliptischen  Functionen  aus 
den  EigenscJiaften  der  Thetareihen  abgeleitet"  ist  nach  einer  Vorlesung 
Jacobi's  in  dessen  Auftrag  ausgearbeitet  von  C.  W.  Borchardt  und 
in  Jacobi's  Ges.  Werken  I,  4^^ — jjfV  veröffentlicht.  In  einer  Ein- 
leitung zu  seiner  grossen  Abhandlung  (Mcm.  prcs.  p.  div.  sav.  e'tr. 
XI,  3yi)  hat  Rosenhain  den  von  Jaeobi  gegebenen  Beweis  mit- 
geteilt. Zu  bemerken  ist  nur,  dass  dort  die  Bezeichnung  0-  in  einer 
etwas  verschiedenen  Bedeutung  von  der  hier  gebrauchten  auftritt. 

Der  Beweis  von  Jaeobi  beruht  auf  dem  folgenden  sehr  einfachen 
algebraischen  Satze:  ,Sind  die  Quantitäten: 

a,   ö,   c,   d\ 
a\  h\  c\  d'\ 
durch  eins  der  Systeme  von  Gleichungen  verbunden: 
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a'  =h{a-\-h+c-{-d),  a=  l{a' + &' + C + ^0, 

h'  =  i(a-^b—c—d),  h  =  \(a' -\-h'—c'—d\ 

1)  c'  =  i{a—b + c—d\  c  =  h{af—h' + c'—d\ 
d'  =  i(a—b~c+d).  d  =  \{a'—h'—c'-\-d% 

so  ist: 

2)  aP- + /;2  +  c^-  +  rf2  =^  ^,'2 4. jj'i 4. ^;'> _^ ^'2. 

Bilden  a,  ^,  r,  c?  ein  System  von  vier  gleichzeitig  geraden  oder  ungeraden 
Zahlen,  so  ist  dieses  auch  mit  a\  b',  c\  d'  der  Fall.  Durehlanfen  a,  b,  c,  d 
alle  Systeme  von  vier  gleichzeitig  geraden  oder  ungeraden  Zahlen,  so  durch- 
laufen a\  b\  c\  d'  dieselben  Zahlensysteme,  nur  in  anderer  Ordnung." 

Die  Gleichung  2)  ist  offenbar  eine  unmittelbare  Folge  der  Glei- 
chungen 1). 

Was  die  Zahlensysteme  betrifft,  so  überzeugt  man  sich  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  durch  die  folgende  Tabelle. 
Da  alle  Zahlen,  positiv  oder  negativ,  von  einer  der  Formen  4/?,  4/; 4-1, 
4jt)-f  2,  4j!>4-3  sind,  so  lassen  sich  folgende  Annahmen  machen,  in 
denen  a,  j3,  7  und  6  beliebige  Zahlen  sind. 


A)  Für  4  gerade  Zahlen  a  = 

b  = 

c  = 

<?  = 

4«, 

4/3, 

4y, 

4d, 

4«, 

4/3, 

47, 

4d  +  2, 

4«, 

4/3, 

47+2, 

4(^+2, 

4«, 

4/3+2 

47+2, 

4d+2, 

4a-l-2, 

4/3+2 

47+2, 

4d+2, 

die   selbstverständlich 

untereinander   permutirt   werden  können,  setze 

man  zur  Abkürzung: 

«+i3+7+d  =  a', 

a-^ß—y- 

-6  =  ß', 

a-H 

7-6  =  Y\ 

a—ß—y  +  Ö  =  6', 

dann  findet  man  mittelst  der  Gleichungen  1): 

«'  = 

b'  = 

c'  = 

d'  = 

2a\ 

2ß', 

2/', 

26\ 

2a.' +1, 

2ß'-h 

2/'-l, 

2d'+l, 

2ß'+2, 

2/3'-2, 

2/', 

2ö\ 

2«' +3, 

2i3'-l, 

2y'-l, 

2d'— 1, 

2a'+4, 

2ß\ 

27', 

26', 

B)  Sind  ö,  b,  c,  d  gleichzeitig  ungerade  Zahlen,  so  kann  man 

setzen: 

a== 

b  = 

c  == 

d  = 

4a+l, 

4i3+l, 

47+1, 

4d+l, 

4a+l, 

4/?+l, 

47+1, 

4Ö  +  3, 

4a+l, 

4/3+1, 

47+3, 

4d+3, 

4«+l, 

4/3+3, 

47+3, 

4d  +  3, 

4« +  3, 

4/3+3, 

47+3, 

4Ö  +  3, 
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und    diesen   Werten    entsprechen    nach    1)    folgende    Werte   von   a\ 

b\  c\  d': 

a'=  b'=^  c'=  d'  = 

2«'+ 2,         2ß\  2y\  26', 

2a'+3,         2/3'— 1,         2/'— 1,         2d'+l, 
2«'+ 4,         2,9'— 2,         2/,  2(J', 

2ft'+5,         2/3'— 1;         2/'— 1,         2d'-l, 
2«'+ 6,         2/9',  2/,  2d'. 

Damit  ist   der   zweite  Teil   des  obigen  Satzes   bewiesen.    Nimmt 

man   z.    B.    a  =  1,    />  =  3,    c  =  5,    rf  ==  7,    so    ist:    a' =  8,    fe'  =  — 4, 

c*'  =  — 2,  d'  =  0;  umgekehrt  folgt  für  a==8,  &  =  — 4,  c  =  — 2,  rf  =  0: 

a'  =  1,  /y  =  3,  c'  =  5,  d'  =  7. 

Mit  Hülfe   dieses   algebraischen   Satzes  wollen   wir  nun  Jacobi's 

Fundamentaltheorem    beweisen.     Durch    eine    leichte   Transformation 

folgt  aus  Gleichung  4)  in  §  17): 

^3(0;)  =^^qm-^e'imxi  ^   "V^^ma  log  g+2mxi 

—  00  — 00 

Jr2     _^       (wlogg+x02  x2_   ^       (-|'logg+xi)" 

— 00  — OD 

Ebenso  ist: 

Nehmen  ;«,  /«',  w"  und  m'"  unabhängig  von  einander  alle  ganzzabligen 
Werte  von  — rx  bis  +^  an,  so  ist: 

^j  M)2-l_-»'2j_,y2J_r2 


w»+a;2+!/24-22 


wo 


Mn')Mx)Hy)Mz)  =  e        ^^^  ^        ^'^^'^  e^^^S  *? , 


-^\ogq-\-rvi\  +  f-^^-log(/+a;n  +  f-^  log^+y« 

^/2m"',         ,     .^^ 
+  (-^log^+2« 


r  =  (  — ^  log//  +  «;<)  +  f       ^  —  log // +a:< 

,   /2w"+l,         ,     .V''  ,   /2m"'+l,         ,     .\ 
+  f ^  \0gq+yij   +  f        -^  --  logry  +  2<J 
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In   dem  Exponenten  a  sind  in   den  Quadraten  die  Faetoreu  von 

Aogq  vier  beliebige  gerade  Zahlen,  nämlich  2wj,  2m\  2m",  2m'" ,  in  dem 

Exponenten  r  sind  die  betreuenden  Factoren  vier  gleichzeitig  ungerade 
Zahlen. 

Bildet  mau  die  Summe  der  Gleichungen  3),  so  kann  man  setzen: 

wo: 

^=f|iog^+^i'M  +  u  l^g^y+'^-'j  +  Uiog^+j/y"+  L-iog^+^n", 

und  das  Zeichen  ^'  sich   auf  alle   Systeme  von    vier  gleichzeitig  ge- 
raden oder  ungeraden  Zahlen  bezieht. 

]\Iittelst  der  Gleichungen  1)  und  2)  lässt  sich  H  auf  folgende  Weise 
darstellen : 


5) 


+ 
+ 
+ 


2  2    "^  2  ^ 

a-^-h — c — dlog^       rv-\-x — j/ — z  ." 

2  2"  2  * 

a — & + c — d  log  q      w — x + y — z  7 


2  2      ■  2 

a — h — c+rflog^      IV — X — y+z 


2  2  2 

Man  führe  nun  aus  1)   die  Quantitäten  a\  b',  c'  und  d'  ein,  setze 


ferner  zur  Vereinfachung: 

Tv'  =  ^{tv  -\-x-{-y-{-  z).  x'  =  \{rv + x — y — 2), 

y'  =  \{Tv—x-^y—z),  z'  =  -\{w—x—y+z). 

Der  in  5)  aufgestellte  Ausdruck  von  H  nimmt  dann  folgende  Form  an : 


6) 


7) 


H=r-\ogq  +  w'i\  -{-{-Xogq+x'i 


Da  a\  h\  c'  und  d'  ebenfalls  alle  möglichen  Systeme  von  vier  ge- 
raden oder  ungeraden  Zahlen  durchlaufen,  und  nach  6) 

so  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4)  auch  schreiben: 

JL 

WO  nun  //  durch   die   Gleichung   7)  bestimmt   ist  und  sich  wieder  ^' 
auf  alle  Systeme  von  vier  geraden  oder  ungeraden  Zahlen  a\  h\  c'  und 
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(V  bezieht.    lu  Folge   der  Gleichungen    1)   und  2)   ist   aber  der  in  8) 
aufgestellte  Ausdruck,  unter  Zuziehung  von  7),  gleich: 

^3(;/0.9-;,(y:),9-3(y')»9-3(2')  +  ^^2(/^'')»--.(a:')^-.(!/')^2U')- 
^lan  gelangt  hierdurch  zu  dem  folgenden  Fundameutaltheorem:  „Sind 
die  Argumente  w^x^y^z  und  ;«;',  o:',  j/',  z' durch  die  Gleichungen 
verbunden: 

w'  =  \irv+x-{-y-\-z\     w  =  ^^{rv'^-x*^-y'-\-t\ 
x'  =  \  {rv-\-x — y — 2),     X  =  \{iv'-\-x* — y* — 2'), 

y'  =  M''^—^ + y—^\    y  =  ^ri'^'—x' + y'—z% 


z'  =  ^(w—x—y-^z\     z  =  ^{rv'—x'—y'-hz'), 


80  ist 

9) 


Ufv)U'V)&MUz)-i-^'ii^v)&,{x)&^(y)d;iz) 
=  Ufv')Ux')0-,(y')&,(z')  +  d--2in'')^-i(x')»i(y')^2(zV' 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  Jacobi's  finden  sich  die  Worte: 
„Dans  uu  des  premiers  voluraes  du  Journal  de  M.  Grelle,  j'ai  donne 
des  formules  d'addition  et  de  transformations  conjointes,  ressortantes 
de  la  multiplicatiou  seulemeut  de  deux  0.  Ces  formules  fönt  voir  que  Ton 
peutarriverpardeux  transformations  successives,  non-seulement  ä  la  multi- 
plication,  mais  encore  aux  formules  de  l'addition"  (Gc^s.  Werke  II,  116). 

Man  kann  das  von  Jacobi  bemerkte  Verfahren  der  Multiplication 
zweier  ^-Functionen  anwenden,  um  zu  dem  obigen  Fundamentaltheorem 
zu  gelangen.  Da  die  sich  ergebenden  Gleichungen  auch  für  andere 
Untersuchungen  von  Interesse  sind,  so  möge  bei  der  Wichtigkeit  des 
Theorems  noch  eine  zweite  Ableitung  desselben  angemerkt  werden. 
Bei  diesem  Verfahren  ändert  das  zweite  Argument  (i  seinen  Wert,  das- 
selbe muss  also  unter  dem  Functionszeichen  mit  angegeben  werden. 

Aus  den  Definitionen: 


folgt: 

10) 


00     00 


— X>      — ^5 

d-2{X,q)d:i{y,q)  =  V    y]q(«^+h-^Mn+b-^eVi>n  +  lUi  +  Cln  +  l)y, 


Durch  andere  Anordnung  der  Summation  auf  den  rechten  Seiten 
lassen  sich  wieder  Producte  von  i9^-Functionen  herstellen,  in  welchen 
V  durch  q'^  ersetzt  ist.    Man  setze: 


,       m-{-7i        .      m — n 
2    '  2 


dann  wird  die  erste  Gleichung  10) 
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In  Folge  der  Gleichungen  11)  sind  m'  und  ?/ ganze  Ziibleu,  wenn 
;/*  und  n  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade  sind;  man  bat  dann  mf  =r, 
n'=  .V,  wo  /•  und  s  ganze  Zahlen  sind.     Ist  eine  der  Zahlen  m  und  n 

gerade,   die  andere    ungerade,   so  haben  m'  und  n'  die  Formen  r+-> 

s+~  •     Unterscheidet    man    diese    Fälle    auf   der   rechten    Seite   der 
Gleichung  12),  so  folgt: 

CO  'XI 

d-i{x,fl)d-i{y,q)  =     "\]  2     ^y2(r2+.2)g2r(x  +  y),  +  '2.(x-y)i 

;•  =  — X)    s  =  — CO 

00  OD 


r  =  —  x>    «  =  — ao 


Die  Doppelsummeu  rechts  repräsentiren  wieder  Producte  von 
Theta-Functionen,  in  welchen  q  durch  q^-  ersetzt  ist;  die  vorstehende 
Gleichung  lässt  sieb  also  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

13)  ^i{x,q)^.,{iM)  =  ^3(«^+2/,(?2)£^3(.r— ?/,(/2)+^2(a:+y,^2)ö-,(a:_y,^2). 

Setzt  man  x-\-y  =  u.  x — y  =  v,  so  giebt  diese  Gleichung: 

14)  h(^-Y^,  ^)^{ V'  *)  =  *^^'''  ^')^3(i'//)+*2(«^, q'')Mv,q'). 

Wendet  man  auf  die  zweite  Gleichung  10)  ähnliche  Betrachtungen 
wie  auf  die  erste  an,  so  erhält  man  mittelst  der  Substitution  11): 

OD  CO 

=  ^    ^  q2i(r+h^+s2]g(2r-\-l)(x+y)i  +  '2s(x-u)i 

— 00       —OD 
X  00 

+  ^  ^S]  g2lr-2-^s+h^eMx+y)i+V^s  +  l)(x-y)i  ^ 


—  XI     — oo 

d.  b.  es  ist: 


15)    Mx,q)d-iiy,q)  =  d:2(x-i-y,q'^)&^(x—y,q'^)-\-d;{x-\-y,q'^)9-o.{x—y,q'-). 
Für  x+y  =  u  und  x — y  =  v  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

Mittelst  der  Gleichungnn  14)  und  16)  beruht  der  Beweis  des  Fun- 
damentaltheorems auf  einer  einfacben  algebraischen  Identität.  Setzt 
man  zur  Abkürzung: 
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'  \  b  =Mti>-hz,q'-),     ß  =&.,(rvi-z,q'^), 

[  h'  =  »^{w—z, rP),     ß'  =  d-,(w—z,q'^), 
SO  ist  nach  13)  und  15): 

18)  d;(w)Mx)»,{y)Hz)-^Mfi')Mx)9--2{y)H2) 
=  (aa' + aa'){bb'  +  ßß')  +  (aa' + a'a){bß'-hb'ß). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  auch  gleich: 

19)  (ab-\-aß)(a'b'-{-a'ß')-h(aß+ba)(a'ß'-^b'a'). 
Nun  ist  nach  17): 

20)  ab  +  aß  =  i^i(x-\-(j,q'-)0:i(w-i-z,q'-)  +  ,Ux+y,q'^)d:,(w-^z,  q'-). 
Unter  Anwendung  der  Gleichung  14)  folgt  hieraus,  u=^w-\-z,  v  =  x-\-y 
gesetzt : 

21)  ««+«g  =  ^3("'+^+^+l.  ,)»,(i^=yi 
Vertauscht  man  y  und  z  respective  mit  — y  und  — r,  so  ist  analog: 

Nach  17)  ist  ferner: 

aß+ba  =  ^z{rv-\-z,q'')^.{x^-y,q'^)^d-i{w+z,q''-)^i{x+y,  q% 
Unter  Zuziehung  der  Gleichung  16)  folgt  hieraus: 

oQN       a  X  V         a  (w-^x+y+z      \     (w—x—y-\-z 
23)     aß+ba  =  H ^ ,  qjH ^^ ,  q 

Vertauscht  man  hierin  y  und  z  mit  — y  und  — z,  so  folgt: 
24)     a'ß'  +  b'a'  =  J''+''-y-'^,  .V-/"""^"*"^"^ 


2  /     V  2 

Mittelst  der  Gleichungen  21)  bis  24)  lässt  sich  der  in  19)  auf- 
gestellte Ausdruck  durch  ö-Functionen  mit  dem  zweiten  Argument  q 
darstellen.  Da  dieser  Ausdruck  gleich  ist  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  18),  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  unmittelbar  das  Fun- 
damentaltheorem. Auf  dieses  Fundamentaltheorem  hat  Jacobi  in 
seinen  zu  Königsberg  gehaltenen  Vorlesungen  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  basirt.  Eine  entsprechende  Formel  für  die  ö-Fuuc- 
tion  hat  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  hergeleitet.  Sind  nämlich 
Wi,  «2,  u-i,  «4  vier  beliebige  Argumente,  so  besteht  die  identische  Gleichung 

Wendet  man  hierauf  die  Formel  10)  §  15 

ö(M-f  y)ö(M — v) 

an,  so  ergiebt  sich 
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,        0  (m,  +  ?<2)  0  {Ui—Ui)  0  (M3  +  W4)  Ö  (Ui—Ui) 

\  ^-ö(^^l^-^<4)ö(^/^ — M4)  ö  (?/.,+ W;0  0(^2 — %)  =  0- 
( IVctcrsfrassSchwarz,  Formeln  mid  Lehrsätze  jS'iJ. 

Eine  Herleitung  der  Weierstrass'schen  Formel  aus  der  Jaeo bi- 
schen ist  von  Scheibner  gegeben  ( Grelle  J.  CII,  2^8).  Dass  um- 
gekehrt die  Jacobi'sehe  Formel  eine  Folge  der  anderen  „dreigliedrigen" 
(wie  sie  Halphen,  Traitc  des  fonctions  elUptiques,  2^1.4,  nennt)  ist, 
wird  schon  in  Briot  et  Bouquet,  Traue  des  fonctions  elliptiques, 
Livre  VII,  chap.  i  gezeigt.  Eine  andere  Herleitung  beider  Formeln 
durch  Betrachtung  der  Producte 

^/.(?o  +  gi)^.(eo-^.)^/XC2+S3)^/<(^2-S3)  (h  =  0,  1,  2,  3) 
gab  Kronecker:  „Bemerkungen  über  die JacobiscJien  TJietoformeln" 
(Grelle  J.  GII,  260 — 2'/2j.  Auf  Gleichungen  von  der  Form  der  Glei- 
chungen 13)  und  15)  hat  Krusemarck  nach  einer  Methode  von 
Eisenstein  einen  Abriss  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  in 
Grelle  /.  XL  VI,  18 g — 233  basirt.  Das  Verfahren  ist  dem  von  Jacobi 
ganz  ähnlich,  nur  weniger  einfach. 

Die  Gleichungen  13)  und  15)  bilden  einen  sehr  speciellen  Fall 
eines  allgemeinen  Satzes  von  Schröter,  von  welchem  bei  Gelegenheit 
der  Modulargleichungen  die  Rede  sein  wird. 

§  20.    Anwendungen  des  Fundamental-Theorems.    Die  Theta-Functionen  mit 
ziisammeng'esetzten  Argumenten. 

Die  in  §  19  entwickelte  Fundamentalformel  lautete: 

1)  ^3(^')^3(^)^3(y)^3(^)  +  ^2('^)^o(a;)^2(?/)^2(2) 

=  ^3(«;0^3(^0^3(j/Oö-3(^0  +  ^2(''^')'^2(^'')^2(2/')»9-,(20, 

\m'  =  \{w-\-x-\ry-\-z\     y'  =  '.^{rv—x^y—z\ 

^     \  ^'  =  ~ri^+x—y~z\     z'  =  -1  (w— .r— y-f^), 

Lässt  man  die  Argumente  w,  x,  y,  z  um  gerade  oder  ungerade  Multipla 

Jt    i  jc      i  . 

von  -5   glog<?,  ^  +  ^^ogq  zunehmen,  so  giebt  die  Gleichung  1)  zu  einer 

grossen  Menge  interessanter  Relationen  zwischen  (9^-Functionen  Ver- 
anlassung. Von  diesen  Relationen  sollen  nur  die  erwähnt  werden, 
welche  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  wesentlich  sind. 
Die  Zunahmen  der  Argumente  n\  .r,  y,  z  sollen  so  gewählt  werden, 
dass   iv\  x\  y',  z'  um    positive   oder  negative  Multipla  einer  der  drei 

71     i  3t      i 

Quantitäten  -»  ^^^S^' ^ +ol^&^   zunehmen,   also   wieder   auf  Theta- 

Functionen  mit  dem   zweiten  Argument  q  reductibel  sind.    Dieses  ist 
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natürlicli    nicht   flir  alle  Zunahmen  der  Fall:  liisst  man  z.  B.  w  nm 

2 

zunehmen,  so  nehmen  w\  .r',  y',  z'  sämtlich  um   -  zu,  Functionen  von 

4 

der  Art  wie: 

lassen  sich  nicht  durch  die  Functionen  d-{x),  '^i(i'),  ^lix)  und  d-'^ix) 
ausdrücken,  in  welchen  das  zweite  Argument  q  unverändert  gehlieben 
ist.  In  dem  folgenden  System  von  Gleichungen  ist  die  Herleitung 
jeder  Gleichung  angegeben.  Zur  Abkürzung  ist  gesetzt  „in  1)  w+jr", 
statt  „in  der  Gleichung  1)  rv  mit  w+jr  zu  vertauschen",  ebenso  be- 
ziehen sich  rechts  w'+-,  x'-\--^  y'~^n^  ^'H —    ^^^    ^^^    gleichzeitigen 

entsprechenden  Zunahmen  von  ?v\  x\  y\  z*  um  ~  in   Folge   der   Glei- 

chuDgen  2).    Aehnliches  gilt  für  die  übrigen  Gleichungen. 

I. 

In  1)  w+jt.  n;'+|,  x'+^,  y'+|,  z'+|. 

&s{w)e;(x)»^(y)&,{z)  -  Mr^)Mx)My)Mz)  = 

^  ^rv')^x')^y')^z')-^^,{w')^^{x')^■^(y')^,{z'). 

In  1)  w-\--,  x+-,   ?/+-,    2  +  2'  7v'-\-jr. 

.  &{wmx){^iy)&(z)+d-i(rv)UA:)d-^(y)d-^(z)  = 

In  3)  7v  +  jt.  7v'+~,  .t'  +  ~,  2/'+^,  z'-\-^' 

)  r^i       '  2'  ^      2  2 

^.  diw)^{x)niy)Kz)-^\{rv)%-,{x)^\{y)^,{z)  = 

In  1)  «;+J,    0:+^.  w'^-"",  a'+-- 

y       I  2'        '  2  2  2 

^.  nw)Hx)(^Mf^Äz)+ffi{n^)f^ii^-)Uy)»iiz)  = 

'^  H»^'Mx'){^Äy')Hz')-^M»^')Mxy%(y')Mz'). 

In  5)  w+x.  w'-f--,  x'+-,  y'-\--,  z'-}-^- 

^..  Hw)Hx){>M9-^(z)—&i(»>)0-,{x)9-,(y)^,{z)  = 

Hn'')Ux')Hy')»{z')  +  Uri'')0-2{x')^iiy')»x(z')- 

In  ^)  .V  +  glogv,      2+^logV,  w'+^log^,     .r'+^log^. 
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In  7)  w-{-jt.  «''+2'  ^  +2'  ^  "^2'      "^2' 

In  7)  und  8)  «;+|   a:+|-  «;'+|,  a:'+f- 

/^3(/i;)^30r).^2(y)^2(^)— ^2W^20»^)^3(y)»'^3(2)  = 


9) 
10) 


In  7)  und  8)  y+|,   z-h^-  ;.'+|,  .V+^. 

'')  -^,(«/)^2(x')^3(?/')^3(^')  +  ^3('^')^3C^^0»^2(j/0^2(20. 

Die  Summe  der  Gleichungen  9),  10),  11)  und  12)  giebt: 

.  0^  *3('^•)^3(^')^2(2/)^^2(^)  +  ^(«^)^(•^0^l(^/)^l(^)  = 

^"^  ^3K)^3(^0^2(2/')*2(20+^(«^0^(a^0^l(y0^l(20. 

Die   Summe   der  Gleichungen  11)  und  12)  von  der  Summe  der 
Gleichungen  9)  und  10)  abgezogen  giebt: 

-"^^  &.{w')Ux')»,{y')Mz')+{^,{?v')^,{x')Hy')Hz'). 

In  1)  .r+^log^,    y+|,    ^+^  +  ^log^. 

'^'+|  +  ^log^,  '-*''— f,  y'—^^ogq. 


15) 


.^3(/«^)^2(^-*^)'^(?/)^'^l(^)  +  ^2(«^)^3(^)^l(t/)^W  = 
^,(;^')^(^0^2(l/')^3(2')-^(«'0^l(a^0^3(?/0^2(20. 

In  15)  w-^jT.  «;'+|,  a:'+|,  t/'+|,  2'+^. 

Ißx  i^3(«')^2(^)^(!/)^l(2)-^2W^3(^)^l(?/)^(2)  = 

^  —d-^(„;')d-^(x')&,(y')^z')-\-^,(rv')&^(x')»{y')^^(z'). 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  I.  lassen  sich  vier  Glei- 
chungen herstellen,  welche  den  Relationen  zwischen  den  Argumenten 
w,  n>'  etc.  analog  sind.     Man  setze  zur  Abkürzung: 

Hrv)Hx)Hy)Hz)  =  h,  »i{rv)9-i(x)&,(y)h{z)  =  hu 

H"^)M^)0-,(y)Mz)  =  Ä2,     ^■i(n^)Ux)^MHz)  =  h' 
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Für  die  Argumeute  tv',  x\  t/\  z'  werden  die  ents])ieclieudeu  Pro- 
diiete  durch  h\  h\,  h'2,  h'^  bezeichnet.  Durch  Verbindungen  mittels 
Addition  und  Subtraetion  geben  die  bemerkten  Gleichungen: 

h\  =  ^r{h  +  h—h—h,), 
h'    =    ;-(Ä3— /J2  +  Ä— Ä,)- 

Legt  man  dem  Argumente  ;/?  besondere  Werte  bei,  so  lassen  sich 
aus  dem  System  I.  Gleichungen  herstellen  zwischen  Theta-Functionen 
mit  zusammengesetzten  Argumenten.    Nimmt  man  z.  B, 
Tv=—(x-hy  +  z),  so  ist  w'=0,  x'=—(t/-\-z),  i/=—(x-{-z),  z'=—{x-\-y). 
Die  Gleichung  2)  von  I.  giebt  dann: 

^%{x-^y-\-z)Mx)Hy)Mz)  ~  ^■iU'-{-y-\-z)&:i{x),%(y)Mz)  = 
HO)Hx+ymx-\-z)Hy+z). 

Die  rechte  Seite   bleibt  ungeändert,  wenn  x,  ?/,  z  vertauscht  wer- 

Man  gelangt  so  zu  der  folgenden  Doppei- 


den mit  .r+^,    y-\- 
gleichung : 


2'    "  +  2' 


II. 


1)    =  nx-\-y+z)Hx)Hy)9iz)-h»i(x-{-y-\-z){^^ix){^yiy){^,{z) 
=  HOMx-i-y)d-(x-[-z)Hy-^z). 


7t 


2) 


In  1)  cv-\-''  statt  X. 

&(x-^y-^z)d-{x)y%{y),%iz)-S-i{x+y-\-z)&^(x)»^iy)9-,(z) 

»■Ax-{-y+z){^,{x)»(y)Hz)+^Hx+y+z)&._{x)d-i{y)d-i{z) 
=  »(P)ß-,{x+y)»,{x-\-z)Hy-h^). 


lu  2)  »z+^log^, 


4og^  statt  y,  z. 


3)  =  d-,{x+y+z)Ux)d-,(y)Mz)-^{^^{x-j-y-{-z){^.,ix)Hy)H^ 

=  ^^)»i{x^-y)»i<<x-^z)d-{y-\-z). 

jt 
In  3)  x+-  statt  x. 

4)  =  i^{x+y  +  z)Hx)>^-M»x{z)  +  d-,{.v-\-y+z)^,{x)i^{y),%z) 

=  ih{0)Ux-^y)i^v{x+z){)-{y  +  z). 
Für  IV  =  — {x-\-y-\-z)  giebt  die  Gleichung  15)    von    I.  analog  der 
Gleichung  1)  von  II.  zu  folgender  Doppelgleichung  Veranlassung: 

Kuueper,  ellipt.    Functionen.     '1.  Autl.  jy 
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5)     =  -fhi:r^y^z){h,ix)»,iy)Mz)  +  ^i{x+y+z)&ix)».iyy%(z) 
=  HO)fh.,{x+y)f^,U-\-z)My-hz). 

Die  iu  IL  aufgestellten  Gleichungen  lassen  sich  leicht  vermehren, 
indem  man  z.  B.  Gleichungen  aufstellt,  bei  denen  die  Constante  ^(0) 
durch  .'^2(0)  oder  >9-3(0)  ersetzt  ist.  Da  die  betreffenden  Gleichungen 
im  Folgenden  nicht  zur  Verwendung  kommen,  so  sollen  dieselben 
nicht  weiter  ausgeführt  werden.  Von  grösserer  Bedeutung,  als  die  in 
II.  enthaltenen  Gleichungen,  sind  die  Relationen  zwischen  Theta-Func- 
tionen  mit  den  Argumenten  .r+y  und  x — y. 

In  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  I.  setze  man  w  =  — x,  z  =  — ?/, 
also  w'  =  0,  x'  =  0,  y'  =  ~ix—y\  z'  =  —{x+y).    Es  folgt: 
i^l{,^^{y)-d-l{x)»l{y)  =  ^KOm^--^ymx—y\ 
^^ixWiy)—&1{x)&i(y)  =  &'^(0)^(x  +  y)^x-y), 
und  aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

(5)         fh;(x)l^l(y)  +  f^;(x)»;(y)  =  n^v)ny)-^n(^m(y)- 
Addirt  man  die  Gleichungen  1)  und  3)  von  L,  so  folgt: 

-^f>,(ni)Ux)^i(y>Uz)  =  2d;{fv')&,{xy%(y'){^,(z'). 
Setzt   mau    hierin    /v  =  — x,   z  =  — y,   so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  6):  « 

III. 

&l(x)^(y)+»;{x)^;{y)  =  r-(x)»\y)+mx)my) 


2) 


In  1)  x-\-~  statt  x. 

&%x)»l(y)+»l(xWl(y)  =  &l(x)&Hyn»;(x)fhliy) 
=  m()Mx-\-ymx-y). 

In  1)  und  2)  :<:+--Iog^  statt  x. 


3) 

4) 


■f^l{x)my)-f^Hx)&i(y)  =  -^■l(x)»'i(y)+mx)d-liy) 
=  mO)Mx-\-y)»^{x-y). 

f^'M>niy)-n(^)^"(y) = nxm(y)-^nix)»Ky) 

=  ^l(0)i^,{x-hy)(^i(x-y). 
Aehnlich   wie   die  Gleichungen  2),  3),  4)    aus  1)    folgen,   ergeben 
sich  im  Nachstehenden   immer   aus  der  zuerst  entwickelten  Gleichung 
die   drei   folgenden.    In  der  Gleichung  5)  von  I.  setze  man  tv  =  — x, 
z  =  — y.  dann  folgt : 

»Kccm{y)-f^i(x)^l{y)  =  {^2(0)»,(x+y)l^,{x-y). 
Vertauscht  man  x  und  //,  so  ergiebt  sich  folgende  Doppelgleichung: 
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5) 
(5) 

7) 

8) 


=  {^mU^-hy)Ux-y). 
»l{x)my)-{^l(x)d-l(y)  =  &Kx)d-Ky)—d-i(x)0-;(y) 

=  &mKx-^y)Hx-y). 

=  ,^2(0)^,(a:+«/)^2(^— t/). 

=  rio)Mx-\-y)Hx-y). 

In  der  Gleichung"  14)  von  I,  setze  man  ?v  =  — x,  z  =  — y,  ver- 
tausche nachher  x  mit  y,  wodurch  die  rechte  Seite  unverändert  Ijleibt. 
Man  findet  dann: 

mx)}^l(y)-h^KxW,{y)  =  mx)»l(yn&;{x)&Ky) 

=  &l(0)Mx-i-y)Mx-y). 
.r-{x)my)-{-mx){^;(y)  =  ß-lix)d-l(y)-^d-%x)&Ky) 

=  ß-l{Omx+y)nx-y\ 
»MO-liy)-^l{x)»l(y)  =  0-lix)»l(y)-r-(xW-^(y) 
=  &l(0)Ux-\-y)d-,ix—y). 

»■iix)^(y)-rXxW,(y)  =  ^Kx)d-l(:y)-,mx)9-Ky) 

=  d-liO){h,{x-hy)&,ix-y). 

Die  vorstehenden  zwölf  Gleichungen  gehören  zu  den  Fundamen- 
talgleichungen, durch  welche  die  Theorie  der  Theta-Functionen  mit 
der  Lehre  von  den  elli])tischen  Functionen  in  Zusammenhang  gebracht 
werden  kann. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  11)  von  IIL  y  =x,  so  folgt: 


10) 

11) 
12) 


IV. 

1)  mo)U2x)         =  ^l(x)+&\ix)  =  d-^{x)+{hl(x), 

2)  .^^(0).'>(0),^(2a-)    =  {^l(x){)-^(x)-\-{^Kx)»i(x), 

3)  {^'!XO)f^.2(2x)         =  H-:(x)—d-l(x)  =  mx)—d-*(x). 

Die  Functionen  ß-,  fh-i,  ^3  mit  dem  doppelten  Argument 
lassen  sich  also  durch  Functionen  mit  den  einfachen  Ar- 
gumenten ausdrücken.  Dieser  Satz  lässt  sich  noch  erweitern,  wenn 
man  die  Gleichungen  IV.  mit  den  Gleichungen  II.  combinirt.  Die  Cou- 
stanten  i9-(0)  und  ^3(0)  sind  positiv,  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
1)  und  2)  von  IV.  sind  Summen  von  Quadraten.  Hieraus  folgt,  dass 
i9-3(2.r)  und  {^(2x%  also  auch  r%(x)  und  d-(x)  für  reelle  Werte  des  Ar- 
guments X  immer  positiv  sind. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  III.  y  =  0,  so  er- 
hält mau  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Quadraten  der  vier  Theta- 
Functionen,  nämlich  die  folgenden: 

10* 
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1)  K{0){hlix)  =  {)-l(0)fh:(a-)-{-{^KOWKA% 

3)  f^mnix)  =  rrxo)f^i{x)—.nowxx), 

4)  ^ri{o)f^;(x)  =  ,nio)i^Hx)—fhmK(^), 

Die  vorstehenden  Gleichungen  repräsentiren  zwei  Gleichungen,  da 
aus  zwei  derselben  die  beiden  anderen  folgen.  Mittelst  dieser 
Gleichungen  liisst  sich  das  Quadrat  einer  jeden  Thetafunc- 
tion  linear  durch  die  Quadrate  von  zweien  der  übrigen  Theta- 
funetionen  ausdrücken.  Dividirt  man  die  Gleichungen  2)  und  4) 
durch  f>-%r) .  9\0),  so  erhält  man  leicht: 


i9-2(a;) 
d-\x) 


,9-2(0) 
ii(0) 

i"^2(0) 


n(o)»M 


ß-:{0)  ^r-ix) 


§  21.    Die  (Quotienten  der  Theta-Fnnctionen,  das  Additionsflieorem  derselben. 

Die  Constante  r%'{0). 

Für  X  =  0  reducirt  sich  die  Gleichung  V,  1)  des  vorhergehenden 
§  auf  die  merkwürdige  Beziehung: 

1)  i-^^CO)  =  0-4(0) +  ^*(0) 

d.  i.: 

(l  +  2ry  +  2^4  +  2^"+...)4=(l-2^/+2^/— 2^3-4-. ..)'  +  16(^*+9H?T  +  ...)S 
oder 


1  1 


2) 


.^(0) 


L     1 


(2^1)2-1, 


Setzt  man  zur  Abkürzung: 


'•^2(0) 


=  l//7, 


=lA', 


^3(0)  '       '  ^3(0) 

dann  giebt  die  Gleichung  1)  zwischen  k  und  k'  die  Beziehung: 

3)  Ä-2+r-i  =  1. 

Führt  man  die  Werte  von  k  und  /;',  definirt  durch  die  Gleichungen  2), 
in  die  beiden  letzten  Gleichungen  von  §  20  ein,  so  werden  dieselben: 


4) 


d-\x) 


1—k 


^Kx) 


^2(x) 


1  f^lJx) 
k  ^\x)_ 


In  Folge  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  ein  beliebiger  Quotient  zweier 
Theta-Funftionen  durch  einen  bestimmten  Quotienten  zweier  derartiger 
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Functionen    ausdrücken.      Da    in    Folge    der    zweiten    Gleichung   4) 

^'>i^L~r'  SO  kann  man 
f}-{.r) 

5)  -^y^^  =  \/ksm,, 

setzen.     Die  Gleichungen  4)  werden  dann  einfacher: 

Die  Quadratwurzeln  nehme  man  positiv;  wird  zur  Abkürzung,  wie 
schon  früher,  die  Legendre'sche  Bezeichnung 

7)  l/l— A--8in'2r/;  =  A  {(p) 

gewählt,  so  geben  die  Gleichungen  5)  und  6)  das  Resultat:  Es  lässt 
sich  immer  ein  Winkel  (p  so  bestimmen,  dass  gleichzeitig 

8)    i/A  Sin  (jP  -   ^,^  ,      1/  ^, .  C0S9)  -  ^^^ ,     -^^j  -  -^ 

ist,  wodurch  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den  Theta-Func- 
tionen  bestimmt  sind. 

Um  die  Vieldeutigkeit  von  (p  zu  lieben,  die  in  den  Gleichungen 
8)  liegt,  da  siufjr,  cos^p,  A(p  bei  Aenderung  von  ^  um  2njt  ungeäudert 
bleiben,  setze  man  fest,  dass  cp  mit  x  zugleich  verschwinde.  Nimmt 
man  ferner  an,  dass  x  und  q  (dessen  Modul  immer  <1  vorausgesetzt 
wird)  beide  reell  seien,  so  werden  nach  2)  auch  k  und  k'  reell  und 
<1,  ebenso  wird  nach  8)  (p  reell  und  da  für  reelle  Werte  von  x  und 
q  die  Functionen  ^9-3(0:)  und  if-{x)  ausschliesslich  positive  Werte  haben 
(s.  S.  147),  so  ist  die  Quadratwurzel  \/l — k'^^m'^fp  stets  positiv  zu  nehmen. 

Für  die  Quotienten  der  Thetafunctionen  -^-Ji    Jv^Ji  V/  \    lässt 

&{x)     &-{x)     d-{x) 

sich  nun,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  in  §  20,  auf  folgende  Art 
ein  Additionstheorem  herleiten,  d.  h.  die  Fundamentaleigen- 
schaft, dass  die  Function  der  Summe  zweier  Argumente 
sich  algebraisch  durch  die  Functionen  der  einzelnen  Ar- 
gumente ausdrücken  lässt. 

In  der  Gleichung  §  20  I,  15  setze  man  w  =  x,  z  =  y^  also  w'  =  .u+y, 
x'  =  X — y,  y'  =  0,  z'  ^  0.     Man  erhält  dann : 

Hierin  x  und  y  vertauscht: 

Aus  der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  leicht: 

^         ==K^)»,{x)»M(^M+Hyy%{yyUx){^,{x). 
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Nimmt  mau  //•  =  i/,  z  =  a:,  also  w'  =  x-\-y,  x'  =  o,  i/'  =  — {x — ?/),  z'  =  0 
in  den  Gleicliuugen  I,  6)  und  I,  8),  so  geben  dieselben: 
in>,  HO)f^sm^r-ty)H^-y) 

Die  Gleieliimg-  I,  G)  giebt  für  w  =  .t-,  z  =  y: 

fh\o).%{.v-^y)d-,{x-y)  =  H^)my)-^H^)Kiy) 

oder  y  mit  »/+-  vertauscht: 

12)  ^        ^2(o),9(.y+2/)^(.r-j/)  =  H^)Hy)-{^i{x)d-i{y). 
Dividirt  man  die  Gleichungen  9),  10)  und  11)  durch  die  Gleichung 
12),  so  folgt: 

.9-,(0)»3(0)    rU^+y)  ^  ^Hx)Mx)d;{y){^,iy)+Hy)My)M^)M^) 

^2(0)      H^-^y)  ^K^)^Ky)-^"^^>'^"iy) 

M2)  b(:^±y^  =  Hx)Hy)M^x){)-,iy)—M^)My)H^)»3{y) 

^3(0) U^-hy)  _  ^G^)^(y)^3(-i-)^3(y)-»i(^)^i(!/)^2(-'^)^2(y) 

.^(0)  ^^Gu+^/)  {>^-{x){>^iy)-^%x)d-Hy) 

In  den  vorstehenden  drei  Gleichungen  werden  Zähler  und  Nenner  des 
letzten  Bruches  rechts  jedes  Mal  durch  d-'^{x)&-~{y)  dividirt,  alsdann  er- 
giebt  sich  unter  Einführung  des  doppelten  Vorzeichens  von  y: 

H^)  Hyl Ml)  ,lMM^b^ 
.0.  M5 M^)  ^i(^+^) _  H^)  Hy)  Hy)     Hy)  H^)  H^) 

'^^  ,^(0)  m"'  Hx±i/)  ^n^)&i{y) 

d-^{x)  r-{y) 

U^)  My)  zp  j^iM  ^^i(^)  M^O  M) 
in      MO  M^±y) ^  K^)  ^»(y)      H^)  Hy)  H^)  Hy) 
^       ^(0)  ■  &{x±y)  H(^)Hiy) 

d--^{x)  d-^{y) 

H^)  ^M  n:  ^iM  Md  M"")  ^y) 

i^N  MO    Ux±y)_  Hx)    Hy)   ~^  Hx)    %)    Hx)    Hy) 

^       HO)  '  H^±y)  H{^)Hiy) 

^^ix)rHy) 

Hiermit  ist  jede  der  drei  Functionen  #^\  M^>,  ^f^ 
•^  Hx±y)    Hx±y)     H^±y) 

0,0.0. 
rational  durch   die  Functionen  —i  -^■>  —-  für  die  einfachen  Argumente 

ir       rr       rr  , 

dargestellt.    Da  sich  nun  je  zwei  der  Brüche   J;  A  -t^tM'  ^1^7^  durch 
'^  -^  ^(.r)      H^)      H^) 

den   dritten  mit  Hülfe   von  Quadratwurzeln   ausdrücken   lassen,  so  ist 


§  21]  151 

die  Fiindamentaleigenschaft  des  Additionstlieorems  für  Jede 
der  Fimetionen  ^',^^^^  '^^^"J'^ .  ^^  in  den  Formeln  13),  14),  15)  ent- 
halten. Die  Gleichungen  IH),  14)  und  15)  lassen  sieh  einfacher  schreiben, 
wenn  man  \Jk,  x/'k'  mittelst  der  Gleichungen  2)  einführt  und  drei 
Winkel  r/,  }/;  und  o  durch  folgende  Gleichungen  definirt: 


16)  I 


=  \'k  .fimcp, 

k 

k' 

J(^) 


■^g=>/^"»'"^'^'=''''- -'"'■' 


Hy)       i/P 


»2C^'+y) 
Hx-\-y) 

M^+y) 


k_ 

k' 

\/k' 


Die   obigen  Gleichungen   nehmen   hierdurch  die  folgenden  einfacheren 
Formen  an: 


17) 


sinö  = 


cosa 


sin  9?  cos  V;  zl  (i^) + sin  T^  cos  5P  J  (^p) 

1 — /f^sin^g)  sin^i^ 
cos  9)  cos  ^ — sin  9>  sin  x\)A{<p)A  {ip) 


l 


J(o-) 


1 — Ä^sin^^jsin-r^ 
A{<^)  A{yi) — /:2 sing) sin T^ cos g) cos V; 
1 — A-2sin2(jpsin2T/> 

Die  beiden  ersten  Formeln  gehen,  wenn  wir  k  =  o  setzen,  in  die  be- 
kannten Additionstheoreme  für  die  trigonometrischen  Functionen  über. 
Ueber  die  Intervalle,  innerhalb  deren  sich  die  Winkel  x  und  r/ 
bewegen,  lässt  sich  leicht  eine  Bestimmung  ti-effen  durch  den  Nach- 
weis,  dass    ^-    und  —  gleichzeitig   positiv    sind.     Setzt    man   in 

%mx  cos.r   °  °    ^ 

den  Gleichungen  4)  und  3)  des  §  17,   die   man  auch  schreiben  kann: 

CT)  X-        /im—\\i 


d--i{x,  q)  =  y,  (f  ■  COS  2  WJa:,      ih2{x,  q) 


cos(2m— l)cC. 


q^  statt  q  und  2.«  statt  .»;,  so  folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 
^z{2x,q^)  +  H^X,q^)== 

y  OD  c« 

^ (/<2m)i  co84/;/a:+2 ^«"«-d^  cos 2 (2w— l)x  =]V^^/"' cos 2w.r, 


^3(2.1-,  y^)— .^2(20:,  q^)  =  V(— l)'»<^"'-cos  2mx, 


d.  i. 


18) 


*3(2.r,?4)+^2(2a:,v')  =  H^,  q\ 
f^,{2x,q^)-{h{2x,  V»)  =  fh{,;  q). 

Man  setze  hieraus  die  Werte  von  ^-iix.q)  und  H>\q)  in  die  Glei- 
chung IV,  3)  des  §  20,  nämlich  in: 
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dann  wird  die  Gleichung  in  folgende  transformirt : 

•'^•:(0,'?)'^>(2.T,?)==8^,(2.T//)^3(2:c,5^)[^^(2a:,^4)  +  ^^(2a:,^4)], 
oder  einfach  x  statt  2x  gesetzt: 

19)  ni(^,q)Ux,g)  =  8^.,(a:/y*)^3Gr//)[ö-^(a:/y4)+^3=(a;,^4)]. 

Vertauscht  man  x  mit  x-\--,  so  erhält  man: 

20)  mO,q)Uv,q)  =  8U^,  q')H^Vl'm{x,q')-^H^,q*)[ 
Für  x  =  0  giebt  die  Gleichung  19): 

21)  rVXO,q)  =  8^,(O,ry4),^3((),r/)[/^';(O/y0  +  .^.^(O,ry4)]. 

Die  Gleichungen    19)   und   20)  dividire  man  durch  die  Gleichung  21). 
Zur  Abkürzung  setze  man: 

UO,q')'n{0,q')-^n{0,q^)         ^'''^^' 

HO^q'Y  nO,q')'hni0.q')         '^  '^  ^' 
Da  die  Functionen  d-  und  ^3  immer  positiv  sind  für  reelle  Werte 
des  Arguments,  so  sind  F  und  Fi   wesentlich   positive  Quantitäten  für 
ein  reelles  x.    Die  vorhin  bemerkte  Division  giebt  nun: 

f^Mq)  ~  HO:  q')^'^  ^'        ^•2(0,  q)  ~  HO,  qr'^""'  ^  ^' 
In  jeder  dieser  Gleichungen  setze  man  q^,  q^^,  q^^...  statt  ^,  mul- 
tiplicire   die   so    erhaltenen   Eesultate   mit   einander.    Geht   man   zur 
Grenze  über,  so  folgt: 

'H^,q^) 


Mm)  _  lim 
HO,q) 

''^     ^    lifelUlim 


lHO,q^) 


XF{x,qi)F{x,qi^)..., 
XF,ix,q*)F,ix,qi^)..., 


-^2(0//) 
für  ein  unbegrenzt  zunehmendes  q.    Es  ist: 

H'^-^q^)        ? f^cosru+^^^cos  ?,x-\- . . .      cosa;4-^'^^' cos '6x-\- . . , 


Da  nun  q<l,  also  lim  ^^  =  0  für  (>  =  -x:,  so  ist: 

hm    ^        ^  =  cosa;, 

UO,q^) 

je 
und  durch  Vertauschung  von  x  mit  — I-.t  folgt: 

lim    -         '  =  sin  x. 
HO^q^) 
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Mit  Kücksielit  darauf,  dass  i%{(),r/)  wesentlich  positiv,  ebenso  f^{-r,q\ 
geben  die  Gleiebungen  22): 

y%i\q)  Kv,q) 

WO  C  und  S  reelle  Grössen  sind.  Diese  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  den  Gleichungen  8)  zeigen,  dass  sing)  mit  sin.»;  und  cosfjp  mit 
cos.f  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  die  Winkel  (p  und  x  liegen  also  in 
demselben   Quadranten.     Bestimmt   mau   also,   dass    y  =  0  für  x  =  0, 

80  ist  auch  w  =      lur  x  ===  -  • 
2  2 

Die  vorhin  entwickelten  Gleichungen  geben  den  Wert  einer  Con- 
stanten, welche  im  nächsten  §  neben  den  Constanten  i^{0),  ^2(0)  und  ^3(0) 
auftritt,  es  ist  dieses  die  Constante: 

r  =  1 

=  2{fj  >— 3r  +  brrt—lq'! ). 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  soll  der  W^ert  der  betreffenden 
Constanten  mittelst  der  Gleichungen  1),  18),  20)  und  21)  kurz  her- 
geleitet werden.    Die  Gleichung  1)  giebt,  wenn  q  mit  q^  vertauscht  wird : 

dividiii;  mau  auf  beiden  Seiten  durch  i9-;(0,(?'') — ^1{^A%  so  folgt: 

In  dem  Product  der  Gleichungen  18)  x  =  ()  gesetzt,  giebt: 

'^;'(o.  q')-m).  <i')  =  .*^(o,  q)^M  q\ 
Wendet  man  dieses  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  23)  an,  so  ist 
einfacher: 

Den  Wert  der  linken  Seite  substituire  man  auf  der  rechten  Seite  der 

Gleichung  21),  die  sich  hierdurch  wie  folgt  vereinfacht: 
24)         ,^.*(0,  (/)^(0,(/)^3(0,  q)  =  8^K0//»)'^2((),  <J'W^.  (/')' 
Die  Gleichung   20)  werde   nach   x  differentiiii;  und  darauf  x  =  0 

gesetzt;  da  die  Differentialquotienten  der  drei  geraden  Functionen  mit 

dem  Argumente  x  verschwinden,  so  bleibt  einfach: 
mo,'M\io,q)  =  B^o/yWO',^*), 

und  dividirt   man  diese  Gleichung  durch  die  Gleichung  24),  so  nimmt 

dieselbe  folgende  symmetrische  Form  an: 

^;(o,(?)  ^;(o//) 


25) 


^(0,  q)Ho,  q)Ho,  fj)     KO;  q*)Mo,  q*)Mo^.  q*) 
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Bezeichnet  man  die   linke  Seite   dieser  fTleielmug;  durch  f{q),  so  ist 

f{Q)  =  fW'    Wird  hierin  q  durch  q\  q^% ersetzt,  so  folgt  f{q)  = 

lim /■(</?)  für  ()  =  cc,  oder  da  ^^  =  0,  so  ist  f{q)  =  f{Q).    Nun  ist: 
/Y.W  l-3g^+5r/.... 

also  tur  V  =  0  ist  f{o)  =  1.  Jeder  der  Brüche  in  der  Gleichung  25) 
ist  folglich  gleich  der  Einheit,  woraus  sich  die  bemerkenswerte  Glei- 
chung ergiebt: 

''^;  (0,  q)  =  HO,  ry)^,(0,  q){^,i(\  q) 
oder,  indem  man  das  Argument  q  einfach  weglässt: 

26)  Kio)  =  Ho>Uo)Ho\ 

wo  »\(o)  =  (-f{)-^{x))      bedeutet. 


Sechster  Abschnitt. 


§  22.    Ucbergaug  von  den  Tlieta-Fnnctioneu  zn  den  elliptischen  Fnuetionen. 

Die  Gleichung  13)  von  §  21  differentiire  man  nach  y  und  setze  nach 
der  Differentiation  y  =  0.  ]\Iit  Rücksicht  auf  »9-'(0)  ==  0,  K{0)  =  0, 
^'3(0)  =  0  folgt: 

^»2(0)^3(0)  d  (M^)\  _  {y^  ^)  {^,Jx) 
^2(0)     dx\d-{x)J       d-{0)  Hx)  H-^)' 

oder,  da  nach  26)  ^^;  (0)  =  ^(0)^2(0)^3(0), 

d  (H{x)\  _  ^,_^^^   ^^M  M4 


dx\d-{x)J  ^^'  H^)  '  ■%) 

ferner  da  nach  8): 

so  wird  die  obige  Gleichung  einfacher: 

Setzt  man  noch  nach  2)   §  21   ä:'^^(0)  =  ^^^(o),  so  findet  zwischen  g; 
und  X  die  folgende  Differentialgleichung  statt: 

y\ — Ar^sin^^p 
Da  nach  dem  vorigen  §  9^  zugleich  mit  x  verschwindet,  so  ist: 
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2) 


und  da 


/y       dg) 
l/l— A-2sin2  9) 


=  x.d-l{Q), 


jt 


und  (p  gleichzeitig       werden,  so  ist: 


3) 


/i- 


:/l/^ 


-/t2  8in2^       2    '^  ^' 


mithin  folgt  durch  Elimination  von  »93(0)  zwischen  diesen  Gleichungen: 

dq)  2Kx 


4) 


Jl 


-Ä2sin2  9) 

Die  Gleichung  3)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  2)  des  vorigen 
Paragraphen  giebt: 


5)      »3(0) 


f ,  HO) 


2kK 


ih{(_)) 


'2k'K 


X 


Führt  man  wieder  die  Bezeichnungen   der  elliptischen  Functionen 
Die  Gleichungen  1)  geben  dann: 


ein,  so  ist  9;  =  am 


0) 


ji 


Hx) 

f^,(x) 


=  l/ztsn 


k' 


cn 


=  -^dn 


2ÄX 

JC 

2Kx 

Jt 
'iKx 

Jt 


.  K^)      \/k' 

Geht  man  von  der  Theorie  der  Theta-Functionen  aus,  so  sind 
mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  die  elliptischen  Functionen 
durch  die  Quotienten  zweier  Theta-Functionen  definirt.  Nimmt  man  A-, 
also  auch  k\  K  und  K'  als  gegeben  an,  so  geben  die  Entwickelungen 
des  §  18  mit  der  grössten  Leichtigkeit  q  in  P^'unction  von  k.  Geht  q 
über  in  ^',  so  möge  k  in  l  übergehen.  Es  sei  /'  der  Complementär- 
modul  von  /,  durch  L  und  L'  sind  die  elliptischen  Integrale: 

n 

d<f) 
bezeichnet.    Den  Gleichungen  5)  entsprechen  dann  die  Gleichungen: 

'|,*..(o./,=  l/f..(o./)  =  l/f. 

Mittelst  dieser  Gleichungen   und    der  Gleichung  5)    nehmen  die  Rela- 
tionen 19)  des  §  18,  nämlich: 


TT  n 


=  r 


'^3(0,0  = 
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^3(0//)  = 


jT 


log- 


UO,q'),  MO,q)  = 


JC 


log; 


HO,q'), 


Jt 


folgeude  Formen  an: 


I02:- 

^  q 


7) 


log-  log-  log- 


Durch  Division  der  zweiten  und  der  dritten  vorstehenden  Gleichung 
durch  die  erste  folgt  k  =  /',  A'  =  /,  es  sind  also  k  und  /  Complementär- 
moduli,  mithin  ist  L  =  A'.    Die  erste  Gleichung  7)  giebt  dann: 

A' 


8) 


,    1       r         -"r 

log-  =  jt--i    q  =  e 


K 


wodurch  q  in  Function  von  k  bestimmt  ist. 

Definirt  man  die  elliptischen  Functionen  allgemein  durch  die 
Gleichungen  6),  so  geben  die  Gleichungen  18)  von  §  18  unmittelbar 
den  Zusammenhang  der  Functionen  mit  reellem  und  imaginärem  Ar- 
gument.    Durch  Division  folgt: 

^(^^    q) 

Mog^      ^ 


0) 


^^^Jtxi^^  (/' 


Hx,q) 


log^ 


JlXl 

loff- 


^ii^,  q) 

&{x,q) 


/^,(^^,^ 


/  xxi        ,\ 


log- 

q 


Mx,q) 
»(x,q) 


log- 


^2( — j-'  q 

Mog- 

Geht  nun  q  in  q'  über,  so  geht  k  in  k'  und  A'  in  A'  über.     Den  Glei- 
chungen 6)  entsprechen  dann  die  folgenden: 


10) 


»(!/,«')         l/i 
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auf  8): 
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eicbungen  10)  //  = -, 

logj 

also   mit  Rücksicht 

2K'y  _  2K'xi  _  2Kxi 

ji         ,1            jt 

imd   flilirt   iu   9)   mittelst  der  Gleichungen  6)  und  10)  die  elliptischen 
Functionen  ein,  so  sind  die  Argumente  der  Functionen  links  —    und 


'2Kxi 
k.  die  Functionen  rechts  haben  die  Argumente und    k'.     Nimmt 

man  einfach     ~'=  «,  so  führen  die  Gleichungen  9)  auf  die  folgenden, 

welche  identisch  sind  mit  den  in  §  8  gefundenen  Relationen  8): 

sn  (?/,  k)  =  — /tn  {uLk'\     cn(w,  k)  =  — ^  .  ,,  • 
j^  j  cn(m,/r') 

,    ,    ,,       dn(w<,/c') 
dn(M,/f)  =  — 7-tV(' 
cn {ui.  k) 

oder  ni  für  -ii  gesetzt: 

12)      8n(«a)  =  itn(«,n    en(«a)  =  ^^^,     An(„„k)  =  ^i^^. 

§  23.    Spezielle  Siginafiinct Ionen.    Zusammenhang   derselben  mit  den 

Thetafunctionen. 

Wir  hatten   bereits   in   §  G  den  Zusammenhang  der  Function  pn 
mit  der  Function  sni<  ersehen  aus  der  Gleichung  24): 

1)  pu-e,  =    ^;=^- . 

sn2(i/<?i — «3«) 
Versteht  mau  unter  dem  Grade  einer  elliptischen  Function  die 
Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  diese  Function  innerhalb  eines  Perioden- 
parallelograrams  unendlich  gross  wird,  wobei  jede  Stelle,  an  welcher 
die  Function  unendlich  gross  wird,  so  oft  zu  zählen  ist,  als  die 
Ordnungszahl  des  Unendlichgrosswerdens  an  dieser  Stelle  anzeigt 
(Weicrstrass-Schwarz,  Formeln  etc.  Art.  4),  so  ist  die  elliptische 
Function  j-»«  vom  zweiten  Grade.  Sie  Hess  sich,  wie  wir  in  §  15  Gl.  10) 
gesehen  haben,  durch  die  (j-Function  in  folgender  Weise  darstellen: 

Allgemein  lässt   sich  jede   elliptische  Function  r"""  Grades  fp{u)  durch 
die  ö-Function  mit  demselben  Periodenpaar  2('j,  2io  darstellen  in  der  Form 
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3) 


9)(m)  =  C 


ö{u — Ui)0{u — U2)  . . .  o{u — u,.) 


a(u — Vi)  0  {u — 1'2)  •  •  •  <J(w — Vr) 
wo  zwischen  den  Grössen  u  und  v  die  Beziehung 

4)  Ui+U-i-h  .  ■  ■  +Ur  =  Vi  +^2+  •  •  •  -i-Vr 

stattfindet  (JVcicrstrassSchwarz,  Formeln  etc.  Art.  ij,i  ii.  a). 

Setzen  wir  in   die  Gleichung  2)  für  v  co,  wofür  pu'=  e^  wird,  so 


ergiebt  sich 


fpu — e^  = 


6{u-\-m)G{u — CO) 


0-u  O'^OJ 

Nach  19)  in  §  15  ist  aber 

(j(M+2w)  =  — ß2^/(«+"'W, 

und  wenn  man  u—co  für  u  setzt, 

ö(m+«)  =  —e^''^^aiu—co); 
mithin  wird 

a^-uo^co 


5) 


Ganz  analog  erhalten  wir  für  90'  =  ^0,  pico+oj')  =  pco"=  «3,  ij' 


a'co' 
öco' 


oco 
6) 


FM ^2 


-2»;"M    0^(m  +  Q?")    ^ 


a'^uo'^a)" 


7) 


Da  nun  in  den  Gleichungen  5)  bis  7)  rechts  vollständige  Quadrate 
stehen.  «0  lässt  sich  ein  Wert  der  Wurzeln  \/pu — ei,  \/pu — e-2,  \/pu — e-^ 
ebenfalls  rational  durch  die  ö-Funetion  ausdriicken. 

Nun    führt    Weiersti'ass    drei  neue  ö-Functionen    OiU,  o^u,  o-iU, 
ein  durch  die  Gleichungen 


8) 


OiU  = 


0-2U 


OäU 


Oco 

e-'^"''o(u-^co") 

oco" 

e-'i'''o(u+co') 
oco' 


(Weierstrass-Schwarz,   Formeln  etc.  18,1).    Dadurch   gehen  die  Glei- 
chungen 5)  bis  7)  über  in: 
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J->?<- 

-e\ 

o'hi 

pu- 

-^i 

pu- 

-e-i 

9) 


Eliniinirt  man  hieraus  s-m,  so  erhält  man 

j  ((?, — e2)0'U-\-ö;u — o:u  =  0, 

10)  l  (e-i — ei)o'^u-\-olu — ö|w=0, 

und  daraus  die  merkwürdige  Relation 

11)  {e;i — e-2)o;u+iei — e-i)olu-\-{e2 — ei)6lu  =  0. 

Aus   den   Gleichungen  9)   folgt  sofort,   dass   die  Functionen 


ou 


^->    "^     elliptische  Functionen  sind,  d.  h.  der  elliptischen  Differential- 

au     ou  '■ 

gleichung 


dz 

-  =  1/(1-2:2)  (1-^2.2) 


genügen.     Denn  setzt  man  die  Werte 

o]u        ,        ^OiU    d  {Oiu\ 
o^u                    ou    du\ou) 

in  die  Differentialgleichung  für  pw. 

(p'uy-  =  4:{pu—ei)(pu—e2)ipu—e^) 

ein,  so  erhält  man 

"  d  (Oiu\~V'  _ 
_du\  ou  /  J 

/Ö,W\2    ,                   1 

_\ouJ 

_\ouJ 

und  ebenso  für  die  beiden  andern  Functionen  -^  und  -^• 

Ou  Ou 

Dividirt  man  die  erste  und  dritte  Gleichung  10)  durch  ohc,  so  er- 
hält man 

also 

_du\ouJ_       \ouj  \ou ) 
Zieht  man  hier  die  Wurzel  aus,  so  muss  man  rechts  das  negative  Vor- 
zeichen setzen,  da  ^-  mit     +Mo  und~r(    —  |mit , +  Mn  aufänfft. 

ou  u^  ^  du\ouJ  vP-  ^   '"  ^ 

Auf  diese  Weise  erhält  man,  unter  Hinzufügung  der  den  beiden  andern 
Functionen  entsprechenden  analogen  Formeln  : 
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d  /öi?A 
du\  ou) 

O-iU 
ou 

O-iU 
ou 

d  (O-ivS 
dw\  ou  ) 

_Ö3W 

OiU 

OU 

OU 

d  /03U\ 

du\  ou  J 

GiU 

OU 

OiU 

OU 

12) 


Bei  dieser  Gelegenheit  erinnern  wir  an  das  in  §  6  erwähnte  Gleiebungssy  stein 
dx  du       ,  dz 

du  ^       du  du  '' 

für  die  Functionen  x,  y.  z  von  u\  demselben  genügten  die  elliptischen 
Functionen  sn^^.  cn?/.  dnw. 

Ueberhaupt  genügen  alle  aus  den  vier  Sigmafunctionen  ou,  o^u,  o^u, 
Osu  zu  bildenden  Quotienten  je  zweier  derselben  der  elliptischen  Differen- 
tialgleichung.   Wir  begnügen   uns  damit,   dies  für  die  drei  Quotienten 


ou 


0\U 


O2U 


- —  ==  §03,  - —  =  §13,  -^  -  =  S23 

(J3M  O^ll  o^u 

zu  zeigen,   welche  in  den  Anwendungen    am   häufigsten  vorkommen. 
Schreibt  man  diese  Functionen  in  der  Form: 


S03 


13) 


§13  §23, 

=  -(€,- 


O^U  Ö|M  _  O^U  OoU  _  Ö3M 

OU         "   "         Ou  '  OU  OU  '  OU 

und  differentiirt,   so   erhält  man  mit  Hülfe  von  12)  und  10)  zunächst 
die  Gleichungen 

'  d^ 
du 
d^n 
du 


•^3)§ 


23  503, 


d 


_S23 

du 


=  (^2  — ^3)§03  §13. 


Die  Gleichungen   10)  lassen  sich  aber,  wenn  man  sie  durch  olu  divi- 
dirt,  schreiben  in  der  Form: 

§13— §23  +  (ei  — 62)  §u'3  =  0, 

§l3  — l+(^2— ^3)§ü3  =  0, 

1— §f3+(e3— ^l)§03=0. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  verwandelt  sich  das  Gleichungssystem  13) 
in  folgendes: 

du 


14) 


=  [1— (^1— ^3)§<y  [1  — («2— ^3)§03j, 
{'tj=  f^~^'^J  k-^2  +  (^-2-^3)§f3], 

('^ff)'=[i-§i=]h-^.+(''.-^3)§i.]. 


§23J 


IGl 


Für  u  =  0  wird  go3  =  0,  ^|"'  =  1,  ^,3  =  1,  ^^'' 


=  0, 


=  1, 


du 


Ö3W 


der  elliptischen 


du 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Functionen  — 1    ^1 

03W   03M 
Differentialgleichung  genügen. 

Hinsichtlich  der  übrigen  aus  je  zweien  der  vier  Sigmafunctionen 
zu  bildenden  Quotienten  verweisen  wir  auf  Art.  23  und  25  der  Formeln 
und  Lehrsätze  von  Weierstrass-Schwarz,  wo  die  Verwandlungs- 
formelu  für  die  Quotienten  zweier  Sigmafunctionen  sowie  die  Differen- 
tialgleichungen für  diese  Quotienten  zusammengestellt  sind. 

Durch  Vergleichung  der  obigen  Differentialgleichungen  14)  mit 
der  Differentialgleichung  für  snu: 

dBuuV^  (1— sn2M)(l-^2sn'-w) 


du 
ergeben  sieh  nun  folgende  Beziehungen  zwischen  den  Functionen 

■>  ^=-  und  snw,  enw,  dnw. 
Ö3M    Ö3M 

15) 

so  erhalten  wir: 


16) 


Ö3M 


Setzen  wir 


^  =  cn  (\/ex—eiU\ 


^  =  dn(l/e,— ^3^) 
03M 

(Weierstrass-Schwarz,  Formeln  26,2). 

Wir  wollen  jetzt  aus  der  Darstellung  von  6u  als  einfach  unend- 
liches Product  (§15  Gl.  35  und  36)  die  analoge  Darstellung  für  die 
Functionen  öiw,  öow,  Ö3M  herleiten.  Letztere  gehen,  wie  die  Gleichungen 
8)  zeigen,   aus  jenen  hervor,   wenn  wir  das  Argument  um  eine  halbe 

Periode  vermehren.    Wenn  wir  in  dem  Exponenten  2?/ojy2=  (-  u  um 

CO  vermehren,  so  erhalten  wir 

w(w-l-cö)2       riv?-  ,        ,    ,  ^       „  , 

Bei  Vermehrung  des  u  um  d  aber  wird 

^  {ii  -f  coy- yyM^      rica!  {       of\ . 

2co"  ~2^+  «V'+Yj' 
nach  Formel  39)  in  §  15  ist  aber 


2(ö 


7]m          ,     Jti 
=  V  H 

ro  2« 


Kniieper,  ellipt.  Functionen.     2.  Aufl. 
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CO 


mithin  wird,  wenn  wieder,  wie  auf  S.  110,  —  =  t  gesetzt  wird, 


2a?  2(D      '         '  ' 


(X) 

co'     .  .    u 
—  ütl-\-- —  Jll 
CO  2(ö 


=  2r](ov^+?/u+-Y')]'(o'-\-^TJci-{-vjci. 
Drittens  erhält  man  bei  Vermehmng  des  u  um  oj"  =  co4-co': 

7j(u  +  co")- T}U^       7jU{C0  +  co')        ??  (tö  +  tö')2 


2a) 


2co 


CO 


2co 


fjW  ,    j ^„  j  Jri\  .  co' 


2co^  \'       2cor    2\'  ^2co) 
=  2'r]cov'--^ri'u-\-\ri'  co"  -{■\7ii-\-\x%i-\-vm. 
Daraus  ergiebt  sieh  für  die  Grössen  y,  z  und  e^j^tüu^  }^^y^  Uebergange 
von  u  in  resp.  m+co,  u-\-co\  u-\-co"  folgende  Verwandlungstabelle: 


U-\-CO 

u-\-co' 
M+a>" 


^+1 


IZ 

iq^z 


e^rio^v\ri"u^\n"o^"sJ~iq\z. 


Unter  Benutzung  der  ersten  Gleichung  8)  wird  nun  aus  35)  §  15: 


öiM  = 


g2,/ü>i;2^i^CU      209      2  +  2-1   J^(l+^2«_22)(i^^2«2-2) 


oco 


ül 


rr 


(i-?-'0 


und  hieraus  erhält  man  oco^  wenn  man  u=^Q  setzt,  wodurch  öim  =  1, 
y  =  0,  z  =  1  wird.  Verfährt  man  ganz  analog  mit  den  beiden  übrigen 
Functionen  öm  und  03W,  so  ergeben  sich  schliesslich  für  die  Constanten 
ö»,  öcy',  öco"  die  Gleichungen: 


oco 


=  /.h">- 


17) 


^„  =  1(1-^'")' 
>2co  .  T=r  (1— ^2«-r^2 

„200   ,_ />(!  +  ?'"-')' 


öco'  =  e^n'<^''^'"-in 


und  für  die  Functionen  o^u,  0.2U,  a^u  die  Entwickelungen : 

'      „  _  ,2,0^«=«^+  ^-^  ]nrO±f:m_-^q'''z-') , 
ö^M  _  e  -     _/^  ^r^::2n^2         ' 


18)      ^    o,u  =  e^v-''n 


(l+^2„)2 
(1  +  g2«-l22)(l  +  g2n-l^-2) 

(l_g2«-1^2)(i_g2«-l^-2) 
(1_^2«-1)2 


§23] 

oder  analog-  der  Formel  36)  in  §  15: 


103 


19) 


CO 

o.,u  =  a.2(2cov)  =  e^n^^^IJ 

B  =  l 

00 


n=  1 

"  1— 2<?2'»-ieo82t;jr+^*»-2 

n  =  l 


(l_^2n-l)2 

(Weierstrass-Schwarz,  Formeln  ji,3,  4,  e,    ,    ,  loj. 

Wir  können  den  vier  Sigmafunetionen  ou,  a^u,  02 w,  o^u  noch  eine 
andere  Gestalt  geben,  welche  zwar  scheinbar  nicht  so  einfach,  aber 
für  die  Berechnung  vorteilhafter  ist.  Setzen  wir  nämlich  in  7)  zuerst 
u  =  CO,  dann  in  6)  u  =  —co  und  drittens  in  7)  u  =  — co",  so  erhalten  wir 


20) 


O^coO^co' 
(>2C0  öW' 


e.^-e,  =  e'^n'o^"- 


ö^co 


a^co'o'^a)" 


Hierin  setzen  wir  die  Werte  von    öo?,  öo?',  cco"  aus  17)  ein,  nachdem 
wir  der  Kürze  halber 

00  00  00 

y/(i_^2„) _ g^^    r/ni-q'--) = ()i,    77(1+^'"-^) = 0-2, 

n=l  re=l  n=l 

00 

//(l-?2«-l)  _  ^3 
n  =  l 

gesetzt  haben,  zwischen  welchen  Grössen  die  Gleichung 

21)  Oi  0-2  03  =  1 

besteht.    Alsdann  wird: 

2ö? 


( 


^j(^2       ^3)-        ^,^, 


oder  unter  Berücksichtigung  von  21)  und  nach  Ausziehung  der  vierten 
Wurzeln : 


ir 


164 


[§23 


22) 


Was  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  betrifft,  so  wollen  wir 


2co 


posi- 


tiv nehmen,  wenn  alle  e  reell  sind;  im  anderen  Falle  nehmen  wir 
denjenigen  Wert,  worin  der  imaginäre  Teil  positiv  ist;  alsdann  sind 
die  vierten  Wurzeln  bestimmt.  Die  Q  sind  positiv,  wenn  alle  e  reell 
sind. 

Nun  erhalten   wir  durch  Multiplieation   der  drei  Gleichungen  22) 
und  mit  Rücksieht  auf  21) 


2(ö\3   * 


ül 


l/(«l— ßsXei— e2)(e2— ßs)  =  Sö'^i?^ 


oder 


23) 


2o)    J^ 


_  2g^{)o 

\J  -^  l/(«l— «3)(^l— «2)(«2— ^3) 


Mit  Hülfe   dieser  Gleichung  können   wir  jetzt  die  Entwickelungen  der 
vier  Sigmafunctionen  in  folgender  Form  schreiben: 


24) 


2a> 

71 


0U=^ 


1/(^1—^3)  («1— «2)  («2—^3) 


Z — 2" 
l 


-/7(i-^"o(i-?"'^')(i-(?'"^-'), 


2m  ^  e^^'r 


6\U  = 


1/(^2—^3) 


^Z-(^-hz-')  JJ{l-q">)il-\-q'"z'){l  +  q"'z-'), 


2a>  e 

— CoU  =  -. — 


2cü 


1/(^1—^3)"  =  ^ 


/7(1— ^^'0(1  +'/'"-^2-)(l  +^^«-^2-'*), 


— Ö3«  =  i jJ(l-q''')il—q'"-h'^{l-q'--h-'X 

l/(^l=^)"  =  ^ 
(WeürsirassSchwarz,  jj^n-uj-    Bei  dieser  Entwickelung  haben  wir 


i| 
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diejenigen  Perioden  ausgewählt,  flir  welche  poy  =  «?,,  v'ra"  =  e^,  poy  =  ^i,; 
wir  bemerken  dazu,  dass  Alles  seine  Gültigkeit  behält,  wenn  wir 
irgend  welche  Fundamentalperioden  nehmen. 

Auf  der  rechten  Seite  der  Ausdrücke  24)  für  die  vier  Sigmafunc- 
tionen  begegnen  wir  nun  wieder  denjenigen  unendlichen  Producten, 
die  uns  in  §  16  auf  die  Jacobi'schen  Thetafunctionen  geführt  haben. 
Es  ist  jetzt  leicht,  die  Sigmafunctionen  durch  die  Thetafunctionen 
auszudrücken. 

Setzen  wir  nämlich  in  die  Gleichungen  14)  §  16  c"  =  z  und  berück- 
sichtigen die  Definitionsgleichungen  der  Thetafunctionen  §  17,  1) — 4), 
so  erhalten  wir 

/7(i-r'")(i+^/"-'2-)(H-?-'-^2-')  =2  r'z'-  =  »Ä^-,q\ 


n  =  — OD 

+  00 


]J{l—q-'%l—r"-'z')(l—q'''-'z-')=^(—irq-'z'"=&iz/j\ 

«  =  1  n  =  — GO 

r/.{z  +  z-')  //(l-^-")(l+(?-"^-)(l  +  (/'^"-2-0  =  2  f/"+'^'z"'+'  =  Mz,q), 

n  =  1  n  =  — 00 

q^^^^^JJ(l-q'")(l-q''''z^)(l-'q'"z-')  =  ]^{—irq^^^^^^ 

n  =  1  «  =  — 30 


Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  24),  in  denen  z  =  e^^^  =  e'^"' war,  über 
in  folgende: 

rjtf 
1 
Ö  U 


25) 


\2co' 


^^^"'^ife?)'    c  =\/'^[/ie,-e,)(e,-e,)ie,-e,X 


2cö  .'/ 
ji 


tjU^ 


0,?^=— e2«>^,  ^      ^  ^ 


u 
2cö' 


2o)' 


Ci 


fl    '       0-1  = 


2(o  .' 


JC 


l/^2— ^3, 


20)// 

2^,)- 


Alle  vier  Sigmafunctionen  können  als  Functionen  der  drei  Varia- 
bein ?/,  o),  ra'  oder  der  drei  Variabein  m,  ^2i  ö^  aufgefasst  werden,  und 
sie  genügen  einfachen  Differentialgleichungen,  in  denen  ihre  partiellen 
Ableitungen  nach  den  drei  Variabein  enthalten  sind.  Wir  wollen  uns  hier 
auf   die   Herleitung   einer   Differentialgleichung   zwischen    ö(w,  g^^  g^) 

^Mug^^  acT(y.,^3)„^^ao(y,^3)   beschränken,   welche  Wei er- 
8m2  dgi  dgz 
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strass  iu  seinen  Vorlesungen  gegeben  hat.    Aus  der  Gleichung  für  pu: 
26)  (fy  =  ^P'~ff-2P-ffz 


folgt,  wenn  man  pu  als  Function  von  u,  g.^^  g^  ansieht, 


27) 


8m2 


mithin: 

28) 
Ferner 

mithin 

29) 


JP       ö2p  f,^.       ,9p     , 


du 


föp 


dp 
du  ) 


1      P 
2/6p\2 
Um 


_8_ 
du 


dp_ 


i,gr=-*--4 


Vi) 


1       1 


m 


du[      d^-J  -  ^~~ 


9m 


(ly 


Setzt  man  in  28)  und  29)  den  Wert  von  (  ~- )  aus  26)  ein,  so  erhält  man 


30)      gl 


(dp  1 

(dp  \ 

d 

du 

9^3 

dp 

+  >84 

^ff2 

dp 

idu  l 

.  du  . 

— 3J3  + 


9m\     dp      j 
du 


Hieraus  folgt  durch  Integration  nach  w. 


91gö    9p  ,  „  „ 


oder 


^''W,'^^^^Wi~^    9m      öm 


+  6^2— ö-a 


31)    91  ^r+lS,.  '-''" 


aigö  dHgö   Jdngov 

du-^.dg.^      "^  du    '    du^      \  8m2  /  "^^2" 


8m2  .  a^3 

Die  Constante  fällt  fort,  da,  wie  man  sich  leicht  durch  Entwickelung 
von  IgöM  überzeugt,  kein  von  u  unabhängiges  Glied  vorkommt.  Da 
nun  aus  27)  folgt: 

~~~d^'^'^^^^ 

und  da 

,      62/Slgö\2         aigÖ     d^gÖ    ,    /92lg(j\2 


^  du\  du 
so  lässt  sich  31)  schreiben 


9m        öm3 


+ 


(dngöV 

\  9m2  J 
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Eine  zweimalige  Integration  nach  u  ergiebt  jetzt: 

^■^  a^+ ^^^^1^  -  2  Vdu)  +  2  'ale^^  +  8^'" 


oder 


2  ^^gö  ,  ^^    eigö       3     320      1       , 


Auch  hier  föllt  die  Constante  fort,  da  der  Coeffieient  von  u  nach  Ein- 
führung der  Reihe  für  ]^öu  versehwindet  und  der  von  u^  auf  beiden 

Seiten  derselbe  wird.    Setzt  man  nun  noch  für  — ^—  =  - .  _     so  er- 

ox        0    dx 

hält  man: 

q9N     9^ö(w,^2,ö'3)       ^^^^oiu,g2,di)  ,   2  ^,,  a  (? (M,  g.2, g^)       1 

32)       ~  ^^,    ~  =  12g, ^^ +  -g.,  — ^^ ^^g^W^oin^g^^g,) 

(IVeterstrass-Schwarz,  Forme hi  ^,1). 

Von  dieser  Differentialgleichung  macht  Weierstrass  in  seinen 
Vorlesungen  Anwendung  auf  die  Entwiekelung  der  Function  ou.  Eine 
Tabelle  für  die  Coefficienten  bis  zur  Potenz  ^^35  hat  H.  A.  Schwarz 
in  Art.  5  der  soeben  genannten  Formelsammlung  gegeben. 

Wegen  der  analogen  partiellen  DiflFerentialgleichungen  für  die 
übrigen  Sigmafunctionen  und  der  entsprechenden  Ableitungen  nach  den 
Perioden  verweisen  wir  auf  die  Abhandlungen  von  C.  Weierstrass: 
y.Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen" ,  Berl.  Monatsher.  1882, 
44J — 4^1,  und  G.  Frobenius  und  L.  Stickelberger:  „Ueher  die 
Differentiation  der  elliptischen  Functionen  nach  den  Perioden  und 
Invarianten",  Grelle  J.  XCII,  311 — J2'/,  1882. 

Wir  bemerken  zum  Schluss,  dass  die  Modificationen  der  obigen 
Formeln  beim  Uebergange  von  dem  primitiven  Periodenpaare  (2cö,  2o>') 
zu  einem  äquivalenten  Periodenpaare  (2cö,  2tö')  im  Art.  33  der  „Formeln 
und  Lehrsätze"  von  Weierstrass-Schwarz  übersichtlieh  zusammen- 
gestellt sind.  Die  Artikel  40 — 42  desselben  Werkes  enthalten  Ent- 
wickelungen  der  Grössen  K,  K'  und  q  nach  Potenzen  des  Moduls  k 

j i/p 

und  nach  Potenzen  der  Grösse  l  =  — -1=,  Reihen,  welche  für  die  nu- 

merische  Berechnung  sehr  vorteilhaft  sind.  Art.  48  lehrt  dann  die 
Berechnung  eines  zu  gegebenen  Werten  von  \pu  und  s-hi  gehörenden 
Wertes  des  Argumentes  u.    Wenn 

* 4 ''  4 4 '^ 

ye^—ty + l/gA— g/.         l/g^— ^v  /*— g// + 1/ gA— g^  ys—e^ 
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gesetzt  wird,  so  hiit  die  Entwickelimg  die  Form  (1.  c.  5): 

^(l/^A^v+  l/'^Ä^)'«  =  /  -r==^L=.^==l2^\og nat(/+  /l/I=72) 

ö  ö  •  O 

wo 

So,i=So— 1,  £o.2  =  2o,i— (!?/*,    ßo.3  =  £o,2— Q'!?/«,  etc. 

Fttr  den  Fall  reeller  Invarianten  bringen  dann  die  folgenden  Artikel 
49  und  50  speeielle  Formeln  zur  Berechnung  des  Argumentes  u,  das 
zu  gegebenen  Werten  von  s-^u  und  i^u  gebort,  in  den  Fällen  I.  X=  1, 
fi=2,  v  =  S,  IL  A  =  3,  |M  =  2,  v=l,  111.2  =  2,  fi=l,  v  =  3, 
IV.  X  =  2,  fi  =  3,  v=l. 

Da  Weierstrass  seine  Methode,  welche  von  der  Jacobi's  und 
Abel's  wesentlich  abweicht,  mit  Rücksicht  auf  weitere,  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  hinausgehende  analytische  Ent- 
wickelungen  gewählt  hat,  so  ist  es  an  dieser  Stelle  nicht  möglich, 
dem  Studirenden  die  volle  Bedeutung  der  von  Weierstrass  ge- 
schaffenen neuen  Grundlagen  der  Theorie  der  analytischen  Functionen 
zum  Bewusstsein  zu  bringen.  Nur  eins  wollen  wir  erwähnen,  was  den 
Schöpfer  der  neuen  Theorie  bewogen  hat,  einen  andern  Weg  einzu- 
schlagen, als  die  früheren  Mathematiker.  Jacobi  hatte  sich  zuerst 
die  Aufgabe  gestellt,  wie  wir  später  bei  der  Transformation  näher  er- 
örtern werden,  die  Gleichung  sn(u,k)  =  8Ti(au,X)  zu  lösen.  Erfand 
unter  den  Substitutionen  solche,  welche  X  immer  kleiner  machten,  ]e 
grösser  a  wurde,  bis  er  zuletzt  durch  einen  Grenzübergang  zu  bekann- 
ten Integralen  gelangte.  Da  aber  dieser  Weg  nicht  streng  war,  weil 
sich  nicht  nachweisen  liess,  unter  welchen  Bedingungen  jener  Grenz- 
übergang gerechtfertigt  war,  so  verliess  Jacobi  denselben  und  ent- 
wickelte in  seinen  Vorlesungen  die  Functionen  auf  synthetischem  Wege. 
Abel  beschäftigte  sich  besonders  mit  der  Aufgabe,  sn(«M)  durch  snu 
darzustellen  und  die  Grenze  aufzusuchen,  gegen  welche  die  Function 
convergirt,  wenn  )i  unendlich  wird.  Auch  Abel  machte  den  Ueber- 
gang  von  einem  endliehen  Product  zu  einem  unendlichen,  ohne  die 
hierzu  nötigen  Bedingungen  aufzustellen.  Er  erhielt  auf  diese  Weise 
ebenfalls  eine  Darstellung  durch   unendliche  Producte  und  für  bu {u,k) 

P  p 

einen  Quotienten  y-     Nun  ist  allerdings  -  die  Grenze  des  Quotienten, 
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aber  nicht  /'  die  Grenze  des  Zählers  und  Q  die  f4renze  des  Nenners. 
Dieser  Uebelstand  machte  das  Bedürfnis  einer  strengeren  Begründung 
geltend. 

Die  neue  Bezeichnungsweise  ist  von  Weierstrass  in  der  Absicht 
gewählt,  um  fortwährend  den  Zusammenhang  aller  elliptischen  Func- 
tionen mit  der  einen,  der  Function  öm,  vor  Augen  zu  haben.  Die  ne- 
ben dem  6u  eingeführten  Functionen  ö|M,  Ö2W,  o-j,u  sind  eigentlich  keine 
neuen   Functionen,   da  sie   rational   aus  jener   zusammengesetzt   sind, 

^^ 
und  die 'Function  pw  ist  mit  au  durch  die  Gleichung  pM  =  — — logö?« 

verbunden.  Wie  wir  gesehen  haben,  unterscheidet  sich  die  Function 
6u  von  der  von  Jacobi  und  Abel  gleichzeitig  entdeckten  Theta- 
function  nur  durch  einen  Exponentialfactor  von  der  Form  e""  . 

§  24.    Zusaiiiniciistcllnng  <ler  für  die  Anwendungen  wichtigsten  Reihen  und 
Produetc  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Da  mehrere  der  bisher  entwickelten  Reihen  und  Producte  für  die 
Anwendungen  ganz  besonders  wichtig  sind,  so  erscheint  es  zweckmässig, 
eine  Zusammenstellung  dieser  Resultate  zu  geben,  zugleich  um  bei 
den  folgenden  Entwiekelungen  einfach  auf  diese  Zusammenstellung 
verweisen  zu  können.    Nach  §  11  Gl.  15) — 17)  ist: 

1)    so  ^  =  sm.//( ^^-^,,  j  n,_^^.-.,,,^,+f      ■ 


■Ar-1 


2Kx  #7"/l— ^^'^^N-  ff     1 -f- 2^^'" cos 20:+//^'- 


2)    cn  —  =  cos..//(^^)  JJ, 


3)    dn 


^/^  1—2^2'— ^cos2a:-|-^'"'-^ 
2Ä'x  /t"/!— ^^'■"T  r/l  +  2?'-'-^cos2.r-|-9*'-^ 


-  =        IT   ^^     V  ff  trlMlLi 


-^eos2x-\-q 
und  nach  §  11  Gl.  9)  und  §  13  Gl.  19)  und  20): 

iL' 


+* 


2r— 1 


Die  entsprechenden  Entwiekelungen  für  die  Sigmafunctionen  lauten, 
wenn  man  in  §  15,  Gl.  36)  und  in  §  23,  Gl.  19)  vjt  =  x  setzt: 

r.  /2(Dx\         ■-'?«'^2  2oj  .       jYl— 2(?'^'"cos2x+(/^'' 

ß,  /2(ox\         2//cü^^  /i-l-\-2q^''(iO&2x+q*'' 
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7)         o^^i^'^JJ 

^  '  r  =  l 


l-[-2r/'—^C082x'^f/ 


8)  ögf — ^  =  Z''""^'  Jjl—2q"-'GOB2x-{-q'<'--' 


und  nach  37)  in  §  15  ist 


r  =  l 


'-^08  2x-\ 

(1—5^27-1)2" 


9) 


2^co  =  ^2(i_;2nS-)'  1'^=^' 


6      1^,  (1-^/0^ 


Wenn  ^oto  =  <?,,  j^co"  =  ^^(co+a)')  =  ^2,  ^=»(0'=  <?3  ist,  so  wird  w  =  -  - , 

öoo 

,      6'a>'     „      öW       , 
V  =  :r-T.  f]  =  — ^  und 

Ö03        '  0(0 


10) 

11) 

12) 
Aus  1)  folgt,  da 

ist, 


öa,  =  ^ei^-'-^ 


nii+q'^y 


Jt 


n  {i—q^y- 

r  =  1 


/7   (l+r/'-i)2 

^  2q^  n  (1— $2r)2 


,  20>    1m'„i'  .     r  —  1 

ötö'  =  ■ — e^"^  "^  i 

31 


n  (1— ^2'-»)2 


2q^  n  (i—q^y- 


sn 


2Äa:l 


JT 


sma:  , 


x  =  0 


d       2Kx\ 
—  sn  — 

ax       n 


2K 


;«  =  0 


13)  2^  =  frj^W-'    ^-e  V 

und  aus  den  Gleichungen  4)  und  13)  leitet  man  leicht  die  folgenden  ab: 


14) 


i  ^^-.^//(J^)^  ^^^=^^(^:y 


Wegen  der  Gleichungen  14)  lassen  sich  die  Gleichungen  1),  2),  3) 
auf  folgende  Art  schreiben: 
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15) 
16) 
17) 


2a;c 


cn 


2Kx 


2r 


k' 


Ih 


Ar 


k  ^^^^H  i_2<y2r-icös2a:+^^'-2 


(In 


2Ä;t' 


1  -\-2f^^Q0S  2x-{-q*''-'^ 

^^1  .    ^272T-i"cos 2'x-|-V*'^2' 

Ersetzt  man  die  Summen  in  den  Definitionsgleiehungen  1)  bis  4)  des 
§  17  durch  die  Produete,  die  nach  §  16  Gl.  10)  diesen  Summen  gleich- 
wertig sind,  so  ist: 

&(x)=   n  (1— ^-O  n  {l—2q'"-^QQ^2x+q^'--\ 


18) 


d-^{x)  =  2q^&mx  U  (1— r'O  H  {l—2q^''(iOB2x+q^% 

r  =  1  r  =  1 

^2(0:)  =  2(/fC08a;  n  (1— r'O  Z7  (H-2?'''-C08  2a:+r/'), 

r  =  1  r  =  1 

^3(0;)=  n  (1— ^2r)  g  (i  +  2(Z^'— icos2.r+^/'-'^); 

r=  1  r  =  1 

und  für  die  Nullwerte  des  Argumentes: 


19) 


[  ^(0)  =  //  ix—q^'-)  n  (1— ^2'-^)2, 

r=l  r =1 

■*  ,—  00  00 

^.,(0)  =  2\/qn  (1— ^2r)  J7  (l  +  ^2r)2^ 
r-\  r=l 

9-M  =  n  il—q'^)  S  {l  +  q"-'r, 


deren  Product  nach  Gl.  26)  in  §  21  (S.  154); 


30) 


'^(0)^2(0)^3(0)  =  K  (0)  =  1^^;^  ^1  C^')  ^^  ^  ^ 


woraus  sieh,  wenn  man  bedenkt,  dass 

00  00  «1  oo 

n   (l  +  r/0(l  +  52r-l)_  27   (l_|.,^r)^    77   (l_,/r)(i_,y2r-l)   ==    77  (l_,^r) 

r  =  1  r=  1  r  =1  r=  1 

ist,  ergiebt: 

21)  ^;(o)  =  2?' ^(1—^/0^. 

r  =  1 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  d^'.  (0)  =  (    -^  )       ,  also 

\    ax    /x  =  0 


dv 


da  z  =  e'''-'^  =  e^ 


fdf>iix) 


\    dx 
uni 


Jx  =  o      \    du    Ju  =  Q      2(o\    dx    Jjc-i 


ist. 


Die  Gleichungen  15),  16),  17)  lassen  sich  nach  den  Gl.  18)  auch  wie  folgt 
darstellen: 
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22) 


^{x)  ~\l  k'"^^    Jt 


In  dem  ausgezeichneten  Werke  von  Briot  und  Bouquet:  „ThSorie 
des  fondions  clliptiqucs" ,  Paris  i8y^,  werden  p.  118  die  drei  ellipti- 
schen Functionen  defiuirt  durch  die  Gleichungen: 

^^~\/k  Hzy  ^^'^~  V  k  &(zy  ""^'^-Vf^  ^(^) 

Da  die  Symbole  X,  fi,  v  noch  häufig  benutzt  werden,  so  wird  es  nicht 
überflüssig  sein,  dieselben  hier  zu  erwähnen. 

Führt  man  die  Definitionen  der  Theta-Functionen  in  Form  unend- 
licher Reihen  ein,  so  ist: 

^(a;)=i  +  2  1^  (— l)'-r/2cos2;\r, 

r  =  1 

^i(a:)  =  2  J  (— l)'-i(?<'— ^)'sin(2r— l).r, 

r=  1 

^2(.^^)  =  2  J  r/'-i)=^c08(2r— Do:, 


ß:^{x)  =  1  +  2  ^  ^'■'  COS  2rx. 

r  =  \ 


9K  <» 

Jt  r=l 

*, 2^<7^'"-2>' 

^  ^.-^  ^3(0)         1  +  2S,-' 


23) 


24) 


1/^1—^3 


Die  Constanten  der  Thetafunctionen  sind  mit  den  Wurzeln  6*1,  ^2,  ^3 
der  Gleichung  p'u  =  0  nach  §  23,  25)  durch  folgende  Relationen  ver- 
bunden: 
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25) 


1/(^2— ^3)(ei—^3)(^l—ß2)  =  (  2^  1  (  '^'.(0) 


JT  \3 


und  hieraus  folgt,  da  ^1+^2+ ^3  =  0  ist, 

1/  jc  y 


26) 


Nach  §  12  Gl.  19),  20)  und  21)  ist: 

2r— 1 


cn 


2Ä'a; 


1—^^'-    \2 


2r— 1 
2 


f  •  i/* //  U£^-j  =  2  rr?^  -«(^'•-i)-. 


dn 


''"  •  r/f  ^"^^-  '  •  ^"''--1  =  1+4 v~-^ 


2h'x 


l-r/-r 


cos  2;\T. 


Gleichungen  einfacher  schreiben: 


Wegen    der  Gleichungen    13)   und    14)  lassen    sich    die   vorstehenden 
jhui] 

27) 


2kß:     2Kx       ^w^     q"-  .    ,^       .^ 


2r— 1 
2 


28)  ^cn  ^  =  4  V, ,  ^:.2^_f  cos(2;-— l).r, 


1  +  r' 


29) 


2ÄA'     2Ä'x 
en  — 


;5-  cos  2rx. 


Aus  den  Gleichungen  15),  16)  und  17)  erhält  man  unter  Berück- 
sichtigung der  Gleichungen  22),  24)  und  26)  des  §  11: 

^...       ,  2A'x  /2^''Sina:\     ^^^^  1      q'' 

30)       logsn  --  =  log(^-L_j  +  22,  ^  Y:|r^7C0s2rrr, 


31)      logen  ^^  =  log(2?^  Y^  ■  C08a')+22  },  T+f=:^)7  ^os  2rx, 


2Kx 


32)      logdn  ^""  =  log  l/y^'  +  4  V;  7^,-=^  cos(4r-2) 
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Aus   den   vorstehenden  Gleichungen   ergeben  sich  unmittelbar  die 

'2Kx 

=  log  -  =  log^  +  2>.     z-±- 


folgenden : 


33) 


sn 


log 


n 


sino; 


sn 


log 


ji 


cosx 


x  = 


.=i»s'"  =  M^*V"f]+2i:7iiT^ 


k' 


1  {-qy 
+{-qy 


Jl 


In  der  Gleichung  30)  nehme  man  x  =  -,  in  den   Gleichungen  31) 


und  32)  a:  =  0,  dann  folgt 
2q^ 


34) 


i(-l)' 


1        q- 


iod2.viV2i:ij^,_,, 


kj 


=  0, 


10^1/^-^+4^:,-^^^ 


=  0. 


Mittelst  der  Gleichungen  13)  und  14)  erhält  man  aus  §  13: 


35) 


m 


.2Kx 


2      2Kx 


'Si 


r^^ 


cos  2ra:, 


\  Jt   J 


(l_^2r-l)2 


36)      ('i^Ycn'"''''-"-"^      *'"       '"^    '"* 


/2AV      .2A'.i: 


rj' 


37)      (^=^jdn^'-^^=l  +  8;2^j^  +  82i^ 
Die  Gleichungen  18)  geben 


:COS2ra;. 


(%.(.)= -S^^^-S^ri^ 


38) 


:  COS  2rx, 


1  «= 


log  &i(x)  =  log  (2?^  sin x)—^ -  - 

1    ?^ 


i(-iy 


1-^ 

—2 


2^eos2ra:, 
2dl^J^r^082rx, 

log^2C'c)=log(2^^co8a;)— 27^3^2;:— 22^^^:^cos2rx. 

Die  Gleichungen  35)  bis  38)  sind  für  die  Erforschung  der  ellipti- 
schen Integrale  von  der  grössten  Bedeutung ;  mit  ihrer  Hülfe  gelang  es 
zuerst  Jacobi,   die  wahre  Natur  dieser  Transcendenten  zu  enthüllen. 

Jacobi  leitet  zunächst  in  §  41  der  Fund,  aus  der  Formel: 
IkK     2Kx       4:\/q8mx  ,  4:\/q^BmSx  ,  41/0^  sin  5a;  , 


ji  jc  1 — q 

die  Formeln  flir  die  Quadrate: 


1—^3 


1 — q° 
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\  31  J  Jt                   (  1 — q-  1 — q*  1 — q^  ) 

f2kKY  .2Kx  „  ,  „  l^cos2a;  ,  2^2co84a;  ,  Sq^eosGx  , 

\   Jt   J  Jt                    (  1 — q-  1 — q^  1 — q*> 


WO 


^  =  8U-*-.^+       » 


(1— «)2 '  (l-«y  '  (1— J'j^'  ■■•) 

\      q  q^  q^  \ 

ist,  her;  alsdaun  in  §  42  die  Formeln  für  die  reciproken  Werte: 

„ZKX  „£ii.X 

sn^ cn2 

Jt  Jt 

und  endlich  die  entsprechenden  Entwickelungen  für  die  dritte  Function : 

'2k'EY 


2Ky,  J2.KX      \  jc 

—     dn2 ,     ^ — -— . 

Jt  J          Jt          ,   J2Kx 
'  dn^ 

Jt 

Alsdann  folgen  in  §  43 — 46  allgemeine  Formeln  für  die  Entwickelung 

2Kx  1 

der  Functionen  sn" und -;z-  in  Reihen,  welche  nach  dem  Sinus 

Jt  2Kx 

sn" 

Jt 

oder  Cosinus  der  Vielfachen  des  x  fortschreiten. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  hat  Jacobi  (Fund.  §  jg,  Ges. 
Werke  I,  i^6  u.  f.)  durch  Differentiation  eine  grosse  Menge  neuer 
Entwiekelungen  hergeleitet,  von  denen  nur  die  wesentlichsten  hier  an- 
gemerkt werden  mögen.     Die  Gleichungen  30),  31)  und  32)  geben: 

2Kx  -  2Kx 

r.Tr    cn dn 

„^,  d ,         2Kx       2K  Jt  Jt        cos  X      .^^y     q"" 

39)         ^^logsn = --r. =-. 4  >   ^  ,    ^  sm  2rx. 

'         dx    ^       Jt  Jt  2Kx  sina:       .Adl+$'^ 

sn 

Jt 

2JiX  -1    2JiX 

^rr      »ö dn 

,,^.  d,         2hx       2K         Jt  Jt        sina:     .-^-^       q"^        .  ^, 

4U)     —-logen = — r; = +4>^-— -7 — -.siu2ra:. 

'  dx    ^       Jt  Jt  2Kx  coso:      jmdl-^{—qy 

cn 

Jt 

, ,     2Kx      2Kx 
.^.  d.      ,    2Äa;       2Ä  Jt  Jt  w-i    q^'^-'^      . 

dn 

Jt 
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Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  27),  28),  29),  39)  und  40)  x 

mit X  (die  Gleichung  41)   bleibt  dadurch  unverändert),  so  führen 

dieselben  auf  folgende  Gleichungen: 

'iKx  2r-l 

^,  .,    cn -^r- 


42) 

43) 

44) 

45) 
46) 


jt 


dn 


2Kx 


^-q' 


,:::::j-eos(2r— l)a:, 


'ikk'K 

3t 

2k' K 


sn 


2Ä'a; 


%r=       4y(-l)^ 


2r— 1 

.,     2 


dn 


2Ä'a; 


1+^' 


;:::3sin(2r— l)a-, 


üi 


dn 


2Äa; 


=  1+4V(— 1)^ 


1+^ 


7t 


2K 

Jt 


2K 

7t 


A:'2  8n 


2^ 


sina: 


iH.X  1     oii.X 

cn dn 

;7r  jc 


cosa: 


^2^ 


^  cos  2ra;, 


sin  2ra;, 


cn 


2Ä'a; 


jr 


cosa; 


2iiX  -1    iKx 

sn dn 

:7r  JT 


sma: 


f4 


(-1)' 


-^  l+(— ^ 


+(-?)' 


sin  2rx. 


Die  Gleichungen  45)  und  46)  ergeben  sich  auch  durch  Addition 
aus  den  Gleichungen  89),  40)  und  41).  Mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chung 13)  ist  nach  den  Entwickelungen  des  §  12  (Seite  81) 

47)       —  •  -^TT  =-^  +4y;r^'J^8in(2r-l)a:. 
^        -  2Kx      sina;       ^dl—q^^-^ 


7t 


sn 


7t 
7t 


Wird  hierin  x  mit  -  — x  vertauscht,  so  folgt : 


48) 


'i.K 

dn 

7t 

1        , 

7t 

cn 

2Kx 

7t 

cosa; 

r-l       q 


2r— 1 


4V  (_i)-i_X^co8(2;— l)a^ 


2K 


2k'K 


5r 


Vertauscht  man  q  mit  — ^,  so  geht  nach  13)  und  14)  —  über  in 
Vertauscht  man  in   der  Gleichung   47)   gleichzeitig  q   mit  —q 

7t 


und  x  mit  - — x,  so  folgt: 

Jt 
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40) 


2k'K      1 


Jt         2Kx       cos  X 
cn 


=  „        +4>  (—!)'■    \    ..     ,  C08(2r— l)a-. 


Hieriu     --x  statt  x  «resetzt: 
2  " 


du 


"iKx 


50) 


2Ä  JT 


71        2Kx      sin  .T 
sn     - 

Jt 


=   '  _4V-i: 


i+y' 


;:3jsm(2/' — l)x. 


Ls  ist       .      =^  du//.     Setzt  mau  //  = ,  so  folgt  nach  29): 


du 


Jam 


dx 


%Kx 

—  =  l+4'V^-^:j;;COS2rx, 


1. 


und  diese  Gleichung-  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  integrirt  giebt 
2Ä'a:  .  „^^  1     q'- 


51) 

Es  ist  ferner 


am =  a;  +  2'N^, }   .^  sin  'irx. 

X  jmdrl-\-q''^ 


^    -       1+sn ^r.dn 

1  a  ,  Jt    2Ä         jc 

2  dx  ^^  ~         2Ä^  ~~  ~Jt        2^' 


1 — sn 


Jt 
2Kx 


cn 


Jt 


l+Arsn 
1  ö  ,  Jt     

^dx    ^^      ,      2Kx  ~~   Jt 


2Rx 


1 — kan 


Jt 


dn 


2Äa: 


JT 


Substituirt  man  hierin  rechts  aus  42)  und  48)  die  entsprechenden 
Reihenentwickelungen  und  integrirt  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0 
und  X,  so  folgt: 


l  +  sn 
1 — sn 


2/lx 


52)       log Tr   =     log . h4> — ^s--iSin(2r — l)x 

^     2    °.         2Kx       2    *1— sinx       .^  2r— 1    1—q^*-^^ 


Jt 


^    ,     cos  (2;- — 1)1 x\ 

=  iios'+""'-^+4y-^:^ -- ^ '^^    ^ 

2    ^1— Bina-       Äl— «'•"-'  2r— 1 


Enueper ,  eUipt.    Fuiictioneu.     2.  Aufl. 


12 
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53) 


l+Asn _ 


2r— 1 
r,     2~ 


1 — ksn- 


jt 


2r— 1 
2 


COS (2; 


-»(H 


^  1—?*'-^  2r— 1 

Die  beiden  rechts  stehenden  Summen  lassen  sieh  als  Logarithmen 
darstellen  mittelst  der  Gleichung: 

l  +  2üC0s(^— .r)+yö2  ,  ,  ^     . 

log 1 Y^      l         =  ^^gL-^2pBmx-hp^ 


1 — 2p  COS  ( - — X  j-hp- 

cos  (2;- — 1)  f  -— a- 

^  ^  2r— 1 

Man  setze  zuerst  p  =  q,  fj-,  q^,  .  . ,  wodurch  sich  die  Summe  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung-  52)  erg-iebt.  Für  p  =  qh^  ^t,  ql .. .  ergiebt 
sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  53).  Geht  man  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  Zahlen  über,  so  geben  die  Gleichungen  52)  und  53): 


54) 


55) 


1+sn 


-sn 


2Kx 
YKx 


1 + sin  X  jr  1 + 2^''sin  x + (f"" 
1 — sina:^^  1 — 2^'sina+^-'' 


l-f-Ä:sn 


'IKx 


jt 


1 — ^sn 


2Kx 

Jt 


n 


2r— 1 
^2 


\-\-2q  ^    8ina:+^ 

2r— 1 

1 — 2q  -    8ina:  +  ^- 


jr 


Für  a'  =  -  giebt  die  Gleichung  55): 


^  =  //f 


2r— 1 

^q  '   \2 


2r— 1 

\-q^ 

Es  lassen  sieh  noch  analoge  Gleichungen  wie  die  Gleichungen 
53)  und  55)  aufstellen,  was  der  Kürze  halber  übergangen  werden  möge. 

Die  in  den  Gleichungen  22)  vorkommenden  Constanten  lassen  sich 
noch   auf  folgende  Art  darstellen:  In  der  Gleichung  29)  nehme  man 


Jt 


a:  =  0,  in  47)  x  =    ,  dann  folgt: 
2K 


r 


2r— 1 


6)    *;(o)  =  ^=  i+^Slf ?^=  i+42(-«-- ^^^ 
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In  27)  a-  =  ~    uud  in  28)  x  =  0  gesetzt,  führt  auf: 


57)       ^;;(0)  = 


2kK 


4V(- 


2r— 1 

2 


Nimmt  mau  iu  deu  Gleiehuugen  44)  uud  49)  .r  =  0,  so  folgt: 


58)      0-2(0)  = 


2A:'i5r 


I  +  4V  (—!)'■ 


\-V'f- 


-^2^^ 


Die  Gleichung  4G)  nach  a*  diflTereutiirt,  darauf  a;  =  -  gesetzt,  giebt: 


59) 


/2Ä'Y 


.^^(0)  =  l+8^^-^ 


Analog  giebt  die  Gleichung  45)  nach  x  differentiirt  und  darauf  x^  Q 
gesetzt : 


CO) 


2^'Ä'\2 


=  ^4(0)=  l  +  SV 


,(— D'-r^' 


Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  59)  ab,  so  folgt: 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  59),  60)  und  61)  lassen  sich 
noch  auf  folgende  Art  darstellen.  Die  Summe  der  Gleichungen  35) 
und  36)  giebt: 


\  Jt  J 


(l_^-2r-l)0.        ,^(l_|_^'-'r-ly> 


il-g"-') 


Man    addire  die  Gleichungen   35)    und   87)   und   setze   darauf  x  =  0. 
Es  folgt  dann : 


63) 


Jt  J  ^td  {\—q^ 


■8V 


Von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  62)  subtrahirt,  giebt: 


64) 


. 


I  +  SV 


(l_|_,/r-l)2  ^^°^(l+r/)2 


In  Folge  der  (üeichungen  14)  geht  kK  durch  Vertauschung  von 
V  mit  \/ q  über  iu  2  \/ kK,  analog  folgt  \J k' K  ans  k'K  durch  Vertauschung 
von  (}  mit  q^.  Wendet  mau  dieses  auf  die  Gleichungen  57),  58),  60) 
bis  64)  an,  so  erhält  man: 


^\lkK 


Jt 


4y;(— 1)'--^ 


2r— 1 

n      4 


21/a'A' 


\-q 


^=''2 


2r— 1 
n     4 


2r— 1 


1^  =  l+4V(-l)'-     ''  ^       -  =  i  +  4V(-l)'--^— • 

Jl  ^^^^       1^    l+,^r-2  i-t-4^^         M+</*'- 
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4A-'A'2       ^  .  ^^w^,     ^^^  ;y/'-         ,  ,  ^^,     ,,,      ^ 


H-8^(-irrx-^  =  H-8V'(-ir 


ir 


2r— 1 
2r— 1 


4A-Ä'2        ,^   -^-    l  +  ^/'-i  (2,-— 1)^ 


iX:'    ^rr-    i-T'i  .-VI 


2 


In  der  letzten  der  vorstebeudeu  Gleiehuiigen  vertaiiselie  man  q  mit 
— q.  In  Folge  der  Gleicbuugeu  14)  geht  dann  kK-  über  in  ikk'K'-. 
Man  erhält  so: 

^Jil'^l = 4x^  (-))■-■  errWi:  _ ,  V  (-1).-.  „  ^i^«!:i- . 

2A 
Es  lassen  sieh  auch  höhere  Potenzen  von   — ,  multiplicirt  mitFunc- 

tionen  von  k  und  Ä',  durch  </  ausdrücken.  Differentiirt  mau  z,  B.  die 
Gleichung   28)  zwei  Mal  nach   cc  und  setzt  darauf  .«■  =  0,  so  ergiebt 

—  1  .    Dasselbe    Verfahren    auf  die 

—  ]  .  Mau  kann  mittelst  Differen- 
tiation der  im  vorstehenden  §  gegebenen  Entwickelungen  Gleichungen 
von  der  bemerkten  Art  leicht  herstellen  uud  aus  denselbeu  durch  Ver- 
tausehung  von  q  mit  \/q,  q'^  und  — q  neue  Resultate  herleiten.  Da 
dieselben  keine  grosse  Bedeutung  zu  haben  scheinen,  so  sollen  sie 
hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden. 

Durch  Vergleichuug  der  Darstellungen  von  .9-,(.r)  in  Gl.  18)  und 
23)  erhält  man  merkwürdige  analytische  Formeln,  die  auch  für  die 
Zahlentheorie  interessant  sind.  Dividirt  man  nämlich  die  Product-  und 
die  Summenform  durch  2^^,  so  erhält  man: 

65)  sin.rd— ^2)(i_2^y2  eos  ^x+q^)  {1—q^)  (1— 2^*cos2.r+^^) . . . 
=  sina:— <728in3.r+^6sin5.r— ^i-sin7a;+^20gijj9^^._^30gi]j;11^^.^^42gini3^^.__ 

und  wenn  man  hier  x  =  -  setzt  und  durch  ^  /s  hebt, 

3 

(1— ^6)(1— ^12)(l_^18)  .  .  .  =  l_^6_^^124-^^30^^42_^72_  ,  ,  . 

Setzen  wir  q^  =  z,  so  erhalten  wir 

66)  (1— 7)(1— z2)(l_^:i)(l_24)  .  .  .  =  l^2—z'-{-Z'-  +  Z-—Z^'^—..  ., 

3m2+m 

d.  h.  eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  (— l)'"^     -       ist,  oder: 
67)  //(l— 20=    Zi  (-1)"^    '     • 

r  =  1  m  =  — 50 

Diese  Darstellung  eines  unendlichen  Productes  durch  eine  Potenzreihe, 
deren  Exponenten  eine  arithmetische  Progression  zweiter  Ordnung  bil- 
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den,  hat  zuerst  Euler  durch  luduetion  gefunden  (hitroducliü  in  ana- 
lysin infin.  §  323)  und  später  in  den  Schriften  der  Petersburger  Aka- 
demie sehr  scharfsinnig  bewiesen.  Aus  den  Theta-Entwickelungen 
leitete  sie  Jacobi  her  (Fund.  §  66,  GL  6;  Ges.  Werke  I,  23^). 
Daselbst  findet  sich  für  den  Cubus  des  obigen  Productes  eine  ähn- 
liehe Reihe,  in  der  die  Exponenten  gleichfalls  eine  arithmetische  Pro- 
gression zweiter  Ordnung  bilden.  Dividirt  man  nämlich  die  obige 
Gleichung  05)  durch  sin.r  und  setzt  dann  cr  =  0,  so  erhält  man 
}  (1— r/-)(l— ^y^)(l— r/)...  {3=  i_3^^2_|_5,^r,_7,^i>^9,^20_... 
oder,  für  ff-  wieder  z  gesetzt, 

C8)       }  {l—z){l—z'^){l—z^)...  (■'=  1—32-1-523— 7264- 9^io_... 
oder 

<^9)  //(l— -20'  =  j;^(— 1)"(2«-|-1)^    '     . 

r  =  1  «  =  0 

Vergleicht  man  nun  beide  Summen  miteinander,  so  erhält  man  das 
merkwürdige  Resultat : 

70)  >^  (— 1)^2     ■'       '  =^(— l)"(2;i-M)2   ^   . 

I    m  =  — X)  I  n=  0 

Später  hat  Jacobi  diese  Formel  unabhängig  von  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  auf  elementarem  Wege  bewiesen  ( Grelle  J.  XXI, 

'3—32)' 

1  _ 
Auf  die  Wichtigkeit  der  von  Jacobi  gefundenen  Werte  fiir  \l k 

und  \lk'  (Gl.  4,  S.  169),  nämlich: 

^         (l  +  ^)(H-/7«)(l+7^)... 
für    zahlentheoretische    und    algebraische    Untersuchungen    hat   zuerst 
Her  mite  aufmerksam  gemacht  („Sur  la  resolution  de  l'equation  du 

cinquihne  degre",  Paris  i8^g)  und  für  \/ k  und  \Jk'  als  eindeutige 
Functionen  des  in  q  =  e^'"^  auftretenden  ^foduls  w,  die  Bezeichnungen 
ificü)  und  ipi(ö)  eingeführt.  Diese  Herniite'schen  f/;-Functionen  sind 
in  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  von  grosser  Be- 
deutung. 
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Siebenter  Abschnitt. 


§  25.    Das  Additiuustheorem  der  clliptischeu  Fiiuctiuucu  iiud  Integrale 

erster  Oattnug. 

Die  Gleiclumg-cu  17)  von  §  21  gestatten  die  elli])tisehen  Fimetionen 
mit  zusammengesetüteu  Argumenten  dureli  die  Functionen  der  einzelnen 
Argumente  auszudrücken.  Ueber  die  Gleichungen  13),  14)  und  15) 
daselbst  vergleiche  mau  Richelot  „  Ucber  eine  merkwürdige  Formel  in 
der  Theorie  der  elliptiscJien  Transcendenten,  und  eine  Ahleitiing  des 
Fundamentaltheorems"  in  Grelle  J.  L,  41 — 5/.  Bringt  man  die  Glei- 
chungen 6)  von  §  22  zur  Anwendung,  so  geben  die  Gleichungen  16) 
in  §21: 


(p  =^  am 


2A'h: 


jr 


2Atj 
11)  =  am — ^) 


Man  setze  einfacher 


2£^x 


M, 


2Ay 

JC 


a  =  am 


=  v. 


2K(x+!/) 


Jt 


also: 


1)  9?  =  am?^,  tp  ^  amy,  a  =  am(w+e)). 

Die  Gleichungen  17)  von  §  21  nehmen  dann  folgende  Formen  an: 


2) 


sn  («+?')  =^ 
cn(?^+i')^ 
dnO<+y)  = 


snwcni;dniJ+sni'cn«<dnw 
l—k^-mhim^-v  ' 

cnwcny — snwsnydnt^dny 
1 — k-  sn2M  sn^y 

dn  ^^  dn  y — k-sn  u  sn  y  cn  m  cn  y 


1 — k'^  %n^u  sn2y 

Die  Gleichungen  2)  bilden  die  Additionsgleichungen  der  ellipti- 
schen Functionen;  mit  ihrer  Hülfe  lassen  sich  Functionen  der  Summe 
zweier  Argumente  ausdrücken  durch  die  Functionen  der  einzelnen  Ar- 
gumente, mithin  auch  Functionen  mit  complexen  Argumenten  —  wenn 
vi  statt  V  gesetzt  wird  —  durch  Functionen  mit  reellen  Argumenten. 
Die  Functionen  sn?^,  cn?/,  (hin  besitzen  also  ein  algebraisches  Ad- 
ditionstheorem (s.  S.  10).  Diese  Additionstheoreme  lassen  sich, 
unter  Benutzung  der  Gleichungen  15)  §  6 

sn'  M  =  cn  M  dn  w,    cn'  u  =  — sn  u  dn  u^   dn'  u  =  — kHn  uenu 
tblgendermassen  schreiben : 
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snu  su'y+suysn'M 


8n(u+v)  = 


cn  u  cn  V — cu'u  cn'y 


1— ^2(1— cn2w)(i— cn2t;) 


dn  M  dn  y  — Tödn'w  dn'y 

dn  (u+v)  = T 

1— 7i,(l— dn2M)  (1— dn2y) 

Daraus  sehen  wir.  dass  jede  der  Functionen  sn(?H-y),  <iniu-{-v),  dn(u-]-v) 
sieh  rational  ausdrücken  lässt  durch  dieselbe  Function  für  die  Argu- 
mente u  und  V  und  durch  die  ersten  Ableitungen  derselben  Function 
nach  u  und  v.  Nun  wird  in  der  Theorie  der  analytischen  Functionen 
bewiesen,  dass,  wenn  eine  analytische  Function  (f{u)  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  cfi{u-{-v)  rational  ausdrückbar  ist  durch  (jp(m),  g)(v),  (p'{u), 
(p\v),  diese  Function  eine  eindeutige  Function  ihres  unbeschränkt 
veränderlichen  Argumentes  ist,  welche  für  alle  endlichen  Werte  der- 
selben den  Charakter  einer  ganzen  oder  gebrochenen  rationalen  Func- 
tion hat.  Die  Functionen  snw,  cnw,  dnw  sind  also  eindeutige 
doppeltperiodische  Functionen,  welche  für  alle  endlichen 
Werte  des  Argumentes  den  Charakter  rationaler  Func- 
tionen besitzen.  (Vgl.  §  9). 

Gehen  wir  nun  über  zu  den  Integralen,  so  ist  nach  den  Gleichungen  1) 


also 


Acp')  ^  /    A<P')   ~  /    A¥)  ' 

oder 

3)  F(9>,k)-\-F(^,k)  =  F(ö,k). 

Die  Gleichung  3)  enthält  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Integrale  erster  Gattung,  darin  bestehend,  dass  die  Sumine  zweier 
elliptischen  Integrale  erster  Gattung  mit  demselben  Modul  A-,  sich  durch 
ein  Integral,  ebenfalls  mit  dem  ]Modul  /.-,  derart  ausdrücken  lässt,  dass 
zwischen  den  oberen  Grenzen  der  drei  Integrale  eine  algebraische 
Relation  stattfindet. 

Statt  der  Gleichungen  17)  des  §  21  (S.  151),  welche  diese  al- 
gebraische Relation  geben,  kann  man  sich  zur  Berechnung  der  oberen 
Grenze  o  aus  den  beiden  anderen  ^  und  p  einer  einfacheren  Formel 
bedienen.  Um  diese  zu  erhalten,  multiplicire  man  in  der  zweiten 
Gleichung  17): 
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eosö  = 


cos  (f  cos  t^ — sin  <p  sin  x\)  Aq)  A\p 


1— Ä-^sin-gpsin^t/; 

den  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  mit  (sin295 — sin-i/;);  alsdann  lässt 
sieh  der  Nenner  zerlegen  in 

(sinr/-  eos?/'^V+sint/;co8  9)  J9))(sin9)COstp  J^— sini^cosgoz/^)) 
nnd  mau  erhält  leicht: 

sin9)C0S9)zl!^— sinj/;eosi/;  J^) 

sin9)Cos?^zlv^— sintp  cos<jp  Jgo 
Wendet  man  hierauf  die  Formel 


^2 


-COSö 


l  +  COSö 


an,  so  ergiebt  sich 


ö mi(p  Aip-\-%mip  A(p 

^2  cos9)+cos?/; 


Diese  elegante  Formel  ist  von  Schellbach  (Dtc  Lehre  von  den 
elliptischen  Integralen  und  den  Thetafnnctione^t,  S.  loy)  aus  den 
Grnndformeln  der  Thetafunctionen  hergeleitet. 

Setzt   man   in   der  Gleichung  3)   sin9D'  =  ^  und  weiter  mn(p  =  x, 
sinjp  =  ?/,  sinö  =  2,  so  erhält  man: 


4) 


/^ dt^ p"        dt        _  r 
\/{l—t^){X—im       I  l/(l— ^2)(i_A:^)  ~  /  ^/(IIZ 


dl 


t'^){X—kH'^) 


t^)iX—kH'^)         /    1/(1— ^2)  (l_yt2;2) 

und  die  Gleichungen  2)  nehmen  folgende  Formen  an: 

X  l/l— 1/2    l/l_A:2y2  +  ,y    |/l_a;2    /l_^2^ 


5) 


1 — k'^x'^tp- 

r ^  _  j/l— a;2  i/iZ:^— a;y  ^/iIIa2^  |/i— /c2y2 

^^     ^    ■"  1— r-.r2j/2 

,/ -_7:2-2  _  j/l— ^^^  l/l^^^— ^2xy  t/l— a;2  l/l— y2 

^^  1-A-2.t2v2 


Die  Gleichungen  4)  und  5)  in  etwas  veränderter  Schreibweise  hat 
zuerst  Euler  gefunden.  Legendre  (Fonct.  eil.  I,  2)  bemerkt  zu 
der  im  vorigen  Jahrhundert  einzig  dastehenden  Entdeckung  von  Euler: 
,  Euler,  par  une  combinaison  qu'on  peut  regarder  comme  fort  heureuse, 
quoique  ces  hazards  n'arrivent  qu'ä  ceux  qui  savent  les  faire  naitre, 
trouva  l'integrale  algebrique  complete  d'une  equation  differentielle  cora- 
posee  de  deux  termes  separes,  mais  semblables,  dont  chacun  n'est 
integrable  que  par  des  arcs  de  seetions  coniques.  Cette  decouverte 
importante  donna  lieu  ä  son  auteur  de  comparer  d'une  maniere  plus 
generale  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  lui,  non  seulement  les  arcs  d'une 
meme  ellipse,  d'une  meme  hyperbole,  ou  d'une  meme  lemniscate,  mais 
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en  general  toiites  les  transceudantes  conteuucs  (laus  la  forniule  J  ~^ 

Oll  P  est  une  fonetion  rationelle  de  .r,  et  II  la  racinc  quarree  d'un 
polynom  eu  x  du  quatriöme  degre." 

Die  ersten  Untersuchungen  Euler's  sind  enthalten  in:  „Ncroi 
Commcutarii  Ac.  Sc:  Pctrop.  176 1,  VI,  jyj,  wo  sich  folgende  Ab- 
handlung befindet:  Euler:  „De  intcgratione  aequatioiiis  diffcrcntialis : 

mdx    ndy     « 

l/l— a;4       l/l— y4 

In  dem  Vorbericht   (Stiiiiniarnun  Disscrtatiomtm)  p.  8 — 0   wird 
bemerkt:  ,Neque  vero  talis  admiranda  integratio  in  ipsa  tantuni  acqua- 
tione   differentiali    locum    habet:    sed    simili   omni    modo    Cel.    Auetor 
ostendit  hanc  aequationem  differentialem  multo  latius  patentem: 
mdx nd\i 

per  aequationem  algebraicam  complete  integrari  posse,  si  modo  numeri 
/;*  et  n  sint  rationales,  quin  etiam  eandem  integrandi  methodum  ad 
hanc  aequationem  multo  generaliorem  extendit: 

mdx  ndy  « 

\/a-\-2Bx-\-  Cx'-\-2Dx-^-\-Exi  ~  \/ A  +  2By+Cy^-^2Diß-{- E^* 
Am  Schluss  wird  bemerkt:  ,unde  patet  hanc  dissertationem  multo 
plures   investigationes    continere,    quam   titulus    quidem   prae  se  ferre 
videtur."     Die  Integi-ationsmethode  für: 

dx  dy 

]/A-i-2Bx+Cx'^-\-2ßx^-\-Ex*  ~~  \J  A-\-2By  +  Ct/2  ^  2l)y^-\-Ey* 
findet  sich  auf  pag.  50  und  etwas  erweitert  p.  54  und  55.    Als  Fort- 
setzung   dieser    Abhandlung   enthalten   die    JVovi    Comincntarii  1/61, 
VII,  j:  Euler:  „Spcciiiicu  alter  um  iiictJiodi  iiovae  qiiaiititates  tran- 
sccndentes  inter  se  comparandi  de  comparatione  arcuum  ElUpsis." 

Die  wesentlichsten  Untersuchungen  dieser  Art  finden  sich  ver- 
einigt in:  Euler:  „Iiisfäuiioncs  Calc.  Int.  Vol.  I."  Sectio  secunda, 
Caput  VI,  wo  namentlich  Problema  81  zu  vergleichen  ist.  Der  von 
Euler  eingeschlagene  Weg  ist  im  Wesentlichen  folgender.  Zwischen 
X  und  y  bestehe  die  Gleichung : 

6)  {ax''-^2dx■\-d')y'^^-2{hx''-^-yx^b'')y^-cx''-^2dx^-d'  ^ 

=  Zy2-f2/yjH-A'  =  0,  ^ 

oder: 

7)  (ay2 + 2by + c)x^ + 2(a'//2  +  2b' y  +  c')x  +  a"//^  +  2b"  y  +  c" 

=  Px^  +  20x-}-R  =  0. 
Differentiirt  man  eine  der  Gleichungen  6)  oder  7),  so  folgt: 
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8)  (/'..+  0)dx+ay-\-M)dy  =  0. 
Es  ist  ferner  aus  6)  und  7): 

{Px-^oy-  =  iP—1%  {Ly-\-  Mf-  =  i\r—LN. 
Nimmt  man: 

9)  />.c+ (>  =  i/^2irp^^  Ly+M=^\/M'^—LN, 
so  wird  die  Gleichung  8): 

dx  {/o-i—PR+dy  i/m^—LN  =  0 
oder: 

äx       ^ dy ^  ^ 

l/.)/2— ZA     \/0'^—PR 
Substituirt   man    für  Z,  J/,  iV,  P,  (),  R  ihre   Werte  aus  6)  und  7), 
so  wird  die  vorstehende  Dilferentialgleichung : 

10)  -■  -^ .=.=. 

</</  

Sollen  die  Polynome  unter  den  Wurzelzeichen  respective  dieselben 
Functionen  von  x  und  ?/  sein,  so  ergeben  sich   folgende  Bedingungen: 
Iß — ac  =  a'- — aa'\ 
2hb'—ac'—a'c  ==  'la'b'—ah" — a"h, 

hh"  =  a'c\ 
2b'h"—a'c"—a"c'  =  2b'c'—bc"—b"c, 
b"-^—a"c"  =  c"—cc". 
Substituirt  man   die  Werte  von   c   und   c'  aus  der  ersten  und  dritten 
in  die  zweite  Gleichung,   so  folgt  a'  =  b.    Die   erste  und  dritte  Glei- 
chung geben  dann  a"  =  c  und  b"  =  c'.    Hierdurch  werden  die  beiden 
übrigen  Gleichungen  identisch.    Für  a'  =  &,  a"  =  c  und  b"  =  c'  wird  die 
Gleichung  6): 

11)  ax2«/2  +  2to«/(a:-}-f/)+c(.c2+^2)  +  4^'a;y_}-2c'(a;+i/)4-c"  =  0. 
Die  Gleichung  10)  nimmt  die  Form  an: 

12) -^  4—  ^  =0 

\l  A^2Bx^-Cx''-^2Dx'^^Ex^     \/A-\-2By+Cy-^  +  2Py^-{-£y^ 
oder  kürzer: 

13)  -^  +  -^=0, 


wo: 


[    ^  =  c'2— cc",        B  =  2b'c'—bc"—cc' 
14)  {    c=4.b"^—ac"-c-^—2bc\ 

jj  =  2bb'—ac'—bc,        E  =  b'^—ac. 
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Setzt  mau  in  1>)  für  P,  n,  /»',  Z,  M,  .\  ihre  Werte  aiiH  G)  und  7),  ferner 
a'  =  h,  a"  =  c,  b"  =  c',  Q''—PR  =  V,  M'^—LN=X,  so  nehmen  die 
Gleichungen  9)  die  Formen  an: 

\/  y  =  {afß+2by  +  c)x-\-btß-\-2h',j  +  c\ 
l/Z  =  (a.f-  +  2/a«;  +  c)y-\-  hx^  +  2b' x  -f-  c'. 


Hieraus  folgt: 


^^    ^^  =  ax,j-{-b(x-{-y)i-2b'-c. 


x—y 
Man  bilde  das  Quadrat  dieser  Gleichung   und  setze  rechts   nach  11): 

ax'-y-'-  +  2bxy{x+y)  +  Ab'xy  =  —[c{x''-+if-)  +  2c\x+y)  +  c'% 
ferner  t\ir  D  und  E  ihre  Werte  aus  14),  es  folgt  so: 

15)      N^-^/'^  j  _  E(^^,,j^yy.j^2D{cc+y)  +  {2b'—cy^—ac". 
\    X     y     / 

Sind  J,  ß,  C,  D  und  E  gegeben,  so  bleibt  in  Folge  der  Gleichungen 
14)  eine  der  sechs  Quantitäten  a,  *,  c,  b\  c'  und  c"  willkürlich.  Ist 
die  Differentialgleichung  12)  oder  13)  gegeben,  so  findet  zwischen  x 
undy  die  endliche  Relation  15)  statt,  in  welcher  der  Ausdruck  (2// — c)- — ac" 
eine  beliebige  Constante  enthält,  also  selbst  als  die  willkürliche  Con- 
stante  angesehen  werden  kann,  welche  die  Integration  der  bemerkten 
Differentialgleichung  involvirt. 

Will  man  die  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  enthaltenen  Resultate 
ableiten,  so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren.     Man  setze  in  12): 

,i  =  l,  B  =  0,  6'=— (1+^2),  D  =  0,  E  =  k'^. 
Die  Gleichungen  14)  gehen  hierdurch  über  in: 


(    c'2— cc"=l,     {2b'—c)c'—bc"  =  0, 

)     Ah'l — r/r" — r."- — 9.hr.'  = 


IG)  4&'2— öc"— c2— 2ftc'  =  — (l+r-), 

I    {2b—c)b—ac'  =  0,    b''—ac  =  k\ 

Um  weitläufiger  Rechnungen  überhoben  zu  sein,  genügt  es,  zu  be- 
merken, dass  Ä  und  Y  nur  gerade  Potenzen  von  x  und  y  enthalten, 
die  Differentialgleichung  12)  also  durch  gleichzeitige  Vertauschung  von 
.c,  y  mit  — .r,  — y  unverändert  bleibt.  Da  dieses  auch  mit  der  Glei- 
chung 11)  der  Fall  sein  muss,  so  erhält  man  unmittelbar  6  =  0  und 
c'  =  0.  Die  Gleichungen  16)  reduciren  sich  hierdurch  auf: 
—cc"  =  1,  4&'2— öc'"— c2+ 1  -j-A'2  =  0,  —ac  =  k"- 
oder: 

17)  .   =-~.a  =  --,  4* ^-, 

Die  Gleichling  11)  giebt  für  6  =  0,  c'  =  0: 

c"-\-axY-\-c{x-'-+y'^)  =  —ib'xy^ 
oder  quadrirt  mit  Rücksicht  auf  17): 
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Diese  Gleichung  nach  -   geordnet  giebt: 

ii—k\vY-)-    o (l+^->^•V)(^-+■v-)-2(l+/<^).t•y-  _ 

und  hievans  folgt: 

(1— A2.r2y2)2 


a;2(l-J/2)(l_^2y2)  +  j/2  (1_,^.2)  (l—k'l^^l) 


oder: 
18) 


+2a:y  l/(l-.f^)(l-Ä2.r2)  i/(i-tf.)(i—/c2y2)^ 


c  ~  l—k\xY' 

Es  bedeutet  in  der  vorstehenden  Gleichung  c  eine  beliebige  Con- 
stante.     Integrirt  man   die  Gleichung  13)  und  zwar  von  x  =  0  an,  so 

giebt  die  Gleichung  18)  für  x  =  0,  //  =    _,  wodurch  die  untere  Grenze 

des  Integrals   in  Beziehung   auf  ij  bestimmt  ist.    Die  Ausführung  der 

dt 


Integration  giebt: 


19)    r    '^     ,  fL= 


=  0. 


i2)(l— Ä2/2) 

Die  Gleichungen  18)  und  19)  sind  mit  den  Gleichungen  4)  und  5) 
identisch,  wenn  -  =  z  und : 

«00 

gesetzt  wird. 

Die  von  Euler  angewandte  Methode  zur  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung 10)  ist  ungemein  einfach;  wegen  der  notwendigen 
Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  ist  dieselbe  nicht  zu  einer 
Verallgemeinerung  geeignet,  wie  ein  anderes  Verfahren,  welches  von 
Lag  ränge  herrührt.  Unter  dem  Titel :  „Düucidationes  super  methodo 
elegantissima ,   qtia   ühistris  de  la    Grange  usus  est,   in  integranda 

aequatione  —^  =  — ^"  hat  Euler  die  Arbeit  von  Lagrange  weit- 

läufiger  behandelt  in  den  Acta  Acad.  Imp.  Sc.  pro  Anno  lyyS  T.  IL 
P.  I  p.  20 — ^y,  oder  auch  Institut.  Calc.  Integr.  IV,  46 ß — ^24.  (Supple- 
mentuiu  VIII  ad  Tom.  I,  Sect.  II  Cap.  VI).  Charakteristisch  für 
Eni  er  ist  die  grosse  Bewunderung,  welche  derselbe  der  Arbeit  von 
Lagrange  zollt,  wie  dieselbe  sich  in  den  Worten  zu  Anfang  vor  §  2 
kund  giebt  „Istudautemegregiuminventum  eo  magis  sum  admiratus  etc." 
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Die  Abhandliiuo^  von  LagraDg:e:  „Sur  V Integration  de  quelques 
(^quations  dif/errnfielles  ete."  ist  euthalteu  in  Afiscell.  Tmirin.  IV. 
auch  unter  dem  Titel:  Mdanges  de  PJiüos.  et  de  Math,  de  la  Sog. 
R.  de  Turin,  p.  l.  a.  iy66 — 1769,  p.  98 — 125.  Republicirt  findet  man 
dieselbe  in:  „Oeuvres  de  Lagrange p. p.  Serret".  11,533.  Paris  iH 68. 
Auf  p.  102  reprodueirt  Lagrange  die  Methode  von  Euler  und  be- 
merkt zu  derselben  auf  p.  103:  ,Cette  integration  est  d'autant  plus 
remarquable  qu'elle  n'est  düe  qu'ä  une  espeee  de  hazard  heureux,  et 
qu'il  ne  serait  pas  meme  possible  d'y  arriver  par  les  methodes  eonnues 
des  Geometres  jusqu'ä  present." 

Die  Principien  seiner  Methode  hat  Lagrange  in  den  folgenden 
bemerkenswerten  Zeilen  niedergelegt:  ,Quand  on  a  une  equation  diff6- 
rentielle  du  premier  degre  dont  on  ne  peut  trouver  l'integrale,  il  faut 
la  diÖerentier  et  examiner  si  en  combinant  cette  nouvelle  equation 
avee  la  proposee,  on  pourrait  trouver  une  equation  integrale  du  ])remier 
degre  autre  que  1  equation  proposee;  ear  alors  en  chassant  par  le 
moyen  de  ces  deux  equatious  les  premieres  differences,  on  aura  une 
equation  algebrique  qui  sera  Tintegrale  eherehee.  Si  l'integratiou  ne 
reussit  pas  de  cette  maniere,  il  faut  passer  ä  la  differentielle  du 
ti'oisierae  degre,  et  ehercher  si  Ton  pouiTait  ainsi  parvenir  a  une 
nouvelle  equation  du  second  degre;  en  ee  eas  il  n'y  aurait  plus  qu'ä 
eliminer  les  differences  seeondes  et  troisieraes  par  le  moyen  de  l'equa- 
tion  proposee  et  de  sa  differentielle.    Et  ainsi  de  suite." 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 

20)     Ai-Bx-{-Cx-^-{-Dx^  +  Ex*  =  Ä,  A-\-By-\-Cy'^-\-  Dii-^-^-Ey*  =  V, 
Zwischen  x  und  tj  finde  die  Differentialgleichung  statt: 

dx  dy 


21) 


=  0. 


\/ä       \Jy 

Man  sehe  x  und  y  als   Functionen  einer  Variabelen  /  au,  und  ersetze 
die  Gleichung  21)  durch  die  folgenden: 

dx       ,  /  ..       dy 


22) 


dt 


\Jx, 


dl 


=  -l/F. 


Für: 

23)  x-\ry=p,  x—y  =  q, 

folgt  durch  Differentiation  nacli  /  mit  Küeksicht  auf  22): 

dy 


24) 


d^p 
dß 


X'    dx 

2\/Ä(if 


r  dl 

2\/ydf 


2 
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Die  letzte  Gleichung  wird  nach  20): 

25)  ^  =  ß-\-C(xi-y)  +  ^I)(,v^-{-y^-)-h2E{x^+y^). 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  24)  multipliciii;  geben  nach  20): 
^  ^  =  ^'-y  =  ir—y)[B-h  C(x-{-y)-hI){x^-{-xy-hy-^)i-E(x-^tj)  {x^-hy% 
und  aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  25)  folgt: 

oder  .r — y  =  f/,  x-\-y=p  gesetzt: 


d.  i. 


^f.-||=*'<-^-+-^) 


^iesi=-+-- 


Diese  Summe  mit  -^  multiplieirt  giebt: 


dfldpY  _^dp^j^dW 


dt\q  dt)  dt  dt 

und  bedeutet  /'  eine  Constante,  so  folgt  durch  Integration: 
'\  dp^ 


Setzt  man  wieder  p  =  x-\-y,  q  =^  x — y  und  nach  24): 

80  folgt: 

^^r'/       ^ix-^y)+E(x-\-ijr-+F. 

Setzt  man  2B  und  2D  statt  B  und  B,  so  wird  die  vorstehende 
Gleichung  mit  der  Gleichung  15)  identisch,  wenn  die  Integrations- 
constante  durch  F  bezeichnet  wird. 

Die  vorstehende  Darstellung  enthält,  mit  unwesentlichen  Modifiea- 
tionen,  die  von  Euler  gegebene  Vereinfachung  der  Methode  von 
Lagrange  (Institut.  Calc.  Int.  IV,  466 — 46'/).  Lagrange  (l.  c. 
108)  nimmt  statt  der  Gleichungen  22)  die  folgenden: 

dx  dt      dy  dt 

wo  T  eine  Function  von  /  bezeichnet,  die  so  bestimmt  wird,  dass  sich 
eine  Integration  ausführen  lässt.  Im  Verlaufe  der  Abhandlung  ver- 
sucht  Lagrange   vergeblich,   seine   Methode    auf  eine   Differential- 
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gleiehung  von  der  Form  21)  anzuwenden,  in  welcher  T  und  i'  be- 
liebige Polynome  res})eetive  von  .r  und  y  sind.  Alle  Annahmen  führen 
wieder  auf  die  in  20)  gegebenen  Formen  von  X  und  V  zurück. 

Wir  wenden  die  soeben  entwickelte  Lagrange-Euler'sche  Me- 
thode auf  die  Integration  der  elliptischen  Diflerentialgleichung  in  der 
Weierstrass'sehen  Form 


V- 


an.     Hier  ist 

A  =  —g.,,  B  =  —g-i,  C=0,  Z>  =  4,  A^  =  0 
und  wir  erhalten 

'\J^s^—g-i  s—g^—\/A.s\—g^  ^1— y3¥_4(,.-^-.c,)  =  F. 
s — *i  / 

Beide  Functionen  s  und  ^i  genügen  der  Differentialgleichung 

ds 

—j—  —  =  du; 

1/4*3— 0^2  s—g.^ 

setzen  wir  nun 

so  kann  sich  das  Argument  von  a-,  nur  um  eine  Constaute  unterschei- 
den, wir  können  also 

^j  =  Piu—a), 
oder  da  p  eine  gerade  Function  ist, 

*i  =  p(c( — u) 
setzen.    Alsdann  wird 

j T    — 4  (PM+^  («—?/))  =  F. 

\  pii—p(a — u) } 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,   bringen  wir  die  linke  Seite  auf  die 

Form 

4(pM-f-^(a— m))(fm  .  p{a—u)—\g.^, — 2^3 — 2p'm  .  p\a—u) 


{pu — p{a — w))2 
oder 


=  F, 


\  pu     /\  ApuJ      phi       p^u 


L P{cc—u)  \ 

\         '  pu      ) 


=  ^- 


Setzt  man  jetzt  m  =  0  und   berücksichtigi,   dass  aus  den  Formeln  28) 
bis  30)  des  §  G  (Seite  40)  folgt 

u-O  P  U 

so  erhält  man 

ip{a)  =  F, 
also: 
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(p'u — i'f'ia — w))2 

AfZ 77 \N-,— FM— P(«— '0  =  Pia). 

A{pu — Pia — u)y 

Daraus  ergiebt  sieh  sofort  das  Additioustbeorem  für  die  Function 

P(u).     Setzen  wir  nänilicb  a — «  =  y,  also  «^  ?<+?;,  so  erbalten  wir: 

/    .    X       ip'u—p'v)'^ 

4(w'< — pvy 

oder 

,    ,    ,        2ipupv—\gi)ipu-[-pv)—g3—p'up'v 
Piu  +  v)  = 2iPu=^- 

Eine  bemerkenswerte  Ausdebnung  der  Metbode  von  Lag  ränge 
bat  Riebelot  gegeben  in  der  Abbandluug:  „Uchcr  die  Integration 
eines  merkwürdigen  Systems  Differentialgleicliungeii  ( Cr  eile  J.  XXIII, 
jß4 — 36g).  Es  sind  dieses  Differentialgleiebungen,  aufwelcbe  Jaeobi 
die  Abel'scben  Functionen  basirt  bat. 

Abel's  Ausdebnung  des  Euler'scben  Additionstbeoreras  für  ellip- 
tiscbe  Integrale  auf  beliebige  Integrale  algebraiseber  Diiferentiale  fin- 
det sieb  scbon  in  einer  Abbandlung  aus  dem  Jabre  1825,  die  mit 
seinem  Nacblasse  zuerst  veröffentlicbt  ist  (Oeuvres,  2.  ed.  II,  ^^): 
„S2(r  la  comparaison  des  fonctions  transcendantes" .  In  ibr  ist  das 
berübmte,  nacb  Jacobi's  Vorgange  sogenannte  ^Abel'scbe  Tbeorem", 
das  Fundamentaltbeorem  der  Funetionentbeorie,  wonacb  die  Summe 
von  beliebig  vielen  Functionen,  deren  Differential  algebraiscb  ist,  durcb 
eine  bestimmte  Anzabl  derselben  Functionen  ausgedrückt  werden  kann, 
deutlicb  ausgesprocben.  Es  fand  sieb  scbon  in  der  am  30.  October 
1826  der  Pariser  Akademie  übersandten  Abbandlung:  „Memoire  S7ir 
une  propriete  generale  d'itne  classe  tres-ctendue  de  fonctions  tran- 
scendantes", Mem.  pre's.  p.  div.  sav.  VII,  Paris  1841  (Oeuvres, 
2.  e'd.  I,  7^5 — 211)  und  wurde  später  in  Grelle  J.  IV,  200 — 201,  182g 
unter  dem  Titel :  „Demonstration  d'une  propriete  generale  d'une  cer- 
taine  classe  de  fonctions  transcendantes"  veröffentlicbt. 

In  einer  grösseren  Abbandlung:  ,,Einige  Bemerkungen  zum  Euler' - 
sehen  Additionstheorem"  (Grelle  /.  XLIV,  2^^ — 2^4)  bat  Ricbelot 
an  die  Metboden  von  Euler  und  Lagrange  eine  Reibe  interessanter 
Bemerkungen  geknüpft  und  namentlicb  zuerst  die  Herleitung  der 
Gleicbung  15)  aus  der  Gleicbung  6)  oder  7)  gegeben. 

Das  Additionstbeorem  von  Euler  ist,  mit  mebr  oder  minder  gutem 
Erfolg,  so  bäufig  Gegenstand  neuer  Herleitungen  geworden,  dass  eine 
vollständige  Erwäbnung  aller  darauf  bezieblicben  Arbeiten  in  keinem 
Verbältnis  zu  dem  relativen  Werte  derselben  steben  würde.  Es  sollen 
daber  nur  einige  Metboden  erwähnt  werden,  die  sieb  durch  Einfach- 
heit auszeichnen  oder  allgemeiner  bekannt  geworden  sind. 
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In  C.  R.  iS^6,  XLII,  loSy  hat  Liouville  den  von  Despeyrous 
(„  Ortgtne  gdomötrigtic  des  fonctions  clliptiqucs  et  /ormules /ondamen- 
tales" ,  Man.  de  ToidoKse  (y)  V,  211 — 22g)  gegebenen  Beweis  des 
Eule  r'sehen  Additionstheorems  gegen  eine  Bemerkung,  welche  sieh  in 
den  hinterlassenen  Papieren  von  Sturm  vorfand,  reelamirt.  Die 
sogen,  Sturm'sche  Methode  ist  folgende.    Die  Differentialgleichung 

-^  +  -^  =  0  oder  i/f  dx+\/ ä  dy  =  0 
]JX       \fY 

wird  fUr  X=(l— a;2)  (1—^2^:2)^    Y  =  {X—xß){\—k'^y'^)  mit   dem   Factor 

^   ^  -  multipliciii;  und  dann  integrirt.     Bedeutet  c  eine  Constante, 

80  folgt: 

J  1— /t2a;2t/2  j  1—k^xY 

Sind  /'  und  Q  folgende  symmetrischen  Functionen  von  x  und  y: 


(1—^2^:2^2)2  ^  (l_^2a,2j/2)2 

80  folgt  durch  partielle  Integration: 


ri/(l-y^)(l- 
/  1— Ä2a;2?/5 


^-^'-!1V2'^'^^-  f-J=^^==-    AV(l-,2)a_,2,2),., 
l_/,2^2y2  J      |/(l_j/2)(l_/t2j/2)        J  '^ 

und  durch  Vertauschung  von  .r  und  y  der  analoge  Ausdruck  für  das  zweite 
Integral.  Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  verschwinden  in  Folge  der 
Differentialgleichung  die  Terme  unter  dem  Integralzeichen  und  man 
erhält  unmittelbar  das  algebraische  Integral  der  Differentialgleichung. 
Das  angewandte  Verfahren  ist  eine  directe  Erweiterung  der  Methode, 
deren  Lag  ränge  sich  zur  Integration  der  Differentialgleichung: 

-=£=  +  —^=^  =  0  oder  l/l— 1/2  dx-^  \J\.—x'^  dy  =  0 

l/l— X2        I/I-//2 

bedient,  also  zur  Herleitung  des  Additionstheorems  für  die  Function 
arcsina;  (Miscell.  Taur.  IV,  wo).  Die  Sturm'sche  Methode  ist  zwar 
sehr  elegant,  lUsst  aber  nicht  ersehen,  woher  der  integrirende  Factor, 
welcher  pure  angegeben  wird,  kommt.  Deshalb  hat  H.  Schröter 
(Schlömüch  Z.  XVII,  i8y2,  ßo8 — ßi^J  ein  Verfahren  der  Integration 
der  elliptischen  Differentialgleichung  angegeben,  bei  dem  sich  dieser 
integrirende  Factor  von  selbst  darbietet,  und  gezeigt,  wie  bei  ver- 
schiedener Wahl  desselben  die  verschiedenen  Formen  des  Additions- 
theorems hervortreten.  Die  Bemerkung  über  Differentialgleichungen, 
welche  oben   nach   Lagrange  mitgeteilt  ist,  in  Verbindung  mit  einer 

Kiineper,  ellipt.  Functionen.     2.  Aufl.  13 


194 


[§25 


BemerkuDg:  von  Abel  über  die  Combination  der  particulUreu  Integrale 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (Grelle  J.  II,  22) 
finden  sich  sehr  geistreich  vereinigt  in  einer  kurzen  Note  von  Darboux 
(Ann.  de  r£c.  Norm.  IV,  8^,  i86y),  welche  ihres  geringen  Umfangs 
wegen  hier  erwähnt  werden  soll.  Es  sei  z  als  Function  von  u  bestimmt 
durch : 

26)  ^  =  l/(l-^2)(i_^. 

Diese  Gleichung  nach  u  dififerentiirt  giebt: 
du^~ 


27) 


=  —(1+^2)2  +  2^:2^3. 


1/(1— 22)  (1— Ä:222)   du 

Sind  X  und  y  zwei  particuläre  Werte  von  2,  welche  der  Gleichung  27) 
genügen,  so  ist: 

^  =  -(l+Ä2)^+2^2a;3,      ^^  =  _(i+A-2)j/+2^V- 

Diese  Gleichungen  geben: 

Da  nun  x  und  ij  auch  der  Gleichung  26)  genügen,  so  ist: 

^)'  =  X-iX^li^yx-^^^k-^X^      IM^  =  l-(l+^2)j/2  +  A0^4, 


folglich: 


/  dx\'^ 
Vdu) 


4 
du 


-(x'^—iß){l—k\xY)- 


Die  Gleichung  28)  hierdurch  dividirt  giebt: 
d'^x       d^y 


^du^    ""du^ 


2k'^xy 


I  dxV-     (  dy\ 


1— Ä2a;2y2 


dx       d\i 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  y- — \-x-f-.  so  wird: 
^  ■'du      du 

d'^x 


y 


du^       du^ 


dx 


du 


-x^ 
du 


2k^xy__/ 

~      1—k^x^yX 


dx       dy 

du    "  du 


d_ 
du 


/  dx       dy\ 
\  du       du/ 


2k"xy 


dxy 
du 


/t2 


dx 


dy 


y X 

du       du 


1 — k^x'^y'^ 


dx'^y'^ 
du 

1 — ^2^2y2 


Bedeutet  c  eine  Constante,  so  folgt  durch  Integration: 


dx       dy 


29) 


du 


du 


1—k^xY- 


=  c. 


§  2GJ  195 

Es  sei  mm  x  =  (f{u).  Da  y  ebenfalls  der  Differentialgleichung  26)  ge- 
nügt, 80  kann  nur  y  ^=(p{u-\-a)  sein,  wo  a  eine  Constante  ist.  Die 
Gleichung  29)  wird  dann: 

o  AN  y(M+ aWiu)  —(p{u)  y'O^+a)  ^ 

Nimmt  man  flir  ?<  =  0  9^(0)  =  0,  also  cp'{0)  =  1,  so  giebt  die  Gleichung 
29)  c  =  (p  (a).  Die  Gleichung  30)  giebt  unmittelbar  das  Additions- 
theorem der  elliptischen  Functionen  flir  u-\-a=z  und  g:(u)  =  8]iu. 

In  der  Abhandlung:  „Neuer  Beweis  der  Summatmisformeln" 
(Grelle  J.  XXX,  211 — 214,  oder  Mathcm.  Abh.  p.  755 — 1^8)  hat 
Eisenstein  eine  Anwendung  des  Theorems  von  Taylor  auf  die  Her- 
stellung des  Additionstheorems  gemacht. 

Eine  Untersuchung  von  Abel  in  Grelle  J.  II,  j86 — jp4,  über  die 
Functionalgleichung  (p{x)-\-(f){y)  =  '^[x f{y)-\-y  f{x)\  welche  beiläufig  be- 
merkt auf  die  Additionstheoreme  der  Logarithmen  und  Kreisfunctionen 
führt,  hat  zu  der  Abhandlung  von  Lottner  (Grelle/.  XL  VI,  j6y — j88) 
Veranlassung  gegeben :  „  Ueber  die  Functionen,  welche  der  Gleichtmg : 
/  X  .     /  X  (fy-Fx  -\-fx .  Fy\ 

Genüge  leisten."  Diese  Gleichung  führt  auf  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Functionen.  Vgl,  auch  Math  et:  „Sur  les  fonctions 
elliptiques" ,  Liouville  J.  (2)    VI,  32g — 36^,  1861. 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Additionstheorem  findet  man  noch 
bei  Seh  eil b  ach  in  Grelle/.  LIV,  5p — öy  und  Genocchi  in  „Bon- 
compagni  Bullettino"  III,  4y — 66,  i8yo.  Man  findet  in  dem  letzteren 
Aufsatze  eine  Anzahl  litterarischer  Notizen  über  die  Addition  der  el- 
liptischen und  Abel'schen  Integrale. 

§  26.    Znsammenstellnn^  einiger  Formeln,  welche  sich  aus  dem  Additious- 
theorem  ergehen.    Anwendungen  derselhen  auf  Productcntwickelungen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  2)  §  25  (S.  182)  — v  statt  y,  so  ergeben 
sieh  drei  neue  Gleichungen,  welche  in  Verbindung  mit  den  bemerkten 
Gleichungen  das  folgende  Fundamentalsystem  für  die  Addition  der 
elliptischen  Functionen  bilden: 

snM  .  eny .  dnyisny  .  cnw.  dnw 


1)  8n(M±y)  = 

2)  cn(M±v)= 

3)  dn(?<±y)  = 


1 — Ä^sn^M  .  sn^y 
cnw  .  cnv^snw .  sny  .  dnw .  dny 
l—k'^mhi .  8n2y  ' 

dnw  .  dnyT/t^snw  .sny .  enw.  cny 
1 — Ä^sn^M  .  sn2y 

13^ 
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wo  beiderseits  entweder  uur  die  oberen  oder  nur  die  unteren  Zeichen 
zu  nehmen  sind. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  sofort  die  Functionen  für  das 
doppelte  Argument: 

.s  ^        2snu.eiiu  .dnu 

4) 


5) 
6) 


sn2M 


cn2M  = 


dn2M  = 


1— Ä-2 .  sn*u 
cn^w — sn^M .  dn^w 


1- 

dn^M- 


-k'^sn^u .  cn^M 


1 — k^ .  8n% 

Aus   den  Gleichungen  1)   bis  3)   hat  Jacobi  (Fund.  §  i8,  Ges. 

Werke  I,  8j — 8ß)   33  Relationen   abgeleitet,   von  denen  hier  nur  die 

wiederholt  werden   sollen,  welche  in  den   folgenden   Untersuchungen 

von  Wichtigkeit  sind.     Bildet  man  das  Product  von  sn(M+t;)  sn(M — v) 

und  setzt  im  Zähler  cn2w=  l — sn^w.  Axihv  =  1 — /t^sn^w,  so  findet  man, 

dass  derselbe    durch    1 — k'^-^n'^u .  sn^y  teilbar  ist.     Verfährt  man  analog 

mit  cn(M-j-i')cn(M — v)  und  dn(M+i;)dn(w — y),   so   erhält   man    folgende 

sehr  nützlichen  Relationen: 

,    ,    .        .        ,  sn^M — sn^y 

sn(M4-y) .  sn(t^ — v)  = 


7) 

8) 


cn(M4-y) .  cn(M — v)  = 


9)       dn  (m + v) .  dn  {u — v)  = 


1 — k'^  sn^w .  sn^y 
1— sn^M — sn^y+Ä'^sn^M  .  sn^v 
1 — k'^m^u  .  sn^y 
-Ä:2  sn2M— Ä:2  sn2y  4-^:2  sn2M  .  sn2y 


1 — k'^^n'^u .  sn2y 

Mittelst  der   Gleichungen   1)   bis   9)    ergeben    sich    ohne   weitere 
Rechnung  Gleichungen  für: 

sn(w+y)±sn(M— y),  l±sn(w+y)sn(?< — y),  l±k-m{u-{-v)m{u—v)  etc. 
Durch  Ausführung  der  Multiplication  findet  man  mittelst  der  Gleichungen 
1)  bis  9)  unmittelbar  die  folgenden  Functionen  mit  zusammengesetzten 
Argumenten  durch  die  Functionen  der  einzelnen  Argumente  ausgedrückt: 
[l±snO^+y)][l±sn(M— y)], 
[l±sn(w+y)J  [lTsn(M— y)], 
[l±km{u+v)][l±km{u~v)\ 
[l±itsn(M+y)][lT/:8n(M— y)]  etc. 
So  ist  z.  B.  nach  1)  und  7): 

[l±A-sn(M+y)]  [l=FA:sn(M— y)] 
=  li:Ä  [sn  {u+v) — sn  {u — y)]— Ä-2sn  (M4-y)sn  {u — y) 

snycnMdn?/  sn2M — sn2y 

1 — k'  mhi  sn2  y         i — k"^  sn^w  8n2y 

1— A:2sn2M+^2  8p2ycn2M-j-2Ä:snycnMdnM (dnM±/:8ny  .  cnM)2 

1 — /t2sn2Msn2y  ~      1 — Ä-2sn2?^ .  sn2y~  ' 


§  26]  197 

Da  die  Ilcrstelluup:  von  Gleiehiingen  von  der  Art  der  vorhergehenden 
von  leichter  Mühe  ist,  so  soll  eine  weitere  Ausführung  derselben  unter- 
bleil)en,  und  es  sollen  nur  die  Resultate,  wie  sie  sich  in  den  Fund. 
§  i8,  Formel  1)  bis  23)  finden,  hier  zusammengestellt  werden. 

iA\  /    I    \  I      /        \        28nMcnydny 

1 0)  sn  (?< + 1;) + sn  {u—v)  =  - — - — ^ - 

n\  /    .    ^  I      /        X  2cnMcny 

11)  eii{u-\-v)-\-(in(u—v)=' — r^ — 

io\  1   /    .    X  .  j   /        X  2dnMdny 

12)  an(u+v)-\-an{u—v)=  -  j^ — ^ ^ 

,o\  /    ,    X        /        X        2snycnMdnM 

13)  sn(M+t;)— sn(M— y)=  - — - — 

1 — A'^sn^wsn^y 

...  /        X         /    ,    X       2sn2<snydnwdny 

14)  cn(u— /')— cn(w+y)  =  --    ~. — r— 

...  ,    ,        X     j    /    .    ^      2Ä:2  8n?/snvenwcny 

15)  dnO^— i;)— dnO^+y)=  -- — y;. — ^ — - — 

^a\                         /    .    X     ^        X          sn2w— sn2y 
lt>)  auiu+v)sn{u—v)==  - — - — ~ 

.„^  .  ,  ,o    /    ,    X     /        X      dn2y+A-2sn2z<cn2y 

17)  1 + A-2sn(M + v)  sn  {u—v)  =  — — -. — ^ — ^ — 

10X  .  I       /    I    X     /        X       cn2i;+8n2Mdn2y 

18)  1 +80  i.u^v)m(u-v)  =  -^:ziir^^ 

im  .  ,      /    I    X     /       X  en2M+en2y 

19)  l  +  cn(w+y)cn(M— y)=  - — - — — 

'  1 — /t2  8n2Msn2y 

oAx  ^  I  j   /    .    xj   /        X         dn2M-f-dn2y 

20)  l+dn(M+v)dn(M— y)  =  — — 7^ — r—  , 

1 yt2gn22^gn2y 

01X  ^     79     /    .    X     /        X      dn2M+r-sn2yen2M 

21)  1— /f2  8n(w+v)8n(M— y)  =  -— -7^     „ -— 

1 — Ä'2sn2M8n2y 

oo\  ^         /    I    X      /        X      cn2MH-sn2ydn2z< 

22)  1— sn  {u-\-v)  sn  (?<— y)  =  - — - — ^ -- 

„„.  ,         /    ,    X     /        X       8n2Mdn2y+8n2ydn2M 

23)  1— cn  {u + y)  cn  {u—v)  =  — :, — t^-„ ^ 

^  1 — /f2  8n2wsn2y 

„,.  .      1    /    ,    XI   /        X       Ä2(sn2^^en2y  +  8n2ycn2M) 

24)  1 — dn  (?< + y)  dn  {u—v)  =  — ^— — r- — ^ —  „ - 

(cny±snz^dny)2 


25)  (ii.™(«+.))(l±sn(«-.))  =  L_3:_^__X 

r.,-x  /.         /    ,    xx/. -r     /        XX        (cnz^+snydn?«)- 

20)  (l±8n(„+.))(lTsn(«-.))=    i_*3„,„^ 

o-x  /.  ,      /    .     x/       ,      /        XX      (dny+A8nMcny)2 
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28)     (l±A:sn(M+y))(lT/^sn(M— y))  = 
29) 


(dn?<±A'snvcn?^)2 
1 — /f2  snhi  snh 


30) 
31) 

32) 


(I±cn(w4-t;))(l^cn0,<— y))  = 


(sn  2<  dn  y  T  sn  y  dn  u)'^ 
1 — k^sn^uBn'^v 


(l±dn(«+.))(l±dn(«-t.))  =  i^^^^L 

(l±dn(M4-y))(lTdnO<— y))  =  - — -7r^^^  V* 


Bildet  man  das  Prodiict  der  oberen  Gleichung  1)  und  der  unteren  2), 
nämlicli  sn(M4-y)en(M — v),  so  hat  der  Zähler  rechts  nach  Ausführung  der 
Multiplication  die  Form  /*dnw+(>dny,  wo  jeder  der  Factoren  PunäQ 
durch  1 — k-  sn-u  sn-v  teilbar  ist.  Man  erhält  auf  diese  Art  die  folgen- 
den sechs  Gleichungen: 

snw.  cnM.dny±sny .  cny  .  dnw 


33)  sn  (m  ±  y) .  cn  (u  -\-v)  = 

34)  sn  (?<  ±  y) .  dn  {u  T  v)  = 


1 — /t^sn^M  .  sn2y 

snu.  dnu  .ony^^sny  .  dny  .  cum 

1 — k'^  snhc .  sn^y 


„„.        ,        N    j    /  -,-  N       cnw.dnw  ,  cny .  dnyT/f'^snw.  sny 

35)  cn(M+y)  .dn(w+?;)  = — -, — ^ ^ 1 

^       ^  —  '  1 — k-  snhi .  sn2y 

wo  beiderseits  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Vorzeichen  ge- 
nommen werden  müssen. 

In  der  Abhandlung :  „Stir  la  rotation  d'un  corps",  CrelleJ.  XXXIX, 
J2J,  Jaeobi's  Ges.  Werke  II,  j2^,  hat  Jacobi  ein  System  von  16 
Gleichungen  aufgestellt,  von  denen  12  je  zwei  der  Functionen  sn(w4-y), 
cn(M-l-y),  dn(?<+y)  enthalten,  während  in  den  4  übrigen  sämtliche  drei 
Functionen  vorkommen.  Diese  Gleichungen  sind  mehrfach  abgeleitet 
worden,  z.  B.  von  Broch:  „Sicr  les  formules  d' addition  des  fonctions 
clltptiques  de  AI.  C.  G.  J.  Jacohi",  C.  R.  LIX,  gg — loo^,  und  von 
Björling:  „Notes  sur  les  formules  d'addüion  des  fonctions  ellipti- 
ques",  Grüner  t  Ar  eh.  XL  VII,  jgg — 402. 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  für  cn(M4-y)  und  dn(M+y)  ergiebt 
sich  leicht  die  folgende  Gleichung: 

36)  en(w+y)-|-sn2<snydn(w-}-y)  =  cn^^cny. 
Setzt  man  u — v  für  u  und  darauf  — y  für  y,  so  erhält  man: 

37)  cn  y  cn  {u + y) + sn  y  dn  u  sn  {u + y)  =  cn  w, 

38)  cnMcn(w+y)+snMdnysn(w+y)  =  cny. 
In  36)  u-\-K  für  w  gesetzt  giebt: 

39)  dn^^sn(^^^-y) — 8nwcnydn(i^+y)  =  cnwsny, 

40)  dny8n(w+y) — snycnwdn(M+y)  =  cnysnM. 
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In  die  vorletzte  Gleichung  setze  mau  u — v  flir  //  und  daun  v  statt  — y, 
80  wird 

41)  QnvQu{n-{-v) — cnydnMsn(M4-y)  =  — sn?<dn(M+t;), 

42)  SU  u  eu  {u + v) — en  u  du  v  su  {ii +v)  ^  — su  v  dn  (m + v). 
Vertaueht  mau  in  39)  v  mit  v — u  und  dann  u  mit  — w,  so  folgt: 

43)  — cnM8n(M4-t;)+8nwdnt;en(w-Hv)  =  — sni;dn?<, 

44)  — en  t;  sn  (/< + y)  +  su  r  du  u  cn  {u-\-v)  =  — sn  u  dn  v. 
In  36)  flir  u  u-\-K  und  für  v  v+K  gesetzt  giebt: 

45)  duwdnt;cnO<+y)+Ä'2sn2/.sny  =  cnMCnydn(w+y), 
und  wenn  wir  hierin  u — v  statt  u  und  dann  — v  statt  v  setzen, 

46)  dn  M  cu  y  cn  (?/ + y) + /:'2  sn  y  sn  (m + y)  =  cn  w  dn  y  du  {u + y), 

47)  dnycnwcn(zf+y)+/:'2sn2f sn(M+y)  =  enydn?<dn(M+y)- 
Eliminirt  man  aus  36)  und  45)  snz^sny,  so  erhält  man: 

48)  dnMduydn(M+y) — A:-cnMcnycu(M+y)  =  A'^ 
und  wenn  man  hier  u  durch  u+K  und  y  durch  v+K  ersetzt, 

49)  dn(w+y)4-A'2snwsnycn(z<+y)  =  dnwdny. 

Setzt  man  hier  u — y  für  u  und  darauf — y  für  y,  so  erhält  man  schliesslich: 

50)  dn  V  dn  {u + y) + k-  su  y  cn  m  sn  {u + y)  =  dn  m, 

51)  dn?aln(M+y)+A2sn?<cnysn(w+y)  =  dny. 

In  je  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Gleichungen  sind,  wie  man 
leicht  triebt,  u  uud  y  vertauscht.  Dieses  sind  die  16  Gleichungen  Ja- 
cobi's  in  der  Anordnung,  wie  sie  Björling  abgeleitet  hat.  Es  ver- 
dient bemerkt  zu  werden,  dass  die  Gleichung  48)  sich  schon  bei 
Gützlaff:  „Acquatio  modulan's  pro  transformationc  functionuvi  cl- 
lipttcaruni  septimi  ordinis",   Crellc  J.  XII,  lyj,  findet. 

In  der  Abhandlung:  ,,Fornmlac  novac  in  tJicoria  transcendcntnmi 
clUpticanivi  fiindaniciitalcs"  (Crellc  J.  XV,  igg — 204,  Ges.  Werke  I, 
333 — 34O  h^t  Jacobi  durch  ein  sehr  einfaches  Integrationsverfahren 
eine  merkwürdige  Relation  zwischen  Sinus  Amplitudinis  aufgestellt, 
für  welche  ihm  Richelot  (ibid.  p.  201  resp.  337)  einen  directen  Beweis 
mitgeteilt  hat. 

Setzt  mau  im  Zähler  von  sn(a+/if)  a  ^  m+ö,  ß=^ii-]-b,  so  lässt 
sich  derselbe  schreiben: 

8n(M4-a)cn(w+*)dn(!^+6)+sn(w+^)cn(M4-«)dn(M+a) 

=  sn{u-i-ä)-r-sn{u-\-b)-\-8n{u-]-b)-7-8Q{u-\-a)  =  ~sii(u+a)sn(u+b). 

Uli  Gel  t»c* 

Setzt  man  ferner  im  Zähler  von  sn(«+/^)  a  =  u,  ß  =  u-{-a-\-b,  so 
lässt  sich  derselbe  auf  die  Form  bringen: 

— -(8nw.8n(M+a+ö)). 
du 

Die  Gleichsetzung  beider  Werte  von  sn(2«<+'/+A)  giebt: 
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du 


(sn(M+«)8n(w+&)) 


-^-(sn?^ .  ^\i{u-\-a-\-b)) 
an 


1— A'2sn2(M+a)8n2(M+&)       l—k'^mHim'^iu-^a+h) 
Integrirt  mau  in  Beziehung  auf  u  von  u  =  Q  bis  u  =  m,  so  folgt, 
wenn  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht: 

H-Ä:sn(M+a)sn(M+/>)     1 — Asnasni  \+j<mum{u-\-a+h) 

1 — k  8n(w  4-  a)  sn  (m + h)     l+Arsnasn^       1 — /fsnz<sn(M+a4-ft) 
Diese  Gleichung  entwickelt  giebt: 

52)  snasnft  +  snMsn(M+a+*) — sn(M4-a)sn(w-f-&) 

=  Ä2sna8n&sn(M+a)sn(2<H-*)snMsn  (?<+«+&). 
Vertauscht  man  w,  a,  &  respective  mit  ui,  ai,  bi,  ferner  k  mit  dem  Com- 
plementärmodul  k',  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 
,.      (      tnatn&4-tn2<tn0<+a4-&) — tn(u-\-ä)tn{u-{-b) 
^     \      =  Ä-'^tnfltn&tn  (M+«)tn(M-f-^)tn  wtn  (?<+«+ J). 
Von  der  Gleichung  52)  ,quae  est  formula  nova,  maximi  momenti 
per  totam  theoriam  functionum  ellipticarum"  hat  Jacobi  Anwendungen 
auf  die  Theorie  der   elliptischen  Integrale   gemacht.    Der  directe  Be- 
weis,  welchen  Richelot  von  der  Gleichung  52)  gegeben  hat,  beruht 
auf  der  folgenden  sehr  einfachen  Betrachtung.  Setzt  man  zur  Abkürzung: 

sn^a  :=  X,  sn-ß  =  y,  sn-y  =  z, 
so  ist  nach  §  26: 


54) 


sn  («+/?)  sn(« — ß) 


x—y 


1 — k'^xy 
sn(y+a)sn(7— a)  =  ^^^ 


sn(i3+r)sn(/9— y)  = 


y—z 


1—k^-yz 

Bildet  man  die  Summe  dieser  Gleichungen,  bringt  rechts  die  Ausdrücke 
auf  denselben  Nenner,  so  ist: 

55)     sn(a+/?)sn(a — i3)-|-sn(7+a)sn(y — a)+m{ß-\-y)»n(ß — y) 
==  _i.2         ix—y){z—x){y—z) 

{l—k\xy)  {l—k\xz){l—k'^yz) ' 

Die  rechte  Seite   dieser  Gleichung   ist  auch  gleich  dem  Producte 

der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  54)  multiplicirt  mit  — k\  also  auch 

gleich  dem  Producte  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  54)  multiplicirt 

mit  — k"^.    Die  Gleichung  55)  führt  hierdurch  auf  folgende  Gleichung: 

sn(a-|-/9)sn(a — ß) — sn(7-f-a)8n(7 — a)+sn(ß-\-y)sn(ß — y) 

=  — k"^  sn  (a + ß)  sn  (a — ß)  sn  (7 + a)  sn  (7 — a)  sn  {ß + 7)  sn  (ß — 7). 

Diese  Gleichung  fällt  mit  der  Gleichung  52)  zusammen  für:  a-f-/5  =  «, 

a — ß'=b,  7+a  =  M+ö-|-&,  also  7 — a=u,  ß-\-y  =  u-{-a,  ß — 7= — (u+b). 
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Um    die    Rcdcntiing   der   Gleichungen  1)   bis  3)  an  einip:en  Bei- 
spielen   liervorzuliehcn,    sollen    dieselben    zur  Darstellung    einiger  be- 
merkenswerten Ausdrücke  in  Form  unendlicher  Productc  dienen. 
Die  Gleichungen  1)  geben: 

>  ^.  sn  {u  -|-  y)  -f-  sn  {u — v) sn  w  cn  y  dn  y 

sn(M-fy) — 8n(?< — v)      snycnwdnw' 
und  die  Gleichungen  15),  16)  und  17)  von  §  24  (S.  171): 
2Kz 

"jT       _  sinz    jj  (1— 2(y'^''cos2z+^''0(l— 2^-'"-^  cos  2z+<y^'—^) 
~ A'cos z\^  (1  +  2^2r cos 2z4-^'')(r+2?2r-i cos 22+^*'-2) 

=  _^i_  //  1 — 2(/''cos2z+g^'' 

Diese  Gleichung  werde  auf  die  Gleichung  56)  angewandt  für: 

2K  y—x 


sn 


2A'2 ,    2Ä2 
en an 

Jl  31 


2AV 
u-\-v  ^        -5  u- 


2Kx      ,       ,..  'iKy+x 

-V  =  ■>  oder  für  u^  —  ^-^ — ?  v 

jt  jt      2 


ji 


indem  man  also  z  =  ^— —  und  z  =  ~^    setzt   und    die    erhaltenen 
Gleichungen  dividirt.    Da  nun: 

57) 


.  y-^x        y — X 

sin^-^  cos  ~- 

2 2^ 

.  y — X        y-\-x 
%m^  ^     cos  ^ 


siny+sino: 
siny — sina; 


2     -"     2 

80  führt  die  Gleichung  56)  auf: 

2Ky 


58) 


.   .        ^Kx 
sn  — -  4-  sn 

Jt  JC 

2Ky          2Kx 
sn  — - — sn 


ji  Jt 

siny+sina:  *^1 — 2^''cos(t/-f  0:)+'?^''  l  +  2?'"cos(i/ — x)-\-q-'' 
sin  y — sina:''^*  1-f  2<?'"co8(?/H-.r)+^-''  1 — 2^'' cos  iy — x)-\-q^'' 


Setzt  man  y — -log^   statt  y,  also      -  -\-iK'  statt  — ^,  so  geht  die 

2  Jt  Jt 


Gleichung  58)  in  folgende  über 
59) 


^  ,  ,       2Ky       2Kx 
l+Äsn      -  sn 

Jt  Jt 


,      ,       2ÄV      2Kx 
1 — A:sn  --    sn  

Jt  Jt 


1+2^  2    cos  (y—x) -1-^2 


2r— 1  2r— 1 

_    /'/- 1— 2g~^C08(y-f  .r)-f //•-'•-^  ^  -i-o.>^~ 

27^1  2r^ 

1-f  2^~^  C08(y+a:)+^''-i  l—2q~^^Q0%{y—^i)+(f 


II 


202  [§  26 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass: 

sin  -  (y+.r — ^logö)         "^i  ,       — ^f«  ,                     ,  ,  .  v 

1  ,              «■  1      ^  ~~    ''=^/  ,       — '^^i  "  ^    1— r/i  e(i'-^>»' 


2       ,'/—!- 


sin  -  {y—x—  -  log^)       ^  2  '  ^i_^     2  ^  ,^ 

cos  |(y-a:-^  logg)        ^^^^^^^^^ 

eos-(?/+.T— -log?) 
Bildet  man  das  Product  dieser  Gleichungen,  so  ist  nach  57): 
sin(y-^logg)+8ina;       i_^,,c.+.)i  i+^l,(.-.).- 


S]n(?/ — ^logg)— sina: 

und  mit  Rücksieht  auf  diese  Gleichung  leitet  man  leicht  die  Gleichung 
59)  aus  58)  ab. 

Für  y  =  x  geht  die  Gleichung  59)  über  in: 

2Kx  I  2r— l-ji  2r— 1 

\-\-(i~^\    7x1— 2^~2-ßo82x+5''"— 1 


1+Äsn' 

1 — Ä'8n2 ^ 

31 


1  — (/    '^     J       ^       1  +  2?    '^    COS2x4-?2r-l 


2r— 1 


Man  kann  diese  Gleichung  auch  leicht  direct  ableiten.    Für  u  =  v 

giebt  die  Gleichung  1): 

<?sn-M 

28nMcnMdnM  du 

8n2w  = 


1— /t^sn^M  l—k'^^uht 

2Kz  2K 

Setzt  man  u  =  —-.  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  2k — ,  so  findet 
jt  '  Jt 

man  leicht:  ,  ,      ^2Kz 

^kK     4:Kz        d  ,  jc 

Sn =  -7- log TTTT-- 

jc         Jt        dz        -      ,      .  2kz 
1 — k  sn2 

3t 

Mittelst  der  Gleichung  27)  von  §  24  (S.  173)  geht  diese  Gleichung  über  in : 

2KZ  ir-\ 

I    -f-fc-HIl.'    rt\ 

d 


l+^Sn2  g 


T log z-jv-  =  8^^  ^    o^  ,  sm 2(2;-— 1) 2 

1 — A:sn2 1 

^;— 1  2r— 1 

.  ^/V    <r^     COS  2  (2r— 1)2 A^Vi      1— 2g  ^  cos  22+?^'—^ 

dz-*^l— r'-i        2^^=Ii        ~     dz^  ^^  ?r=± 

\  +  2q    2  C0S22  +  g2'-i 

Nach  c  zwischen  den  Grenzen  0  und  z  integrirt  führt  diese  Gleichung  auf: 


1 
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61) 


^    =  J/  I    1 


1— A:8n2 


2A'z 


// 


+  <i 


Die  Glcichimg  7)  giebt: 

l+/t8n(w+y)sn(M— y) 


2r— 1 
2 


yy 


1 — 2(?   -    COS  2z +  *^ 
1+2'/  ^    cos2z+^/ 


l+A'sn-u     1 — Asn-y 


1 — ^Sll(^<+y)8n(M — v)       1 — Xrsn^M     l+/fsn'^y 
und  aus   dieser  Gleichung   in  Verbindung   mit   61)  lässt  sich   wieder 
die  Gleichung  59)  herleiten. 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  folgt  leicht: 

cn(M — y)+en(M+y)  enwcnv 

cn  (^^  —v) — cn(M+t;)        sn?^  sny  dn?^  dny 
dn  (m — V) + dn  (m  -|-  v)  dn  u  dn  v 


dn(M — V) — dn(z<H-i')      hP- 9,ViU  Q,\iu  %\iv  (t\s.v 
Nimmt  man  u — v  =        ,  ?<+y  =  — -,  legt  die  Gleichungen  15),  16)  und 
17)  von  §  24  (S.  171)  zu  Grunde,  setzt: 

Gosy+cosx 


cos  — — ^  cos  ~—^ 


so  findet  man 


62) 


.    x-\-y   .    X — V 

sin  — —^  sm 

2  2 

2ÄV 


COS?/ — coso; 


2Kx 

cn  — "  +  cn  — - 

Jt  JC 

2ä5  2ä^ 

cn  — - — cn  — 


cosjH-cos^:  1 1 1  +  2'/-''  COS  (.r  +  y)  +  </^'  1— 2^-''~^cosCt'  +  y)  +  <?^^~'^ 
y— cosx '/  1— 2^-^'"  cos  (rH-y)T^'''  1+2^'-^'— ^cos(cr+y)+(jr^'— 2 


cos?/-t-co8.t'  *  #  i-h:i(/-' 

cosv — cosx'j*  1 — 2^"^'" 

1  +  2^/'"  cos  (.r— ?/)+ry*'-  1— 2<?~'-^  C0S(X'— j/)+^^'-~ 


x7/l^ 


2^-''  COS  (a;— y) +q*''  !-{•  2q^'—^  cos  (ic— y) + q^ 


dn     -+dn 


63) 


Jt 


JC 


An^f^y-in^^ 


X 


11 


^q  sin  {x + ?/)  sin  {x — y) 

JC  JC 

1— 2r/^'-2  C0S2  (.r+j/) +?«'■-*  1— 2^/*'-2  cos2  (o:— J/)^*?^'-* 


1—2^*''  cos  2  {x  -{■y)-\-q^ 


1— 2^/'*  cos  2  (x— j/)+5^^'" 


jr 


Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung    — x  statt  x,  so  giebt  dieselbe: 
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64) 


dn dn  — ~ — k 

71  Jt 


xrp^. 


4^  cos  {x-\-y)  cos  {x — ij) 

31 

1  +  2^*'—-  cos  2{x-\-y)+(f'—^l  +  2^  *'■-■-  cos  2  {x—y)  +  q^"—^ 


1        ^+2q^''QOB2{x-\-y)+(f         H-2?^''C08  2(a:— ?/)+^«'' 
Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichungen   sind   die  folgenden   von 
Interesse.    In  62)  und  68)  y  =  0  gesetzt  und  die  Quadratwurzel  aus- 
gezogen, giebt: 


65) 


1+cn 


2Kx 


Jt 


1 — cn 


2Kx 

Jt 


l  +  cos.r  j>l+2^-''cosa:+$*''  1— 2^^'"-^cosa:-f-^*''~^ 


-cos 


66) 


1+dn 


x^J-  1— 2^"^''cosa;+?*''  1+2?'*'— ^cosx-f  g*''-'' 
2Ä'x 


Jt 


1— dn 


2Kx 


Jt 


2\/qsm 


X    1  -L 


1—2?*'— 2  cos  2a: -f  Q^*-* 


-2?*'*cos2vr-l-?^ 


Für  y  =  X  wird  die  Gleichung  64)  einfacher: 


1—k' 


1— (l+;c')sn2 


2Kx 


Jt 


4:qQOB2x-^f-  \   1 


+q'' 
Nimmt  man  hierin  x  =  0,  so  ist 

1+k'     A^rrf^ 

Aq^J-  [  1  +  r/ 


1 +  ?*'•"' Y  /tI  +  2?*'-'*  cos  4a; +?«'•-* 


A*      l  +  2$*'"cos4a:-t-5'8'" 


1—k' 


Jt 


Für  2==-  findet  man  aus  61): 


1+Ä 

1—k 


ri 


2r— 1 
1  +  ?    ^ 


2r— 1 
ll— ?~^" 

Diese  Beispiele  mögen  genügen,  um  die  Anwendbarkeit  der  Addi- 
tionsgleichungen zur  Herstellung  von  Gleichungen  zu  zeigen,  deren 
Ableitungen  auf  den  ersten  Anblick  mit  Schwierigkeiten  verbunden  zu 
sein  scheinen. 
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Achter  Abschnitt. 


-n 


§  27.    Die  elliptiseheu  Integrale  und  ihre  Classification. 

Sind  P  und  Q  Polynome  von  y,  ist  R  ein  Polynom  vierten  Grades 
von  j/,  so  beisst  nach  Legendre  das  Integral: 

\dy_ 
Q\jR 

ein  elliptisches  Integral.  Durch  äusserst  einfache  Betrachtungen 
gelang  es  Legendre  (Fonct.  eil.  I,  Ch.  IV  tc.  V),  die  verschiedenen 
Transcendenten,  zu  welchen  das  Integral  H  Veranlassung  giebt,  auf 
drei  Integrale  zu  reduciren,  welche  keiner  weiteren  Vereinfachung 
fähig  sind.  Wenn  auch  die  von  Legendre  aufgestellte  Einteilung 
in  mancher  Hinsieht  unnötig  erscheinen  könnte  durch  die  Einführung 
der  Theta-Functionen,  so  ist  dieselbe  doch  insoweit  von  Interesse  und 
Nutzen,  als  sie  zu  mehreren  sehr  bemerkenswerten  Theoremen  Ver- 
anlassung gegeben  hat,  zu  denen  Legendre,  wie  zu  den  meisten 
Sätzen  in  diesem  Zweige  der  Analysis,  mit  einem  verhältnismässig 
sehr  geringen  Aufwand  von  Rechnung  gelangt  ist.  Auf  die  Priorität 
Eulers  hinsichtHch  der  Legendre  zugeschriebenen  Sätze  werden  wir 
später  zurückkommen. 

In  §  3  ist  gezeigt,  dass  durch  eine  Substitution  von  der  Form: 

p+qz ph-\-qx 

^~  1+2  ""    h-\-x 
wo  p,  q  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind,  die  Gleichung  1)  über- 
geht in: 

dx 


2)  H  = 


J  i 


l/±(l±a:2)(l+c2a:2) 

wo  c  ein  positiver,  echter  Bruch  ist;  Ti  und  X<i  sind  Polynome  von  x 
respective  von  denselben  Graden  wie  P  und  Q  von  y.     Setzt  man: 

X,  =  Z,  (x^)-\-xZ^  (a-2),    Ä2  =  V^i  ix'^)-{-xy;,(x'^), 
multiplicirt  und  dividirt  mit  tpi{x-) — x^p2i'^'^)^,  so  ist: 
.  Ä,^X{x^)       fi(x^) 

^  x^     ^{x-^y    ipix^y 

wo    zur    Abkürzung    ^^  (x"^)  =  y)';  {x'^)—x'^tpl  (x^),    X  {x"^)  =  t/;,  (x2)  Z,  (.r^) 
— x2ip2(^^)^:i(a;2)  und  ii{x'^)  =  rp^{x'^)Z<i{x'^)—if)i{x'^)Zy{x'^)  gesetzt  ist. 
Die  Gleichung  2)  wird  nach  3):  H=Hy-\-II.i,  wo: 
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*)         "'=/%' 


•) dx 

)l/±(l±a:2)(l±c2.r2) 


_    fxfi(x^)  dx 


')  \/±(l±x^)(l±c-^x^) 
Nimmt  mau  .r-  =  /,  so  ist  nach  5) : 

V  (/)  dt 


2ff.y 


-ß 


y'iO\/±{i±t){i±cn) 

Die  Function  unter  dem  Integ-ral zeichen  ist  der  Differentialquotient 
nach  t  einer  Summe  von  algebraischen,  logarithmischen  und  trigono- 
metrischen Functionen.  Das  Integral  Äj,  welches  nicht  weiter  in  Be- 
tracht gezogen  werden  soll,  fühi-t  nur  auf  Fälle,  welche  nicht  eigentlich 
in  das  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  gehören,  indem  eine  Kennt- 
nis derselben  zu  ihrer  Behandlung  nicht  erforderlich  ist. 

Hermite  hat  gezeigt  („Stcr  le  devcloppcmcnt  cn  serie  des  inte- 
grales clliptiqucs  de  prcmüre  et  de  seconde  espece",  Brioschi  Ann. 
(2)  II,  /sc.  2),  dass  in  der  Reductionsformel  des  elliptischen  Integrales 

(A:2a;'-)"+i  dx 


J'\ 


=  P 


x'^dx 


7   i/(1-.t2)  (1-^20:^2)        7   /(i. 


L— ä:2)(1— Ä:2a:2) 


die  Coefficienten  A  und  B  durch  die  Gleichungen  bestimmt  sind: 

A  =  ßn,  B  =  an> 


wenn 


^"^  =  l/(l— a;2)  (l—k^x^)  V«,,t2-+i, 


1/(1— a;2)  (1—^2^:2)  -^ 


"^''^'*'  l/(l— a:2)  (1— A-2a:2)  ^ßnX^-+^ 


1/(1— a;2)  (1—^2^2) 

ist. 

Wendet  man  auf  das  Integral  ff^  in  4)  die  in  I — VIII  aufgestellten 
Substitutionen  von  §  3  (S.  17)  an,  welche  sämtlich  in  der  Form: 

_^4-K^sinV 

enthalten  sind,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die  Form  an: 

d(p 


Hs 


J    *2  l/l-/ 


-/r2sin2g} 

wo   ^1    und    ^2   Polynome   von   sin29p   sind   und   0<ä-<1   ist.    Durch 
Division  und  durch  Zerlegung  in  Paiüalbrüche  lässt  sich  H^  schliesslich 
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auf  eine  Summe   von  Integralen  rediieiren,    welche   sämtlich  in  einem 
der  beiden  folgenden  Integrale  enthalten  sind: 


j  _   r     (sin  9))^" 
J    1/1— r-sm2( 


d(p 


7) 


■f. 


(Ä+<7  8in2(jp)'"  l/l— A2sin2(p 
Es  sind  m  und  n  ganze  Zahlen,   und   h  und  g  beliebige   Quantitäten. 
Zur  Abkürzung   setze  man  /i=z\/i — k-8m-(f>.     Differentiirt   man    den 
Ausdruck    z/ .  cos  9) .  (sin gp)-"-^  nach  g),    setzt   rechts  cos^  93=  i—sin-9), 
bringt  alle  Terme  auf  den  Nenner  J,  so  folgt: 

rf(J.cosy(siny)-"-^)  _     k'^ (1— sin^ y) (sin tpf"-^ _ (1— A:-8in2y)(sin q)^-- 
d(p  J  A 

Integrirt  man,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  G): 
8)    A  .  C089)(sinf/))2"-3  =  (2)i—S)/I„-2—2{n—l){l+k'-)Hn-i-^{2n—l)k'-ff„. 
Nimmt  man  hierin  7i  =  2,  3 . . .,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  von  n  =  2 
an  sich   Jf„  ausdrücken   lässt   durch   einen   algebraischen  Teil   in  Be- 
ziehung auf  sin  93  und  die  beiden  Integrale  //q  und  ^1. 

Nimmt  man  w  negativ,  so  sind  alle  Integrale  auf  //q  und  H-i  re- 
duetibel,  man  kann  sieh  auch  in  diesem  Falle  des  Integrals  T^  be- 
dienen. Um  für  2m  zu  einer  Reductionsgleichung  zu  gelangen,  diffe- 
rentiire  man  den  Ausdruck: 

g^am^eoBgiA 
(ÄH-^sin^^p)'"-^' 
Auf  der  rechten  Seite   bringe   man   v^ieder  sämtliche  Terme  auf  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  J,  setze  im  Zähler  gsm-(p  =  h-\-g  sin- g) — ä, 
g'^s'iii^g)  =  (h-\-gsm-(f)'^ — 2h(h-\-gam-cf)-{-h'^.     Integrirt   man   darauf,  so 
ergiebt  sich  ohne  Schvv^ierigkeit  die  Reductionsgleichung: 

^^  ^-^fSg)^^  =  -^'"^-^^ ^"^--'-^^ ^"'-^^ ^^ (1  +^^)+3M2j  J... 
—{2m—S)lg-^-^2hg{l+k'')  +  Sh-^k^T„,-i-h2(m—l)h(g-]-h){g-\-hk^)Tm. 
Ist  m  positiv,  setzt  man  w  =  2,  3,  —  so  lässt  sich  Tm  allgemein  aus- 
drücken durch  algebraische  Functionen  in  Beziehung  auf  sin  9p  und  die 
Integrale: 

h-[-g  ain'^g) 


T  —    f       1         äcp  fdfp  Ph 


d(p. 


A 

Aus   dem    Vorhergehenden    folgt,    dass    das   allgemeine 
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elliptische  Integral  //  in  1)  sieb  ausdrücken  lässt  durch 
algebraische,  logaritbmiscbe  und  trigonometrische  Func- 
tionen und  die  drei  Integrale: 

dq) 
sin^g)  A 

Als   besondere  Fälle   sind   die   folgenden   von   Interesse.     Nimmt 
man  ä  =  0  und  ^  =  1,   substituirt  in   9)  für  Tm  seinen  Wert,  so  folgt : 


/d(f)         /*8in2a)  ,  f*        1 


(sin^p)*'"-^  /  (ßWKpf^-^A 


rfgp 


(sin9))2'»-2zl 

Zu  dieser  Gleichung  ist  noch   die  folgende  zu  bemerken,  welche  man 
aus  6)  und  8)  für  n  =  1  erhält : 

^  smg)  /    sin2^J     ^  I       A       ^ 

Für  Ä  =^  1  und  ^  ^  — 1  giebt  die  Gleichung  9),  wenn  Tm  aus  7)  substi- 
tuirt wird: 

12)  ^^^_-,/l=-(2».     -'--^       * 


'-5)*'/ö 


(cos9))-'"-3  '  _/  (cos9))2'»-6J 


/: 

^  =  — (2m— 5).  /  - 


(cos  (pf 
Nimmt  man  endlich  Ä  =  1,  ^  =  — k"^^  also 


-''"  ■     J2OT+1 


80  giebt  die  Gleichung  9) 

+(2m-4)(2-Ä2)  /^_g__(2;,^-3)(l-^2)y^^ 

Zu  etwas  anderen  Reductionsformeln  gelangt  man,  wenn  man  sich 
der  von  Eichel ot  genauer  untersuchten  Substitution: 

_  a+bt 

in   das  Integral   der   Gleichung   1)  bedient,   wo  t  eine  der  Functionen 

P  ... 

sin  g),  cos  tp  oder  tang  (p  ist.    Es  geht  dann  -   über    in    eme   rationale 

Function  von  sin  9),  cosg)  oder  tangg.  Ist  n  eine  ganze  positive  oder 
negative  Zahl,  so  lässt  sich  //  darstellen  als  ein  Aggregat  von  Inte- 
gralen, welche  in  einer  der  folgenden  Formen  enthalten  sind: 
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tA\^         /'(a+sinyr  /*(ß-{-co8<f>)"  /*(7+tang:(jp)" 

14)  ^„=  /  ^  -^— rf9),  Bn=  I ^         tfy,  6'„=  /    '       ^"^^^  dtp. 

FUr  diese   Integrale   hat  Riehelot   (Crclle  J.  XXXIV,  2ß)  folgende 
Reduetionsgleichnngen  aufgestellt: 

15)  (a+sinf/)»eo89?zl  =  n{X—a''-){\—k'^aP-)An-i  +  {2n-{-\)aO.-{-k'^—2am)An 

—  («  +  l)(H-Ä-2-6«2^2)^„+i— 2(2n+3)aÄ-2^„+2-f-(«4-2)A-2A+.> 


IG)         ^'2(^+cos  (pYmi.  (pA  =  n  (1— /?2)  (^'2+^2  ^92)  b„_^ 
+  2  (2«+3)/3A2^„+o-(n+2)  /c2^„+3. 


17)  (/+tang9))"  ^^^  =  w(l+72)(i-f  A'2y2)^„_^ 

— (2w+l)y(l+/^'2+2y2A-'2)6'„+(«+l)(l+A'24-6/2A''2)(7„+i 
— 2(2w+3)yA'2C„+2+(w+2)^'2C„+3. 


In  den  Gleichungen  15),  16)  und  17)  ist  wie  früher  A'2  =:  1 — A2. 
Nimmt  man  n  =:  0,  1,  2,. ..,  so  folgt,  dass  sich  allgemein  Aa  ausdrücken 
lässt  durch  A-i,  Ai,  Aq  und  A-i.  Ebenso  ist  ersichtlich,  dass  die  Inte- 
grale, welche  sich  für  n  =  — 1,  — 2  .. .  ergeben,  ebenfalls  auf  A2,  Ai,  Aq 
und  A-\  reductibel  sind.  Dasselbe  gilt  natürlich  für  die  Integrale 
Bn  und  Cn.  Es  sind  also  die  sämtlichen  elliptischen  Integrale  auf  die 
zwölf  folgenden  reductibel: 

Aq,  Ai,  A-i,  A-\] 

Bq,    By,    B2,    B-\\ 

^Oi    ^li    ^2i    ^— 1- 

Diese  12  Integrale    sind  aber  in  Wirklichkeit   auf  drei   von   einander 
verschiedene  zurückzuführen.    Es  ist  nämlich: 

18)  A,  =  ii,  =  c„=  I  "-£ 


=  ..  =  ro=/f 


19)  (B,~ßl  "-i+  /  "^^dg,, 


c.  =  r/--7+/*^f^rf^. 


Enneper,  eliipt.   Fanctionen.     2.  Aufl.  14 
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20) 


keosq- 

sm  o)  ,          1  ,               J 
,  -  dq)=  -~  log ; 


f 

/'cosop^         1        .   ,,   .     X       1       .        fisin 
I    --p  d^^-  arc  sin  (^sin  9p)  =  -  arctang  —7 


tanggp  ,  1  ,  A 


21) 


^2^2  =(1+A- 


1 — 


k"^C.i  =  y'^k 


a^)  r^^-  r Ad^-\-^ak'^  f^~ 


dtp, 


Ad^^^m  I  ^rf^, 


In  A-\  setze  man: 

1       a — sin  9) 

a+singp 
Analog  in  B—\'. 
1 


1,1     ^va}(p 

—  T    r" 


tang^ 


rf9)+tangT^/J. 


sin^) 


jS+cos^p 
Endlich  in  C_i  setze  man: 
^ y— tang y  ^  li  j_^ 


«2 — sin"^^)       a      ««2 — sva}(p     a^ — sin^y) 

+ 


_    ^     /  sinV       \  cos^) 

~1— ^^V      l^i^^— sin^-'W     1— iS^— sin2"^ 


sin29) 


7+ tang  9)      y2 — tang2  9>       7|_      y2 — {\-\-y^)mi?'<f]      y^ — {X-\-y^)^vDL'^<p 


sm  9)  cos  ^ 


Man  findet  dann: 
A 


1  f^dq)      1    /*    8in29)    rfgo P     sin  9) 

"~ä/   'Ä      ofij    .  ~sin2y  ^  ~  /   «2— sin^qp 


^-1 


22)  < 


C-i 


\-ß^J  A    (i-ß'^yj  ^ 

yj  ^  ''Vi- 


sin2g)     dcp 


sin- 9)  J 
'r=i32 
d(p 


+ 


— /92_sin2<^  J 


/. 


1+72  .  „     J 
~'-sm29) 

sin  gp  cos  9)      d^ 
72 — (1  -j-72)8in2^  T 


§27] 
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Die  letzten  Integrale  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden 
Gleichungen  reduciren  sich  auf  Logarithmen.  Man  verificirt  leicht 
durch  Differentiation  die  folgenden  Resultate: 


/ 


sing?      d(p 


1  + 


«Z_gin2^    J  2|/(l_a2)(l_y^2«2)" 


log 


1 — /f'a^    cos  q) 


1— 


/: 


eos  q)       d^      1 


1  + 


1— /92_sin2  9)    A  2  ^/(I_|92)(y^'2_|_yt2i92) 


=}^^ 


1 Ä2«2      ßQg^ 

k'^±k^ß     Ar  sin  y 
1— 192     ■  ~J~ 


1— i32     ■  "^ 


/ 


sin  95  cos  (jp       d^) 


1  + 


y2_(y2_|.  1)  gin2  ^   J  2  |/(1  +y2)  (1  +^'2y2) 


log 


H-/t'2y2 


1— 


Die   beiden   ersten  Integrale  ergeben  sich  durch  die  Substitution: 

cos  CD 

sint/)  =  — -^  1  das  dritte  Integral  mittelst  der  Substitution  A  =  z.  Führt 

die  Reduction  auf  Integrale,  welche  nur  gerade  Potenzen  von  sing), 
cosgp  oder  tangy  enthalten,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  15),  16) 
und  17)  durch  einfachere  ersetzen.  Da  die  Reduetionsgleiehungen, 
welche  von  Riehelot  herrühren,  in  vielen  Fällen  sehr  nützlich  sind, 
so  sollen  dieselben  hier  angemerkt  werden.  Man  setze: 
:  +  sin2  9))"  ^      ^,  f{ß-{-(iO%'^(pY 


23) 


/(a+sin2g))"  ,      ^  f 


Rn    = 


d%  Qn 
(7+tang2g))» 


d(p, 


dann  ist: 

24)     (a+8in2  9p)»  sin  9?  cos  9)  J  =  — In  a{\-\-d){l-\-k'^a)P„—i 
+(2n  +  l)[l  +  2«(H-A:2)  +  3a2^2]/>^_(2n+2)(l+^2_f.3ß/^.2)/>„^j 

+(2n-}-3)^2p„+2. 


25)  (/9+cos29:)'»sin9)COS9;J 

=  2n  ^(1— i9)(Ä'2— /:2/y)  (>„_i_(2//  +  l)  [^'2  +  2(3(^'2— /t2)_3^2A.2j  q^ 
+  (2«+2)(^'2— /t2— 3/^yf2)^„^j4.(2n-f3)^2^„^.2. 


003295 
— (2«+l)[l-2y(H-A'2)  +  3/2r2]Ä„+(2n4-2)(l+r2— 3yÄ'2)Ä„+i 
+  (2w+3)A:'2Ä„+2. 


14^ 
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Die  drei  einfachsten  Integrale,  welche  die  Untersuchung  nach  dem 
Vorgange  von  Legendre  ergab,  sind  die  folgenden: 

h-\-gQva}(p  A 

Diese  Integrale  gaben  Legendre  Gelegenheit,  die  elliptischen  Inte- 
grale in  drei  Gattungen  zu  teilen  und  auf  folgende  Art  mit  beson- 
deren functionalen  Bezeichnungen  zu  versehen.     Setzt  man  : 

dq) 


/dcp        /*sm-w  j  /*         1 


M)  F{<p): 


-k"^  sin^  (p 


so  heisst  FXfp)  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  (vergl. 
§  6).    Ist  es  nötig  den  Modul  k  mit   anzumerken,  so  soll  F(<p,k)  statt 

F(q))  gesetzt  werden.    Für  g>  =  -  setzt  Legendre   fI--,  k]  =  F^{k). 

Abgesehen  von  der  Unbequemlichkeit  dieser  Bezeichnung  ist  dieselbe 
durch  die  von  Jacobi  gebrauchte  Bezeichnung  der  Integrale  A'  und 
E'  (§  6  Gleichungen  6)  fast  ganz  in  Wegfall  gekommen. 

Das    elliptische   Integral   zweiter  Gattung  E(g))  definirt 
Legendre  durch  folgende  Gleichung: 

28)  ^(^)=  /7l-/t2sinV#=  fuf=^^=T=-^"  fuT^^^"^- 

Es  ist  E{<p,k)  statt  E((p)  zu  setzen,  wenn  der  Modul  angemerkt  wer- 
den muss. 

Als  Integral  dritter  Gattung  definirt  Legendre  das  folgende: 

dcp 


/  1-fwsi] 


'0 

Die  durch  n  bezeichnete  Function  enthält  eigentlich  drei  Argumente, 
die  obere  Grenze  (f)  des  Integrals,  den  Modul  k  und  eine  beliebige 
reelle,  imaginäre  oder  complexe  Grösse,  welche  Legendre  den  Para- 
meter nennt.  Ist  der  Modul  oder  der  Parameter  bei  Integralen,  welche 
mit  einander  verglichen  werden,  nicht  derselbe,  so  muss,  je  nach  Um- 
ständen, eine  oder  beide  der  bemerkten  Quantitäten  unter  dem  Func- 
tionszeichen  n  mit  angemerkt  werden. 

Ueber  die  Bedeutung  der  drei  Legendre'schen  Normalformen: 

dg) 


ß^  =  F^      l^Ad^^E^J^^ 


=  n 


{l-{-nQm^<p)A 

äussert  sich  Königsberg  er  („Zur  Geschichte  der  Theorie  der  eil. 
Trans c."  p.  ^J  treffend  folgendermassen :  „Mit  dieser  Reduction  auf 
feste  Normalformen  ist  aber  das  Fundament  der  Theorie  der  ellipti- 
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sehen  Integrale  gelegt ;  es  sind  die  wesentlichen  irreductiblen  Integrale 
gefunden,  welche  der  Quadratwurzel  aus  einem  Polynome  vierten 
Grades  zugehören,  und  es  ist  damit  eine  Reduction  geleistet,  die  später 
mit  ZuhUlfenahme  der  Eigenschaft  dieser  drei  Integralklassen,  entweder 
gar  nicht,  oder  nur  in  der  Unendlichkeit  algebraisch  oder  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  logarithmisch  unendlich  zu  werden,  die  Veran- 
lassung zur  Einteilung  der  allgemeinen  Abel'schen  Integrale  in  solche 
erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  geworden  ist." 

Wenn  wir  in  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  setzen 

sin  (p  =  x^ 
so  erhalten  wir 

'  dx 


l/l-^8in2^     J  /(i^I^ 


-x2)(i— Ä2a^2) 

^  0 

wenn  wir  aber  setzen 

sin29P  =  y, 
so  wird 

/  i/l— ^2sin2  9)       /  \Jy{x—y){\—k'^y) 

Auch  dieses  letztere  Integral  könnte  man  statt  der  Legendre'schen 
Form  zum  Ausgangspunkt  fUr  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
nehmen.  F.  Klein  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Trans- 
fonnatio7i  der  elliptischen  Fttnctionen  und  die  Auflösimg  der  Glei- 
chungen fünften  Grades"  (Clehsch  Ann.  XIV,  ii6)  betont,  dass 
alle  Entwickelungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  welche 
an  Jacobi's  Darstellungs weise  anknüpfen,  sich  im  Wesen  der  Sache 
auf  das  Integral 

dy 


30) 


/► 


\Jy{\—V){\—k'^v) 

beziehen.  Denn  die  Perioden,  welche  zu  dem  Legendre'schen  Inte- 
gral gehören,  sind  nach  Jacobi's  Bezeichnung  4Ä',  2/Ä"  (s.  S.  51), 
während   das   Integral    30)  die  Perioden  2ä;  2/ä"  ergiebt;  es  ist  aber 

jjiK'  TcK' 

(9)  in  §  11,  S.  71)  q  =  e    ~^    und  nicht  e    ^^ . 

§  28.    Die  elliptischen  Integrrale  zweiter  Grattun^.    Additioustheorem. 

Die  Gleichungen  27)  und  28)  des  vorigen  §  subtrahirt  und  durch 
^2  dividirt  geben: 

.  F{9>)-E(^_    /-y^sin2y 
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Man  könnte  auch  das  rechts  stehende  Integral  als  Typus  des  ellipti- 
schen Integrals  zweiter  Gattung  nehmen.  Die  Bezeichnung  E{(p)  ver- 
dankt nur  dem  zufälligen  Umstände  ihre  Entstehung,  dass  das  Integral: 

2)  E{(p)=  I    \/\—k'^mi'^(pdcp 


1/5 


der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Bogen  einer  Ellipse  ist. 

Ist  nämlich  a  die  grosse  Halbaxe,  h  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse 

so  wird  der  Bogen  vom  Scheitel  der  kleinen  Axe  bis  zum  Punkte  a-,  y 
ausgedrückt  durch  das  Integral : 

t  a2-.r2  ^  |/(a2_a;2)(a2_e2;c2) 

wo   das   Quadrat  der  Excentricität  c^=^  — ^i— ist.  Setzt  man  jc^asin^p, 
80  erhält  man: 


1/5 


3)  s  =  a  j    i/l— «2  gin2  fp  .  dff. 

0 

Verbindet  man  das  Centrum  der  Ellipse  mit  dem  Punkte,  in  welchem 
die  verlängerte  Ordinate  y  den  mit  a  um  die  Ellipse  beschriebenen 
Kreis  trifft,  so  ist  9:  der  Winkel,  den  diese  Verbindungslinie  mit  der 
Halbaxe  b  bildet.  Das  Complement  dieses  Winkels  heisst  die  e  x  c  e  n  - 
trische  Anomalie. 

Nur  der  Umstand,  dass  sich  viele  der  Integrale 

'  F{x)dx 


/ 


\/R{x) 
wo  F{x)  und  R  {x)  ganze  Functionen  von  x  und  R  {x)  vom  dritten  oder 
vierten  Grade,  auf  das  obige  den  EUipsenbogen  darstellende  Integral 
zurückführen  Hessen,  war  die  Veranlassung  zu  den  sehr  wenig  ge- 
eigneten Bezeichnungen:  elliptische  Integrale  und  elliptische 
Functionen. 

Setzen  wir  in  2)  sin  <p  =  .t,  so  erhält  das  elliptische  Integral  zwei- 
ter Gattung  die  Form: 

,k)=n^\x=f-,-}-']^ 

J,     1/1=^  J,  l/l-a:2l/l- 


4)       E{x, k)  =  I  J^4=^- a^  =  /    ^_^  -j:^ ax. 

-yt2a:2 
i 

Für  9>=^  nennt  Legendre  eI^,  k]=   j     [/l — k^^ixi^^dg) 
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das   ganze    elliptische   Integral    zweiter    Gattung   und  setzt 


üi 


E[    .  ^  j  =  ^K^)-     Diese  etwas  unbequeme  Bezeichnung  soll  durch  die 
folgende  ersetzt  werden,  deren  sich  auch  Jacobi  bedient  hat: 


5) 


E 


=   /     \/l—k'^siii^(pd(p  =  E, 


6) 


)rm  lauten  diese  beiden  bestii 

c/o       l/l— a:2  J,  \/l-x-^\/l^, 


In  algebraischer  Form  lauten  diese  beiden  bestimmten  Integrale: 


dx^ 


dx. 


Ebenso  wie  das  vollständige  elliptische  Integral  K  (s.  S.  33)  lässt 
sich  auch  E  nach  Potenzen  von  k"^  entwickeln.    Man  erhält  sofort 


7)     E  =  \l— 


1\2  A'2 


1-^y-k^ 

2.47    3' 


1.3.5\2^6 
5 


,2/    1       V2-V    3       \2.4.6; 
Zu  dieser  Entwickelung   kann   man  noch   auf  eine  andere  Weise  ge- 
langen.    Diflferentiirt  man  nämlich   2)   partiell  nach  /r,  so  erhält  man: 

dE{(p) 
dk 


folglieh  nach  1) 


,    /"^     sin2g) 
J^   \/l-k^Bm-^<p 


dE{(p)       E{(p)—F{(p), 


dk  k 

und  wenn  man  ebenso  F(^)  partiell  nach  k  differentiirt : 


mithin 


^  J^    t/(l-/t2  8in2<jp)3   ^' 

a/'Cy)  _  J^  VE{(f))—k"^F{(p)       k  sin  (jp  cos  9) 


l/l— ^2  8in2  9)_ 


^ 


Für  9)  =      ergiebt  sieh  hieraus 


8) 


E=k'nK-{-k 


dk 


wodurch  die  Entwickelung  7)    unmittelbar   aus  der  für  K  (S.  33,  §  6) 
gewonnen  wird. 
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Für  Ä-,  die  nahe   au   1  sind,  eutspriclit  der  S.  33  gegebenen  Le- 
gend re -Schi  ömilch'schen  Entwickelimg  von  K  folgende  für  E: 


WO 


^'  ^  ^  (FJ-rh'  ^'  ^  '^2~r2~3^'  ^'  ==  ^' 


*     3.4      5.6'"* 

Man    erhält   sie,    wenn    man    in   die  Gleichung  6)    k'   für    k   einführt. 

Schlömilch  giebt  in  seinem  ,,Compaidnmi  der  höheren  Analysis" , 

IL  Bd.  2.  Aufl.  i8y4,  das  auf  Seite  281 — 470  einen  vortrefilichen  Ab- 

riss  der  Theorie   der   elliptischen  Integrale  und  der  elliptischen  Func- 

24 
tionen    enthält,   zur   Formel  7)    das   numerische  Beispiel  k  =  — ,  also 

7 
k'  =  — ,  und  erhält  durch  Berechnung  der  ß  bis  zu  ßio  für  die  Länge 

AO 

des  Quadranten    der  Ellipse   mit  den  Halbaxen  25    und   7   den   Wert 
i:=  27,163662. 

Zu  einer  einfachen  Entwiekelung  von  K  und  E  nach  Potenzen 
von  k  gelangte,  mit  Hülfe  der  Gammafunctionen,  A.  Ra dicke 
(Schlömilch  Z.  XVI,  442 — 443,  i8y6).  Auch  mit  Hülfe  der  zuerst 
von  W.  Roberts  (Liouvüle  J.  (i)  XIX)  gegebenen  Formel: 


/ 


log  sin  (p 


.dg>  =  ^E\og^~K', 


l/l— Ä2sin2  93  2         ^>t      4 

die  schon  oben  (S.  96)  benutzt  worden  ist,  und  für  welche  A.  Wangerin 
kürzlich  (Schlöviüch  Z.  XXXIV,  iig — 126)  zwei  einfache  Beweise 
veröffentlicht  hat,  lassen  sich  die  vollständigen  elliptischen  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung  nach  Potenzen  von  k'  entwickeln. 

Das  Additionstheorem  Euler's  für  die  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung  hat  Legendre  veranlasst,  nach  einem  ähnlichen  Satze  für 
die  Function: 


E{(f)  =   I        \l  1—^2  gui2  g,  ^(f) 


zu  suchen,  eine  Untersuchung,  welche  insofern  Erfolg  versprechen 
musste,  als  geometrische  Betrachtungen  schon  vor  den  Arbeiten  von 
Legendre  zu  bemerkenswerten  Sätzen  geführt  hatten.  Diese  Sätze, 
welche  sich  auf  Addition  von  EUipsenbogen  beziehen,  enthalten  be- 
sondere Fälle  des  Additionstheorems.  Durch  folgende  einfachen  Be- 
trachtungen ist  Legendre  (Fond.  eil.  I,  43)  zu  seinem  Satze  gelangt. 
Die   Winkel   9;,   ?/•  «nd  0  seien   durch  die  Gleichung  verbunden: 
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10)  _  F{<f>)  +  F{rp)=r{o). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  37)  von  §26:sinam(«<-|-y).8inamy.  Jamw 
+ cos  am(M + v) .  cos  am  y  ^  cos  am  w  zuerst  9) = am  m,  i/; = am  y,  0  =  am(w  -f-  v) 
und  dann  9)  =  amr,  </?  =  am2<,  ö  =  amO<+y),  so  foli^t: 
cos  ö  cos  1/;+ sin  ö  sin  ?/;zl  (9))  =  eosf/, 
cosöcos9)+sin(>8in9)z/(i/;)  =  cosi/;. 
oder: 

ii\    ^/  X       coscp— cosöcost/;       .,  ^       costZ) — cosöcoso) 
smösintp  ^  sinösmgp 

Man  setze: 

1 2)  E  (9)) + E{-(p)—E{o)  =  P 

und  sehe  0  als    eine   Constante  an.    Die  vorstehende  Gleichung  giebt 
dann  differentiirt: 

A  {(f)  d(p-\-A  (ip)  drp  =  dP. 
Setzt  man  hierin  für  A{^)  und  Aixp)  ihre  Werte  aus  11),  so  lässt  sich 
dP  auch  auf  folgende  Ali;  darstellen : 

,„.         ,^       cosop — cos ö cos «J  ,     ,  QOBIp — COSöCOSOp  , 

13)  dP=  ^. . -dw-\ ■^. ; -drp 

sinösini/;  sinösm^? 

sin  g)C08g)d(p-\-smtp  cos  tp  dip — cos  0  (cos  tp  sin  (pdg)+ cos  (p  sin  tp  dxp) 

sinö  sin  9)  sint/; 

rf(sin2  5p-f  sin2i/;+2cosöeos9?cosv^) 

2sinösin5P8int/; 

Wegen  der  Gleichung  1)  §  26  ist  aber: 

^     ,^      ,0-0      •  n    N   •  o         ^     rsina)COS«)z/(i/;)4-sini/;cosopzi(op)l2 
2— (1— A:2  8in2o)  sin^iz;)  sin^  ö  =  2 — ^ ^^ ^    ,V  .  ., f^^^ — »L-^zZL 

.  ,     ,    •  0     ,  ^  cos  cp  COSI/; — sinopsinw  J(g))J(iZj) 
=  8in2  (jp + sm2 «; + 2 ^^ — 7^-^7,— .-^ — Jr^^Z^'^^^  COS  cp  cos  V 

oder  einfacher  mit  Hülfe  der  Gleichung  2)  §  26: 

2 — sin^ö-j-A-^sin^g^sin-^psin^ö  =  sin-f/+8in^^+2co8öCOS9)C08t^. 
Da  ö  constant  ist,  so  folgt  durch  Differentiation: 

rf(A-2  sin^g)  sin^tp  sin^  0)  =  ^^(sin^r/i-f-sin^  ^+2cos  ö  COS93  costp). 
und  die  Gleichung  13)  wird  hierdurch: 

14)  dP=  k-d  (sin  (f  sin  xp  sin  0). 

Nach  10)  ist  (p  =  0  für  tp  =  0,  dann  verschwindet  P  nach  12),  durch 
Integration  erhält  man  also  aus  14): 

P  =  Ä-2  sin  95  sin  ?p  sin  ö, 
d.  i.  nach  12): 

15)  E(g))-[-E{y)) — E{o)  =  k"^  sin  9)  sin  1/;  sin  a. 

Diese  Gleichung    enthält   das   Additionstheorem   der  ellipti- 
schen Integrale  zweiter  Gattung. 

Es  lehrt,  die  Summe  zweier  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 
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durch   ein  einziges  derselben  Gattung   vermehrt  um  ein  Glied,  dessen 
Integration  nicht  erforderlich  ist,  auszudrücken,    o  kann  wieder  durch 

die  Formel  flir  tg-  S.  184  berechnet  werden. 

Für  9)  =  am  w,  ^  =  am  v,  ö  =  am  (M+y)  nimmt  die  Gleichung  15)  fol- 
gende übersichtlichere  Form  an: 

16)   i:(amn)+^(ami') — E[^m(u-\-v)]  =  k^snuanv sn(u-\-v). 

Die  eigentliche  Bedeutung  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gat- 
tung basirt,  wie  Jacobi  in  §  47  der  „Fu7idamenta"  gezeigt  hat,  auf 
der  Einführung  elliptischer  Functionen  und  deren  Entwickelungen  in 
Reihen.  Um  diese  Resultate  zu  gewinnen,  setze  man  in  der  Gleichung 
2)  g)  =  amw  und  nehme  amw  zur  Integrationsvariabelen;  alsdann  er- 
hält man: 


I 


17) 


^(am  u)  =  y  "dn%  dw. 


Für  u=  — ^  und  rv  = folgt  aus  17): 


E   am =  —  /     dn2 dz. 


Setzt  man  rechts  nach  Gl.  37)  in  §  24  (S.  174): 


?AYdn'-^ 


%)  7t  ^(l  +  ^'^O^ 

und  führt  die  Integration  aus,  so  folgt: 


;  C082ra; 


18)  .E^   am  — 


Unter  Zuziehung  der  Bezeichnungen: 


°^  9..  -1  00  „ 


19)   ^  =  /^  '/i_A2sin2  (pdcp,  E  =  f\l—k"^  sin^'i)  d(p 


Jt  2 

giebt  die  Gleichung  18),  x^  -  gesetzt  und  mit      multiplicirt : 


20) 


2K    2E 


3t        X  ^^( 


Bei  dieser  Gelegenheit  sei  bemerkt,  dass  die  von  x  unabhängigen 
Terme  der  Gleichungen  35)  und  36)  in  §  24  sich  durch  K^  E  und  k 
ausdrücken  lassen.    Die  bemerkten  Gleichungen  geben: 
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21) 


f2kKX- 


X     J     I  71 


„  2Ä'a- ,  n 

sn^        dx  = 
jr  2 


'^(r 


y2r— 1\2 


Für   am 


2h'x 


Jt 


2kx ,         71 
dx  =  -• 
2 

d(p' 


(f)    folgt  — dx  =  -, 


und: 


k^  I      sn2 dx=        I     —f= 


A:2  8in2  9)'      ,  ,        2K{K—E) 
,d(f>  =  - 


n 


2^ 
Jt 


JT 


<?9)'= 


2K{E—k"^K) 


Jt 


Mittelst  dieser  Gleichungen    lassen  sieh  die  Gleichungen  21)  wie  folgt 
schreiben: 


22) 


2 
2r— 1 


Die  Gleichung  18)  lässt  sich  nach  20)  einfacher  schreiben: 


— Ei  am = h4  7.         .  sin2ra;. 

^      \        jc   J        üt     Jt         ^^1 — q^'^ 


in   eine  Reihe   entwickelt,   die  nach  dem  Sinus  der 


23) 

y        Jt   J        Jt     Jt         ■^^  1 — q'' 

Hiermit  ist  auch  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung 

E  am — 

\       Jt 

Vielfachen  von  x  fortschreitet.  Jacobi  führt  (Fund.  §  ^y,  Ges.  Werke 
I,  iSy)  für  den  periodischen  Teil  dieses  Ausdrucks  eine  neue  Function 
Z  ein,  indem  er  setzt: 

Jt      \  Jt   j  'i    1 — T 


24) 


sin  2rx. 


Diese   Jacobi'sche   Function   Z{u)   ist   also  mit  der  Legendre'schen 
E{u)  durch  die  Gleichung 

25)  ^(,)^^Of)=M^=.^(,)_^, 


K 


K 


2Kx 


verbunden,   da   am  —  =amM  =  <5P   ist.    Jacobi    entwickelt   in    den 

Jt 

§§  47  und  48  der  Fund,  die  Haupteigenschaften  dieser  neuen  Function 
Z{\i)  und  fuhrt  dann  in  §  52  die  Function  ÖO^)   durch    die  Definition : 
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J    Z{u)du        J FiJUF\ ^f" 

f^G^<x  rF<rr>^^  /,  iggj  ein.  Dass  die  Function  Z{u)  die  logarithmische 
Ableitung  von  i9^(,r)  ist,  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  38)  in  §  24, 
die  nach  x  differentiirt: 

giebt.  Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  23)  ergiebt  sich  nun 
für  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  folgende  Definition: 

^as                  2Ä'    /      2Kx\       2E2KX  ,  <^log^(a;) 
26)  — ^  am 1 —  ' 


:7r      \        jt  J        X     Jt  dx 

Bringt  man   den  ersten  Term  rechts  auf  die  linke  Seite,  so  lässt  sieh 

folgende  symmetrische  Gleichung  herstellen: 

„_.  2K_,(     2Kx\     2E^f     2Kx\       dlog^ix) 

27)  — ^  am i^  am = — °  > 

X     \        Jt  J      jc     \       Jt  J  dx 

d-(x) 
Mittelst  dieser  Gleichung  fand  Jacobi,   dass  sieh  umgekehrt  -^t-~ 

durch  ein  Integral  ausdrücken  lässt,  welches  unter  dem 
Integralzeichen  die  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  enthält.  Integrirt  man  nämlich  diese  Gleichung 
zwischen  den  Grenzen  0  und  x,  bezeichnet  die  Integrationsvariabele 
durch  z,  so  folgt: 


/ 


2^^/      2Kz\      2E  J      2Kz\ 

El  am Fi  am 

Jt     \       Jt  j      ^      \       ^  J 


rf2  =  log^(a:)— log^(O), 


2Kz  2Kx 

oder  am =  (jp'  und  am =  op  gesetzt: 

Jt        ^  Jt  ^ 


J      Ä-l/l^FsinV  ^^ö) 


Diese  Gleichung  giebt 

^^EE((p')—EF{(p') 


£' 


wo  also: 

dfp'  2Kx 


d<p' 


: 


ist.     Zu    der  Gleichung  28)  ist  Jacobi  in  §  52  der  „Fundamcnta" 
(Ges.    Werke  I,    igg)  durch  Untersuchung  des  elliptischen  Integrals 
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dritter  Gattung  gelangt  und  bediente  sieb  dort  derselben  zur  Definition 
der  Theta-Functiou.     Umgekebrt  giebt  die  Gleicbuug  28),  wenn 

'2k'K 


V        31 

gesetzt  wird,  die  Function  d-{x)  ausgedrückt  durch  k  und  rp. 

Die  Jaeobi'scben  Functionen  E{u)  und  Z{u)  lassen  sich  leicht 
durch  die  Sigmafunction  (J3W  ausdrücken.     Nach  14)  in  §  10  (S.  62)  war 

Daraus  folgt,  da  k"^  =  — — ^  ist, 

dn2  (iA;=73«)  =  \—^-^~^  sn2  {\/j;=^,u)  =  1-  ^^^^^> 
Ferner  war  nach  8)  in  §  23  (S.  158): 

also  <^«' 

— logösw  =  ^^-logö(M+o)')  =  —p(u—a>') 
oder,  nach  26)  in  §  10  (S.  66): 

Führen  wir  also  in  die  Jaeobi'scben  Function  E{u)  das  Argument 
l/^i — ^»w  ein,  so  erhalten  wir 

29)  E{\/e;^,u)  =  -l=^(^+e,u\ 

(Wet'crstrass-Schwarz,  FormeUi  Art.  jg). 

Nehmen  wir  in  den  Definitionsgleichungen  6)  der  bestimmten 
Integrale  E  und  E  die  Integrationswege  direct  und  setzen  wir  ausser- 
dem voraus,  dass  der  reelle  Bestandteil  der  Quadratwurzeln  positiv 
sein  soll,  so  wird 

30)  ^=4±f^,     E'='^^^^ 
(Weicrstrass-Schwarz,  Formeln  2g, s),  mithin  nach  15)  in  §  10: 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Definitionsgleiehung  25)  für  Z(m)  ein, 
nachdem  an  Stelle  des  Argumentes  u  \l e^ — e%u  genommen  ist,  so  er- 
halten wir: 
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oder 

(Wficrstrass-Schzvarz,  Formeln  Art.  jg). 

Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  hatte  nach  der  Bezeich- 
nung von  Weierstrass  die  Form: 

ds 


-/ 


wo 

s  =  im,  S  =  4s^—g2S—gi  =  4:{pu—ei){pu—e.2){pu—ei) 
und 

^'m  =  —\/4:S^—ff2  s—g^ 
war.    Die  Perioden  2co,  2a?'  wurden,  wie  wir  in  §  10  gesehen  haben, 
definirt  durch  die  Gleichungen 

£:  ,  K'i 

1/^1—^3  l/«l— «3 

und  es  war  der  reelle  Teil  von  —.  positiv,  und  wenn  cö+co'=co"  ge- 

coi  '■ 

setzt  wurde,  so  war 

PCO  =  ^t,  pm"  =  e,,  f?cö'  =  e^. 

Die  reellen  oder  complexen  Wurzeln  r,,  6.2)  ^3  waren  so  geordnet,  dass 

wenn  die   sie  darstellenden  Punkte  in  einer  geraden  Linie  lagen,  62 

dem  mittleren  Punkte  entsprach. 

Als  Normalform    eines    Integrals   zweiter  Gattung   nimmt 

Weierstrass  die  Function 

sds 

W 

und  bestimmt  die  Integrationsconstante  in  der  rechts  stehenden  Inte- 
gralfunction  durch  die  Festsetzung,  dass  die  für  hinlänglich  grosse 
Werte  des  absoluten  Beti-ages  von  s  geltende  Entwickelung  eines 
Zweiges  dieser  Integralfunction  die  Gestalt 

^' sds       ./-(.     g^     \      g^     1 


cu      J 


f 


=  l/^~(l- 


;+... 


]/  S        "^     V       24    52      40    s^ 
annimmt,  wobei 

zu  setzen  ist  ( Weterstrass-Schwarz,  Lehrsätze  etc.  ^6,  4  u.  &).    Aendert 
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a'xi 
sich  u  um  2a>  resp.  2fö',  so  ändert  sieb  —    um    2//    resp.    2;/';    daher 

heissen  2?/,  2/y'  die  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  das  von  Legendre  gefundene  Ad- 
ditionstheorem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  eine  un- 
mittelbare Folge  des  Additionstbeorems  von  Euler  ist,  sobald  man 
von  der  Gleichung  17)  ausgeht.    Die  Gleichungen  3)  von  §  2G  geben: 

j  0,        ,     ;i  0/    1    X       ..„snzcnz  dnzsny  cni^dnt; 

dn2 (r_y  _dn2  {z^-v)  =  4A-2 ~ — ~  

(1 — k'-^n'-z^Xi'-vY 

dsn^z 
Da  nun  2sn2  cnz  dnz  =  -  , — ,  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung; 

dz  ° 
auch  sehreiben: 

,  .,        ,      T  0/    ,    X  ^,„  rf  snycnydnysn^z 

^  dz    1 — Ä2gn22;gn2y 

Diese  Gleichung  nach  z  zwischen  den  Grenzen  0  und  u  integrirt  giebt: 

^^^       Ai   9/        w        Aj   9/    I    ^J         „,„8nveni;dni;8n2M 

^^)     J  dn^ (z—v) dz—  /   dii-{z-{-v)dz  =  2/1-2   —  — . 

"0  ^  1— A-2sn2wsn2t; 

Nun  ist,  z — v^w  gesetzt: 

/"dn2  (z—v)  dz  =  /"-\\nhv  dw  =  /"""  +/' 

0  — V  0  —V 

oder  da  allgemein: 

34)  S^f{rv^)  dw  =  — /y(«^2)  (iw, 
.  ,  0  0 

so  ist 

/"dn2  {z—v)  dz  =  /"'^dn2  w  (hv-^f''dn^w  dtv. 

0  00 

Analog  ist,  z-{-v  =  w  gesetzt: 

f''dnHz-^v)dz  =f"^dii'^wdw  =/"+"—  /\ 

0  V  0  0 

Durch  diese  Transformationen  wird  die  Gleichung  33): 

35)  f'^  (in2  ;y  dw—  /" + "dn^  rv  dw + 2/''dn2  ?v  dw 

0  '0  0 

=  ^[am  iu—v)]—E[sim (u-^v)]-\-2E{amv)  =  2k^  - — r^ — ^ ;^ • 

^  /j        L      X        /j  V        /  ^ — Ä:2sn2wsn2y 

Setzt  man  in  34)  f(w^)  =  dn2w,  so  folgt: 

Eiam — v)  =  E( — amy)  =  — i;(amt;). 

Vertauscht  man  in   der  Gleichung   35)   u  und  v,   so   folgt  wegen  der 

vorstehenden  Gleichung: 

r.r      /        o     r.r      /    ■    xT  ,  ^T./        \      ^,„  snMcnwdnMsn2y 
— ^fam(w— v)]— i:[amO^-|-v)]-f  2£:(amM)  =  2Ä-2  — — -- — . 

Addirt  mau  diese  Gleichung   zur  Gleichung  35),  dividirt  durch  2,  so 

findet  man: 

r./„_  \  I  r/        X     r-r      /    ■    M        ,o  SU  w  cu V  du y+su y  cu u  du  M 

i;(amM)4-£'(amy)— ^ram(M+y)l  =  k^snusuv — —-^ , 

1 — A:2sn2M8n2y 

=  A-2  sn  M  sn  y  sn  {u  -\-  y), 
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welche  Gleichung  mit  der  Gleichung  IG)  identisch  ist.  Die  vorstehende 
Herleitung  ist  derjenigen  ähnlich,  welche  Jaeobi  (Fund.  §  4g,  Ges. 
Werke  I,  191)  gegeben  hat. 

Man  kann  zu  den  vorhergehenden  Resultaten  gelangen,  indem 
man  von  einem  besonderen  Falle  des  Multiplicationstheorems  der 
Theta-Functioneu  ausgeht,  welcher  besondere  Fall  gleichzeitig  die  el- 
liptischen Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  in  sich  schliesst. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  in  der  Gleichung  4)  des  Systems  I 
von  §  20  (S.  143),  nämlich  in: 

Hn^Hx)Hymz)-^,{7v)^,{x)^,{y)^,{z) 

;,•  ==  _(a:-f J/+2),  also  w'=o,  x'=—{y-\-z\  y'=—{x-\rz),  z'=—{x-\ry). 
Man  erhält  dann  die  folgende  Gleichung: 

36)       ^(a:+^  +  2)^(a-)^(y)^(2)+^i(x+y+2)^i(a:)^,(?/)^i(z) 
=  H<d)Hy+z)^{x+z)Hx+y). 
Diese  Gleichung   werde  nach  z   differentiirt  und  dann  2^0  gesetzt. 
Es  ergiebt  sich  dann: 

»'{x^-y)^{x)&{y)^{0)  +  d;{x+y)^,{x)^,{y)d;'{0) 

=  m)d-{x+y)[ny)K^)+nx)Ky)\ 

Diese  Gleichung  dividire  man  durch  d-{()){)-{x)d-{y)0-{x-^y)  und  setze 
nach  Gleichung  26)  in  §  21  ^i'(O)  =  ^(0)^2(0)^3(0);  sie  lässt  sieh  dann 
auf  folgende  Form  bringen: 

Wegen  der  Gleichungen  22)  und  24)  von  §  24  ergiebt  sich, 

gesetzt:  ^  ^K^)  ^ 

38)  ^'^-^'^  I  ^'^y^      n^+y)  _  2A-^.,  ^^  2Kx^^  ^Ky  ^^  2K{x^y) 
"^  d-{x)       d-{y)       d-{x-\-y)        71  3t  jt  n 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  y,  setzt  dann  ?/  =  0,  so  ist: 
^"(0)       d^'(x)_(2K^^^^^^2Kx 


d-(0)       dx  d-{x)       \jtj  jc 

oder  Ä'^sn^M  =  1 — dn-u  gesetzt: 

/2Ä'Y  n  2 2^'  ^  /2Ä'Y  _»"(pl      d_  f^x) 
\jc )    ^    jt    ~\JtJ       >(0)  '^dx&ix) 

Diese  Gleichung  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  integrirt,  die 

Integrationsvariabele  durch  z  bezeichnet,  giebt: 


mr 


A     o2A2, 

dn2 dz  = 

JC 


7t  ) 


d-"{0) 


^'{x) 


&{x) 


oder  links  =  w  gesetzt: 
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2Kx 


39) 


2K   r  n 

7C    / 


A.\i}wdw 


1K  J      2hx 
E\  am 


a-+ 


Beiläufig   bemerkt  giebt  diese   Gleichung  in  Verbindung  mit  26): 
2  A'Y  _2Ä'  2E_  _  ^(0) 
31  j        n    Jt   '     ß-(0)  ' 
d.  i.  nach  22): 

<.       q^-r-i       ^»^>(o) 

In  39)  vertausche  man  x  mit  ?/  und  x-i-y,  die  erste  so  erhaltene 
Gleichung  addire  man  zu  89),  die  zweite  subtrahire  man  von  dieser 
Summe,  dann  ist: 


2^ 

3t 


^(am 


2Kx 


am 


2ÄJ/ 

3t 


ny) 


-£(am  — ^^ — -^\ 


Für  die  rechte  Seite  substituire  man  den  Wert  aus  38);  wird  dann  ein- 
facher — ^  =M,  — ^  =  v  gesetzt,   so  ergiebt  sich   die  Gleichung  16), 

31  31 

d.  h.  das  Additionstheorem  der  Integrale  zweiter  Gattung. 

Die  vorstehende  Deduction  hat  darin  vor  der  ersteren  einen  Vor- 

2Äa; 
zug,  als  dieselbe  die  Reihenentwickelungen  von  dn2 — ■    und  logi9^(a) 

nicht  voraussetzt;  das  erste  Verfahren  von  Jacobi  erfreut  sich  dagegen 
einer  grösseren  Ursprünglichkeit.  Nachdem  in  das  Integral  von  Le- 
ge ndre  (jD  =  amz<  gesetzt  war,  musste  sich  von  selbst  der  Gedanke 
aufdrängen,  die  Reihenentwickelung  für  dn^w  zur  Anwendung  zu  bringen. 
Die  Gleichung  37)  in  etwas  verschiedener  Schreibaii;  findet  sich 
zuerst  in  der  bemerkenswerten  Abhandlung  von  Jacobi:  „Formulac 
novae  in  theoria  transcejidentium fundamentales  (Crelle J.  XV, 204,  Ges. 
Werke  I,  341).  Weitere  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung  von  Jacobi  sind  enthalten  in:  ,, Suite  des  notices  sur 
lesfonctions  elliptiqties"  (Grelle /.  III,  303,  IV,  18^.  Ges.  Werke  I,  2^4 
u.  266)  und  „De  functionibus  ellipticis  comvientatio''  (Grelle  J.  IV,  3p. 
Ges.  Werke  I,  2p jj.  In  dieser  letzten  Abhandlung  bedient  sich  Jacobi 
der  in  19)  aufgestellten  Bezeichnungen  E  und  E",  zugleich  wird  die  Be- 
zeichnung E{(p)  von  Legendre  dahin  abgeändert,  dass  E{ii)  statt  ^(amw) 
gesetzt  ist.  Diese  Aenderung  ist  insofern  wohl  nicht  ganz  geeignet,  als 
dadurch  die  Vergleichung  der  von  Legendre  gefundenen  Resultate  mit 
den  Resultaten,  welche  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  ergiebt, 


£  n  n  e  p  e  r ,  ellipt.  Functionen.    2.  Aufl. 
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nur  erschwert  wird.  Um  diesem  Uebelstand  zu  begegnen,  ist  im  Vor- 
hergehenden die  Characteristik  E  im  Sinne  von  Legendre  angewandt, 
was  um  so  unbedenklicher  geschehen  konnte,  als  dieselbe  für  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  nur  von  untergeordneter  Bedeutung 
ist.  In  den  bemerkten  Abhandlungen  ist  der  umgekehrte  Weg  ein- 
gesehlagen wie  in  der  Herleitung  der  elliptischen  Integrale  zweiter 
Gattung  aus  der  Gleichung  36).  Jacobi  gelangt  dazu,  mit  Hülfe  der 
Integrale  Relationen  zwischen  den  Theta-Functionen  mit  zusammen- 
gesetzten Argumenten  zu  finden;  es  sind  diese  Resultate  insofern  merkwür- 
dig, als  sie  zeigen,  wie  der  grosse  Geometer  allmählich  zu  dem  Aufbau 
jener  klassischen  Theorie  kam,  welche,  nach  der  von  ihm  gewählten 
Characteristik,  gegenwärtig  unter  dem  Namen  der  Theorie  der  Theta- 
Functionen  bekannt  ist. 


§  29.    Differentialgleichungen  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter 

(irattnng   in   Beziehung   auf   den    Modul.     Uehergang   zu    den    elliptischen 

Integralen  dritter  Gattung. 

Im  Chapitre^II  des  „Traue  des  fonct.  eil"  (I,  62)  hat  Le- 
gendre das  interessante  Resultat  gefunden,  dass  die  beiden  Integrale 
F{(i^  und  E{ff)  in  Beziehung  auf  Ä-  zwei  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  gentigen  und  dass  die  Kenntnis  des  vollständigen  Integrals 
einer  dieser  Gleichungen  das  Integral  der  andern  giebt.  Man  gelangt 
hierzu  mittelst  der  leicht  zu  beweisenden  Gleichung: 

-V  sinV        — 1  \l\ — W-^wi^fp      1    d     sin  y  cos  y 

^    (1-Ä^sin29;)|  -  A-Vl-Ä-2sin^  ^^^  ^^#l/r=F^' 

Man  setze  nach  Legendre,  wie  im  Vorhergehenden: 
d(p 


2) 


f\,       ff.  ^  =  F{<P.  h\  /   ^l/l-Ä-2  8in29pd9)  =  E{^,k\ 

fj^/^^  =  ^(^''^')jrVl-^'^sin^9P'^9>'  =  E{<p\  n 

und  für  die  ganzen  elliptischen  Integrale  mögen  die  Bezeichnungen  von 
Jacobi  stattfinden: 


d*)=., 


fl|*'  =r,^|* 


4.)  =  ^. 


Da  Ä:2+^'2 
k  dk' 


1,   so   ist,   wenn   k'  als  Function  von  k  angesehen  wird, 
dtp{k')  dtp{k')  k 


folglich 


Mit  Rücksicht  auf  diese  Be- 


k'  dk'    '"'°'  dk  dk'    k'' 

merkung  und  die  Gleichung  1)  geben  die  Gleichungen  2)  nach/r  differentiirt : 
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3) 
4) 

5) 
6) 


dF{(f,k) F{g),k)      E{g),k)       k  a\n(p  codfp 

dk    '~  ^"~  "^"^^2        Y-^^Äixp.k)" 

dEig>,  k)  ^     F{(r,k)     Ei^^k) 
dk  k     '^      k 

dFjrfi'.k')  _  kF{(p\k')  _  E{(p'Ji')     siny'cosy' 
dk      ~"      it'2  M'2    "*"    kA((p\k')~' 

dE{(f)\k')     kF{g)',k')     kE{(p\k') 


dk  k"^  k"i 

Differentiirt  man  jede   der   Gleichungen   3)  und  4)  nach   Ä-,  so  leitet 
man  die  folgenden  Differentialgleichungen  ab: 


7) 


A(-"t^ 


.  ^/     ,x  .  .  ö  /rsinopcosop 
-k  F{(p,  k)+k.'      Z^  ,_J  =  0, 


d_LdE{<p,k) 
dk 


dk 


k^ 


dk     A{(p,k) 
k  sin  9)  cos  7) 


k  -^^^  1 + T7i  ^(y,  ^)  -TT,  ~  -/,,: ,.;- = 0, 


^'2    A{cp,k) 


oder 


8) 


82i:(9P,/r)      8A'(y,/r)       /r  A'  sin y  cos  y  _ 

r~8;t2'  +~'sF~+F2^^^'^^"~/t'2  A{<p,k)   ~^' 


jr 


Für  (p=  ^  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 


oder  in: 
10) 


d  ( ,,,JK\     ,  ,,      ^    d  (,dE\  ,  kE 

üV''dky'^='^^di'dk)+Y^ 


I   k{l-k^)%^-{Sk^-l)'4-kE^0, 


dk^ 
'dk^  ^  dk'^  Ä'2  ~  ^• 


dk 


Betrachten  wir  nun  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

11)  ^ 


a-.(**'iÖ-*^  =  '> 


und  führen  hierin  k'  statt  k  als  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  er- 
halten wir 

wir  sehen  also,  dass  diese  Differentialgleichung  bei  Vertauschung  von 
k  mit  k'  unverändert  bleibt. 

Da  nun  nach  ^)  y  =  K  der  Gleichung   11)  genügt,  so  ist  K'  das 
zweite  particuläre  Integral,  mithin: 

12)  y  =  AK-\-BK' 

das   vollständige    Integral,   wo    A  und  B  Constanten    sind.    Jetzt  be- 

15* 
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tracliteu  wir,  entsprechend  der  zweiten  Gleiclning  9),  eine  DifFerential- 
gleieluiug  von  der  Form 

Die  Gleichungen  3) — 6)  geben,  9}  =  ^    und  (f'  =  ^  gesetzt: 
aA'  _  _Ä'     ^      öiT  _  kK[_  E'_ 


-1+ 

M'2 

-f^ 

k' 

1^)  k     ^i:  __^,E      SF  _kK'     kE' 

dk  ~      k'^k'     dk  ~>'2       ^'2 


Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt: 


---(^I+-)=-¥- 


Der  allgemeine  Wert  von  z  ergiebt  sich  also  aus  dem  allgemeinen 
Wert  von  y  in  der  Gleichung  11),  wenn 

^-^      dk 

gesetzt  wird.     Da  nun  y  die  Werte  K  und  K'  hat,  so  folgt: 

wo  C  und  Z?  Constauten  sind;  der  Factor  von  C  ist  nach  14)  gleich 
jE",  der  Factor  von  D  gleich  Ä" — £".  Das  vollständige  Integral  der 
Differentialgleichung  für  z  ist  also: 

15)  z=CE+D{K'—E'). 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  7)  und  8)  ?/,  statt  F{g),k\  z,  statt 
E((p,k\  so  erhält  man: 

f  l(kk'^^^)-ky,+kl'-^^P^  =  0, 
^Q.  )  dk\        ökj       ^'        aA:      J(9),^)  ' 

j    a //faz,\      Ä:zi k8m<f)(ios<p 

1  alv ^y    ^    ~k'^j{^^  ~ 

Für  t/i  =?/+/'(«, Ä-),  z,  =z-f-^(a,^)  gehen  die  Gleichungen  16)  in  die 
Gleichungen  10)  und  13)  über,  wegen  12)  und  15)  folgt  hieraus  un- 
mittelbar, dass: 

yi=F{a,k)-hAR:-hBK\ 

2i  =  E{a,k)-{-CE+D{K'—E') 
die  allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  16)  sind. 

Kennt  man  die  Lösung  einer  redueirten  Differentialgleichung, 
in  der  das  die  Unbekannte  nicht  enthaltende  Glied  fortgelassen  ist, 
80  findet  man  die  der  completen  Differentialgleichung  durch  blosse 
Quadratur.  Dies  hat  J.  Thomae  (Schlömüch  Z.  XXIII,  40g — 412, 
i8y8J  benutzt,  um  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 


§  29J  220 


17)  u=\J'^—^—=.^     (x  =  .-^) 


\/y{\—y){\—xy) 
(s.  S.  213),  flir  welches  die  erste  der  Gleichungen  8)  übergeht  in 

durch  zwei  bcstinimte  Integrale  dritter  Gattung  auszudrücken. 

Um  die  Periodicitätsnioduln  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 


1)(1— A-2a:2) 

in  denen  unter  der  Voraussetzung,  dass  k  reell  und  dem  absoluten 
Werte  nach  <1  ist  und  dass  die  Wurzel  mit  positivem  Zeichen  ge- 
nommen wird,  die  Integration  längs  der  reellen  x-kx^  ausgeführt  wird, 
auch  für  beliebige  complexe  Werte  von  k  zu  bestimmen,  definirt  L. 
Fuchs  K  und  K'  vermittels  der  obigen  linearen  Differentialgleichung. 
(Siir  quelques  proprictcs  des  integrales  des  equations  differentielles 
auxquelles  satisfont  les  modules  de  periodicitc  des  integrales  elliptiques 
des  deux  previicres  espcces.  Grelle  J.  LXXXIII,  ij — j8,  iSyy). 
Setzt  man  nämlich 

19)  ^^=\i'     K^~^\Ju.7]^,     K' =  ~\/'u.7].i, 
80  genügen  /;,  und  7^2  der  Differentialgleichung 

20)  2„(„_i)||+2(2«-l)|  +  l,;  =  0. 

Bei   der  Untersuchung    der  verschiedenen  Werte,   die   die  Functionen 

/;i  und  Tj-i  je  nach  dem  verschiedenen  Wege  der  Variabein  in  einem 

Punkte  u  erlangen  können,  ergiebt  sich  u.  a.,  dass  der  reelle  Teil  von 

1)        K'  1 

--  =  V,  überall  positiv  oder  null  ist.    Wird  u  =  -7,  als  Function  von 

rj2      K  k- 

q^=  e     ^     betrachtet,  so  ist  dieselbe  nur  im  Innern  eines  um  ^  =  0 

mit  dem   Radius   1    geschlagenen   Kreises   holomorph   und  lässt  eine 

continuirliche  Fortsetzung   über  die  Peripherie    dieses  Kreises   hinaus 

nicht  zu.    Um  auch   die  Perioden  des   elliptischen   Integrales   zweiter 

Gattung 

1 

j^    p         k^c'^dx  ,^    /"*  k'^x'^dx 

J^    1/(1— ^2)(IZ:^^2-)'  J     l/(:r2— l)(l— ^2a:2) 

als  Functionen  von  k  zu  untersuchen,  setzt  Fuchs 
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]/fc  2\/u'  2\/u 

und  drückt  |i    und  ^2  durch  rj^  und  7]^  aus.    Jetzt  wird  m  =  — =?  als 

Function  von  s^^e  ^  betrachtet,  auch  in  einem  um  5  =  0  mit  dem 
Radius  1  beschriebenen  Kreise  holomorph,  lässt  sich  aber  über  die 
Peripherie  desselben  hinaus  fortsetzen. 

H.  Bruns  hat  gezeig-t,   dass,  wenn  man  die  Perioden  der  ellipti- 
schen Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  in  der  Weierstrass'schen 

Normalform  als  Functionen  der  absoluten  Invariante  ö'  =  ^  (s.  S.  41) 

auffasst,  dieselben  sich  mit  Hülfe  hypergeometrischer  Reihen  darstellen 
lassen,  deren  viertes  Element  eine  einfache  lineare  Function  der  absoluten 
Invariante  ist  („Ucbcr  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster 
undzivciter  Gattung",  Festschrift  der  U^iiversität  Dorpat  iSy^;  wieder 
abgedruckt  in  Clehsch  Ann.  XXVII,  234—2^2,  1886).  Er  nimmt 
die  Integrale 

J.Vs  Jjs      '    Jjs  J^vs 

längs  einfacher  geschlossener  Curven  Z,  Z',  von  denen  die  erste  nur 
die  Punkte  ei  und  ^3,  die  zweite  nur  die  Punkte  e^  und  e-i  einschliesst, 
ohne  diese  Punkte  zu  berühren;  dann  sind  2a>,  2co\  2r],  2^'  die  Fun- 
damentalperioden der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung.  Wenn 
für  die  Anordnung  der  Wurzeln  e^,  e^,  e-i  dieselben  Annahmen  gemacht 
werden,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  so  können  o?,  03',  7/,  tj  auch 
durch  die  Integrale 

definirt  werden,  wo  die  Integration  längs  der  geradlinigen  Strecken 
^2^3,  e-ic^  auszuführen  ist,  und  das  Vorzeichen  von  \/ S  so  bestimmt 
wird,  dass  die  Gl.  39  §  15 

7;a>  — 1]  CO  =  +—  t 

gilt.  Für  reelle  ey,  e-^^  e^  sei  ei>e2>^3  und  das  Vorzeichen  der  Wur- 
zel so  gewählt,  dass  to,  also  auch  ?],  positiv  reell  wird.    Dann  ist 

p(a  =  ei,  pi(n+co')  =  ei,  pm'  =  e^. 
Unter  Anwendung  der  Gleichungen  23)  bis  25)  des  §  10  und  16)  und 
17)  des   §  15  erhält   nun  Bruns,   wenn  gi^  g^  gegebene  Functionen 
eines  Parameters  $  sind, 
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23) 


wonn 


«s  »s 

Alsdann  setzt  er 

24)  OJ  =  i2^:j~  c  ^  ^      7^  =  ir(73  '' 

und  erhält  flir  ß  und  /T  die  Differentialgleichungen : 
^„.  (^^^-^^^  +  (3H..+144^^  =  ^' 


rf^2   '  \^3^     zjdg      144 
welche  nichts  anderes  als  die  Differentialgleichung  für  die  Gauss'sche 
hypergeometi'ische  Reihe 

dijp  /jp 

für  die  Fälle  a  =  -~.ß  =  -—.y  =  -  resp.  «  =  -—,  R  = -,  y  =  -  sind. 

12'  ^       12"       3        ^  12'  ^  12    '       3 

Eine  elegante  Methode,  wie  man  zu  den  von  Bruns  aufgestellten 
Differentialgleichungen  für  die  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung  gelangen  kann,  gab  F.  B r losch i:  „Lc  cquazt'om 
dtfferentiali pei periodi dellefunzioni ellütichc" ,  Bnoschi Ann.  (2)  XIV, 

2j8 2if0,   1886. 

Mittelst  der  Gleichungen  14)  hat  Legend re  (Fonct  eil.  I,  60) 
eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  ganzen  elliptischen  Inte- 
gralen erster   und   zweiter   Gattung  bewiesen,  auf  welche  ursprünglich 

l/2_i/3 
der  besondere  Wert  Ä  =  —    -^=  sin  15<'  geführt  hatte.    Setzt  man 

nämlich: 

26)  P  =  KE-\-K'E—KK\ 

so  folgt  unter  Zuhülfenahme  der  Gleichungen  14): 

^  =  0, 
dk         ' 

d.  h.  /'  ist  von  k  unabhängig,  also  constant.     Man  kann  die  Constante 

auf  verschiedene  Arten  bestimmen.     Setzt  man  in  der  Gleichung  26) 
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rechts  die  entsprechenden  Integrale,  nimmt  u  in  K  und  E,  ferner  v  in 
A'  und  E'  als  Integra tionsvariabele,  so  ist: 

7t  71 


_     /^    /^2r|/i_A'2sin2y     [/l— /f28in^ 
~y     ^/      Ll/l— /t2  8in2M     l/l— Ä'28in2t; 


7>: 

0       *'o 

1  1 


oder  einfacher: 

7t  7t 

r-i    ri      1— A'2  8in2y— A-2  8in2M      ^   ^ 
J      J      l/l— /c2sin2Ml/l— A'2  8in2t; 

Nimmt  man  A  =  0,  also  k'  =  1,  so  folgt: 

71        7t 

P=^  J  ^f^  COS  vdudv  ^  -•> 


0         0 


und  die  Gleichung  26)  wird  hierdurch: 

27)  KE + K'E—KK'  =  f  • 

Diese  berühmte  Legend re's che  Gleichung,  welche  eine  Relation 
zwischen  bestimmten  Integralen  darstellt,  kann  als  das  erste  Beispiel 
einer  Determinante  angesehen  werden,  deren  Elemente  bestimmte  Inte- 
grale sind.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Gleichung  27)  einer 
Verallgemeinerung  fähig,  (Man  vergl.  hierüber  Haedenkamp:  „ Ueber 
Transformation  vielfacher  Integrale"  (Grelle  J.  XXII,  184 — 192), 
Catalan  in  den  Mem.  cour.  del'Ac.  de  Bruxelles  XIV,  Enneper 
in  Schlöviilch  Z.  VI,  300  u.  XI,  6g.  Unter  den  verschiedenen 
Beweisen,  welche  von  der  Gleichung  27)  gegeben  sind,  basirt  die 
Mehrzahl  auf  geometrischen  Betrachtungen,  wie  z.  B.  bei  Moigno 
(„Lefons  de  Calcid  diffcr.  et  de  C.  integr."  II,  2^jJ. 

Der  Legendre'schen  Gleichung  entspricht  die  in  §  15,  Gl.  39) 
hergeleitete  Relation 

28)  rjm'—rj'co  =  -  /, 

die  aus  der  Legendre'schen  Gleichung  folgt,  wenn  man  die  Ausdrücke 
(§  10,  15)  und  22)) 

sowie  (§  28,  30)) 

i]+e^(D  i{rj'+e^a)') 

L,  =      =,     jfc   =  — 7 

1/^1—^3  i/«l— ^3 

in  kE'-{-K'E—Kk'  einsetzt. 
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Eine  Erweiterung  der  Legendre'schen  Relation  auf  die  liyper- 
elliptischeu  Integrale  gab  Weierstrass  (,,Ziir  TJicoric  der  Abel scJicn 
Functionen",  Pr.  Braunsberg  184g,  Grelle  J.  LVII,  302),  und  Rie- 
mann  (,, Theorie  der  AbeVscJien  Functionen" ,  Cr  eile  J.  LIV,  11^) 
leitete  mit  Hülfe  allgemeiner  functionentlieoretisclier  Betrachtungen  eine 
entsprechende  Beziehung  für  alle  Abel'schen  Integrale  her. 

J.  W.  L.  Glaisher  stellt  zum  Beweise  der  Formel  27)  („Proof  of 

the  formula  KE'+K'E—h'K'  =    ",  Mcsscnger  (2)  IV,  g^ — g6;  1874) 

die  Function 

u  =  KE'-^K'E—KK' 

ebenfalls  als  Doppelintegral  dar  in  der  Form: 

—    f     r  1— Ä2a;2— Ä'2j/2 


i/'d— .t2)  (1— y2)  {x—k'^x^){\-k'hß) 
Eine  vollständige  Theorie  der  8  Grössen 

dx  „        /"  1/1—^2^2 


dxdy. 


K'  =  —i 


){l—k\v'^) 


/\ dx^ ^'  =  __-  /** ^"^^^^^ 
l/(i— ^"^1-^^'            ~       J^       1/(1— .T2)(l_A2,r2)  ' 

und  /  =  Ä— ^,  G  =  E—k'^-K,  V  =  K'—E\  G'  =  E'—k'^K  gab  J.  W.  L. 
Glaisher:  „On  the  quantities  A',  E^  7,  ö,  K\  £",  /',  G'  in  elliptic 
fiuictions" ,   Quart.  J.  XX,  jij — j6i,  188^. 

Die  Legen dre'sche  Gleichung  wird  bei  der  Umkehrung  des  vollstän- 
digen elliptischen  Integrals  erster  und  zweiter  Gattung  für  seine  reellen 
Moduln,  d,  h.  bei  der  Aufgabe,  den  Modul  k  durch  K  und  E  auszudrücken, 
benutzt  von  C.  Isenkrahe:  „  Ueber  die  Inversion  der  vollständigen  Inte- 
grale erster  Gattung  für  ihre  reellen  Aloduln",  Schlömilch  Z.  XXXI, 
J4 — 4j,  1886,  und  „  Ueber  die  Inversion  der  von  Legendre  definirtcn 
vollständigen  elliptischen  Integrale  ztueiter  Gattung  für  ihre  reellen  Mo- 
duln", ibid.  iy8 — igi,  und  „Inversion  des  von  Weierstrass  definirten 
vollständigen  elliptischen  Integrals  ziveiter  Gattung",  ib.  241 — 246. 

Definirt  man  Q  durch  die  folgende  Gleichung: 

29)       Q  =  F{cp,k)  E(sp\  k')  +  E{^f,  k) F{(p\k')-F{(p,k)  F{cp\k') 
so   geht  0  in   /'  über,  definirt  durch   die   Gleichung  26),   für  r/.  =  - 

und  (p'  =         Es   bietet   sich   von   selbst   der  Gedanke  dar,  auf  o  den 
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für  P  befolgten  Weg   von  Legendre  anzuwenden.    Wendet  man  die 

Gleichungen  3) — 6)   auf  den  Differentialquotienten   von   Q  nach  k  an, 

80  findet  man  nach  einigen  Reductionen: 

dQ         sin^f/cos^'    .„,     ,.      „,     ,.-,  ,     /:sin(jpcos9)    .„,  ,.,^     „.  ,  ,., 

<^«       AI/ 1 — Ä:  ^sm^g)  /:'  2  [/ 1 — k^vn^q) 

oder  rechts  die  Integrale  substituirt: 

dQ /:  sing)' 0089^'     Pf     sin^ 

/fsinyeosy^   /'y'    sin^y'           , 
l/l— Ä:2  sins^jf    |/i_;t'2sin2p  ^' 
Setzt  man:  ° 

Qn\       n  '  Z*?'  •  *        sing)  l/l— A:'2  8in2g)' 

30)  R  =  (i08(p  J  ^  sing)  arc  tang  — r  v  ^  d<p 

0  sing)'l/l — k^BiB^q) 

r<p'  .      ,       .        Bm(p'\/l—k'^Bm'^(pj  , 
+ cos  g)  y  ^  sin  g?  arc  tang  — ^  ^  d<p\ 

0  sin  rp  yl — /c'2sin2g)' 

so  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung: 

dk  ~      dk  ' 
Bezeichnet  man   durch  Qq  und  B^  die  Werte  von  Q  und  R  für  /r  =  0, 
so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  integrirt: 

Die  Definitionsgleichung  für  Q  giebt  aber  ()o  ==  9^  sin  g)',  mithin  ist: 

31)  Q  =  (p  sing)'— R+Rq. 

Die  beiden  Integrale   auf  der  rechten   Seite   der   Gleichung   30) 
transformire  man  durch  partielle  Integration  nach  der  Formel: 

y^sing)  arc  tang /"(g;)  d(p  =  — y  ^arctang/(9D) — —^  dg) 
0  0  d(p 

=  —cos  7  arc  tang  /(/) + arc  tang  f{0) + fj  ^^^^L^.  dg). 

Wendet  man  noch  die  Relation: 

1         7C 

arc  tang  rv + arc  tang-  =  - 
an,  80  lässt  sich  der  Wert  von  R  auf  folgende  Form  bringen: 

32)  R  =  — -  cos  (p  cos  9' 

+8in^'co8g.Vr-Ä^W^'  f\       T'^^/      '^^■- 
^  y       t— cos2g)'co82g)|/i_yt2gin2^ 

p>'         cos2y'  rfg)'     

+sing)C08g)i/l-/r28in29P  /       i_cos2^cos2g5'  i/i-y^-2 sin2 y- ' 
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Für  k  =  0  geht  diese  Gleichung  über  in : 


d.  i. 


„  :7r  ,,      /^^  sinop  cosop  cosV  j 

"  2        ^        ^        /      1— 00329^' C082g)      ^ 

Z*^  sin  9p  COS  5P  COS V^  , 
"^  /     1— cosVcos^^'  ^' 


i?o  =  — .  cos^cosgo' — 93  8in9p'+-' 


Setzt  man  die  Werte  von  y?o,  /?  und  (>  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
aus  32)  und  der  Definitionsgleichung  für  Q  in  31),  so  folgt: 

33)      sin ^'  cos  cp' l/l-A-'2sin2^^  f^ ^^-^    ,      ^^ 

J  1— cos^^p  cosVl/i— A'2sinV 


+  sin9)COS9)/l— A^sin^^) 


COS29?'  <?g)' 


•cosV  eos'V  i/l— Ä'2  sin2g)' 

=  |— [^(9^,  -t)  ^(^'.  -tO+^C?),  -t)  F{^\k')-F{q>,k)  F(g>',k')]. 

Diese  Gleichung  enthält  auf  der  linken  Seite  zwei  Integrale, 
welche  sich  in  ihrer  Form  nur  unwesentlich  von  der  typischen  Form 
unterscheiden,  welche  Legendre  für  die  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  angenommen  hat.  Die  Betrachtung  dieser  Integrale  hat  Le- 
gendre auf  die  Gleichung  33)  geführt  (Fond,  dl,  I,  133),  und  zwar 
auf  einem  Wege,  der  von  dem  obigen  gänzlich  verschieden  ist.  Man 
kann  aus  der  Gleichung  38)  durch  Substitutionen  noch  andere  Glei- 
chungen herleiten.    Man  setze  z.  B.  in  33)  zuerst  9)' =  ^,  ziehe  von  der 

so  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  33)  ab.  Mit  der  neuen  Glei- 
chung operire  man  ebenso  in  Beziehung  auf  ^,  an  Stelle  der  Glei- 
chung 33)  tritt  dann  die  folgende: 

n 

. . /*2      CO8295  d<p 

34)      mncp'(to^(p'\/l-k'HmWj  I^^oT^^'colV l/l^ÄS^^ 


TC 


/*2c08V ätp' 

-h8in9)C089)  l/l-/t2sin29.  #  i.cog^^cos^^,'  \/x—k"t^miq>' 

==  [J{-F{g>M  [E'-Ei(p\k')\^[E-/':i(p,k)]  [K'-F{q>\k')\ 
-[K-F(q>,k)\[K'-F{(p\k')\ 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleiehimg  lässt  sich  mittelst  der  Additions- 
theoreme der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  sehr 
vereinfachen.  Nimmt  man  amw  =  a  und  am(Ä' — u)  =  /,  so  ist  nach  §  7 
Gl.  6)  und  7)  Ä'tangatang/  =  1.  In  derGleichung  3)  von  §  25  kann  man  dann 

9?  =  «,  \p  =  y  und  ö  =  ^  setzen.     Hieraus   folgt:  F(a,k)-\-F(j,k)^=K 

oder  F(y,  k)  =  K~F{a,  k).  Die  Gleichung  15)  des  §  28  giebt  dann: 
E{a,k)  +  E{y,k)—E=  /c^  sin  «sin  7,  also:  E{y,k)—k''-&ma^my  =  E—E{a,k). 
Nimmt  man  ferner  F(6,k')  =  K' — F{ß,k'),  so  giebt  das  Additions- 
theorem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung:  E{ö,k')—k"^ sin ß sind 
=^  E' — E{ß,k').  In  dem  ersten  Integrale  links  der  Gleichung  34) 
mache  man  die  Substitution  A'tang^jtang/i^  =  1,  im  zweiten  setze  man 
A:tang9>'tangw  =  1.  Auf  diese  Art  ergiebt  sich  eine  weitere  Relation 
zwischen  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung,  die  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  werden  soll,  da  sie  sich  einfacher  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Integrale  dritter  Gattung  ergiebt.  Dasselbe  gilt  von  anderen  Combi- 
nationen  der  Integrale  2),  welche  man  ähnlich  wie  den  oben  auf- 
gestellten Ausdruck  Q  behandeln  kann. 

Die  Integration  der  Gleichungen  7)  oder  8)  lässt  sich  auch  mittelst 
der  particulären  Integrale  der  Gleichungen  10)  und  l3)  nach  der  Me- 
thode von  Lagrange  ausführen.  Mau  gelangt  auf  diesem  Wege  zu 
merkwürdigen  Relationen,  welche  hier  der  Kürze  halber  übergangen 
werden  sollen.  (Enneper:  „Bemerkungen  über  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung."    Schlömilch  Z.  XV,  ^6 — 64). 

Eine   interessante  Anwendung   der  Gleichungen  14)    auf  die  Dar- 

1   AK          iE       1 
Stellung  von  ^-rr^-m^-r, — t    in    Form    eines    Kettenbruches    hat 
j£  ak       kk^  K      k 

Malmsten    in    der:    „Note   sur   les /o?tctions   elliptiques"  (Grelle  J. 

XXXIX,   116 — 121)   gegeben. 


Neunter  Abschnitt. 


§  30.    Die  elliptiseben  Inte^ale  dritter  Gattung.    Untersuchungen  von 
Legen  (Ire  über  dieselben,  betreffend  den  Parameter. 

Aehnlich  wie  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  lassen 
sich  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  mit  Hülfe  der  ellipti- 
schen Functionen,  und  namentlich  der  Elemente  derselben,  der  Theta- 
Functionen,  genauer  untersuchen.  Auch  im  vorliegenden  Falle  soll 
eine  gedrängte  Uebersicht  der  Arbeiten  von  Legend re  über  den  be- 
merkten Gegenstand  vorangehen.    Die  Methoden,  deren  sich  Legen dre 
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bedient  bat,  sind   so   elementarer  Natur,   dass  eine  kurze  Erwäbnung 
derselben  wobl  geboten  ersebeint. 

Naeb  Formel  29)  in  §  28  setze  man : 

d(p  1 


1) 


noi,  A-,  T)  =  /  ^ 


Bebalten  die  beiden  Quantitäten  k  und  7i  im  Laufe  einer  Reebnung 
dieselben  Werte,  so  soll  die  linke  Seite  der  Gleiebung  1)  einfacb  dureb 
n(q))  bezeichnet  werden. 

Im  /.  /  der  ,,Fonct.  cllipt."  finden  sich  auf  p.  68 — y^,  i^j — 163 
folgende  Resultate,  betreffend  die  ein facbsten  Formen,  welcbe 
für  den  Parameter  n  zu  Grunde  gelegt  werden  können. 

Setzt  man: 

l/i=Fsi^,  .  =  *Ä?, 

so  ist: 

1 dz  _  1  l—k'^^m^(p 


2) 
3t: 
3) 


l+(H-w)(l+^)z 
A 


— 1 


d(p      A 


1 


(l+nsin2g))^+~8in29)') 


l+wsin^^) 


l-\ — sin^m-' 
n 


Diese  Gleichung  integrire  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  «p,  be- 
zeichne in  den  Integralen  rechts  die  Integratiousvariabele  durch  9)'  und 
substituire  links  für  z  seinen  Wert  aus  2).    Man  erhält  dann: 


arc 


4) 


=  —F(,(p)-\- 


Jj 


+wsin2  9)' |/l— Ä:28in9)'    J  ^ 


d(p' 


dq>' 


H — sin-'op 

n 


,  i/l— A:2sin2g)' 


-F{cp)^ll{n,<p)^n[^'^,^ 


Diese  Gleichung  gestattet,  n  zwischen  den  Grenzen  — l  und  +1 
anzunehmen.     Ist  n  positiv  und  grösser  als  /r^^  also  n  =  k''-{\-{-g\  so  ist 

Ä2  1 

—  =         ^,  was  ein  positiver,  echter  Bruch  ist.     Die  Function  II  mit 

positivem  Parameter,  welcher  grösser  als  die  Einheit  ist,  lässt  sich  auf 
eine  ähnliche  Function  reduciren,  deren  Parameter  positiv  und  kleiner 
als  die  Einheit  ist.  Für  w  =  cot2a  nimmt  die  Gleiebung  4)  folgende 
Form  an: 
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sin  a  cos«  ,        /      tanffop       l/l — Ä-'^sin^aN 

5)  , =  arc  tang  -^ ^^=r=^  ^    . 

l/l— /t'2sin2a  '='V|/i_^2sin2^     sin a  cos  a    / 

=  —Fi<p)  +  77(cot2a,  9))  +  //(^Hang^  a,  gp). 

Für   ein    negatives   ?i  unterscheide  man   die   drei  Intervalle  (0,  — k"^), 
( — Ä2, — 1)   und   (— 1, — oc).     Demgemäss   setze   man:   n  =  — k^siu'^a, 

71  =  — (1 — /r'^sin^ß)  und   n  = i-^—  Es  sei  zuerst  w  =  — (1 — A'^sin^a). 

sin2« 

Die  Gleichung  4)  giebt  dann: 

-.  l/l — /r^sin^a        ^  7/2  sin  «cos  «tang» 

6)  W^ arc  tang-,  °   — 


Ä-'2  sin«  cos a  ^  \/i—/c^8m'^^  l/l— Ä'2 sin2a 

=  -i^(g))+77(-l+A''2  8in2a,  9p)+/7(-  ^h^^^^  ^p)' 
Die  Gleichung  3)  geht  für  w  =  — /:2giii2ß:  üjjer  in: 

7)  i * 

sm2« 

JV  1— A:2sin2«sin2  9)  8m2£/ 

sin2a 

Hier  bietet  sich  bei  der  Integration  insofern  eine  kleine  Schwierig- 
keit dar,  als  die  Grenzen  von  5p  zu  beachten  sind.  Liegt  cp  zwischen 
den  Grenzen  0  und  a,  so  giebt  die  Gleichung  7)  integrirt  und  2  = 
tang  9) 


l/l— A2  8in29) 


gesetzt : 


_  tanga        ,     tang«  l/l — /r2sin29)-t-tang9)l/l — A:2sin2a 

ö)    — /  ^^^izlOg , . /  . 

21/1— A:2sin2a      tangal/l— A:2sin29) — tanggol/l— Ä:2sm2a 

Ist  9)>a,  liegt  g)  zwischen  den  Grenzen  a  und  ->  so  lässt  sich  die 

Definition  1)  nicht  mehr  bei  der  Integration  der  Gleichung  7)  anwenden, 
man  muss  dann  die  Integrale  hinsetzen.    Integrirt  man  zwischen  den 

Grenzen  cp  und  -,  setzt  für  z  seinen  Wert  aus  2)  ein,  so  ergiebt  sich: 
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9) 


tangg^l/l — A^sin^a-f-tangßl/l — k^sm^g) 
2l/l— ^2sin2«     ^taug<p\/l — k'^siu'^a — tanga/i — k^s'm^g) 


tang« 


lo 


h'-F{cf)— 


■ß 


dg)' 


-A-2  8in2asinV  \/\—k'is\n'ig)' 


+ysmy_^i/i. 


d<p 


-k'^sin^q)' 

Von  dieser  Gleichung  macht  Legendre  keinen  Gebrauch,  indem 
er  folgende  nicht  ganz  zulässige  Beschränkung  (l.  c.  p.  yi)  einführt: 
,Au  reste  pour  eviter  toute  anomalie  etrangere  ä  l'objet  dont  nous 
nous  occupons,  et  pour  ne  considerer  des  fonctions  U  que  Celles  qui 
sont  positives  et  finies,  nous  ferons  abstraction,  dans  tout  qui  suit,  du 
cas  oü  le  param6tre  n  est  ä  la  fois  negatif  et  plus  grand  que  l'unite." 

Die  Gleichungen  5),  6),  8)  und  9)  gestatten  den  Parameter 
zwischen  den  Grenzen  — 1  und  1  anzunehmen.  Es  finden  hier 
drei  Fälle  statt,  je  nach  dem  Werte  des  Parameters.  Dieselben  lassen 
sich  auf  zwei  Fälle  reduciren,  indem  die  Function  77  mit  einem  posi- 
tiven Parameter  sich  auf  die  analoge  Function  reduciren  läset,  deren 
Parameter  zwischen  den  Grenzen  — A^  und  — 1  liegt. 

Ist  g  eine  beliebige  Zahl,  setzt  man: 

sin  OD  cos® 

10)  y=      J       ' 

so  folgt: 

1^_  dy  _  1         1 — 2  8in2y+^-8in*y 

l-\-gy'^dgj      J    1 + (ff — k"^)  sin^  g) — g  sin*  g) 

Man  setze  nun: 

l+(ff — k'^)sm'^g) — ^sin^^p  =  (l-l-?i8in2  9))(l — msin'^g), 

oder: 


11) 


also: 


12) 


g — Ä-2  =  w — w,  g  =  »jw, 
Ä-2  +  n 


m  = 


l+w' 


g  ^  mn. 


13) 


Die  Gleichung  11)  wird  dann: 
1        dy  ^1 
\-\-mny'^dg      A 
^1/      k'-      1+n 

A\     mn        n    l-\-nsin^g>        m    1 — mmi-g)/ 
wo   also  nach   12)  (14-w)(l — m)  =  k%    In  der  Gleichung  13)    nehme 
man  n  =  cot^a,  nach  12)  ist  dann  m  =  1 — A'^sin^a.     Integrirt  man  nach 


1 — 2  8in2g:+A-sin*9> 
{l-\-nBm-g){l-\-m8iB'^g)) 
1  1— w         1 
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(p  zwischen  den  Greuzen  0  uud  y,   setzt   für  y  den  Wert  aus  10)  ein, 
multiplicirt  die  erhaltene  Gleieliuug  mit  eos-a,  so  ergiebt  sieh: 

^ ,.  sin« cos«  ^       /  sinopcoso)    l/l — /r^sin^aX 

14)        ,        — r-^  arc  tang  -7=^==^^  ^- — 

i/l— /t'^sin^a  Vl/l— /t2sin2  9)       tang«      j 

Durch  diese  Gleichung  lässt  sich  ein  positiver  Parameter 

cot-«  auf  den  negativen  Parameter  — l+Ar'^sin^a  reduciren. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  13)  n  =  — k'^mi^a^  so  ist  nach  12) 

7-2  00 S^  et 

m  =  „  .  „    .    Integrirt  man  nach  w  zwischen  den  Grenzen  0  und 

1 — k^sm-a 

9?,  setzt  für  y  den  Wert  aus  10)  ein,  multiplicirt  die  erhaltene  Gleichung 

mit  sin^acos^a,  so  folgt: 

sin  a  cos  a      ,     |/l — k"^  sin^ « \/i — Ä2sin2  9)+ Abgingt)  cos  9)  sin  «cos« 


-,  r\h\^'^ — ^'^  ^io" "       l/l — ^^  ^^°"  '^  /l — ^'  sin^g) — k-  sin  9)  cos  9)  sin  «  cos  a 
1       r..  .  0     TT/     70   •  o        ^         Ä:'2sin2a      „/  — Ar28in2a       \ 

Setzt  man  A'tang«tang/3  =  1,   so   lässt  sich  die  rechte   Seite  von  15) 
einfacher  schreiben : 

/'(9))— cos2ßZ7(— A:2sin2ß,  9:)— cos2/3i7(— A:2sin2^,  9?). 
Der  Parameter  hat  in  beiden  Functionen  ü  dieselbe  Form.  Nimmt  « 
zu,  so  nimmt  ß  ab  und  umgekehrt.  Flir  a  =  ß  giebt  k'  tang«  tang|9  =  1 
k'  sin2«  =  cos2a,  oder  k^am-a  =  1 — k'.  Liegt  der  Parameter  zwischen 
den  Grenzen  0  und  A-2,  so  kann  derselbe  auf  die  Grenzen  0  und  1 — k' 
redueirt  werden. 

Als  Gesamtresultat  der  vorhergehenden  Untersuch- 
ungen er  giebt  sich,  dass  jeder  Parameter  auf  eine  der 
Formen  — Ä-2sin2ß  und  — (1 — Ä:'2sin2a)  reductibel  ist. 

Als  besondere  Fälle  der  Gleichung  4)  sind  bemerkenswert  w  =  ±ä. 
Dann  ist: 

16)2  ß ^9>;  _  /-(y)+-l-arctang^^^±^°g^. 

^ K  (1  ±'t 8in2 q,')  /l— ^2 sino^'  l±k  "^ /l— ^2 sin2 q> 

Für  n  =  — 1  und  w  =  — k-  führt  die  Gleichung  4)  auf  besondere  Fälle 
allgemeinerer  Relationen,  welche  in  §  27  aufgestellt  sind. 

Die  Gleichungen  3)  und  11)  hat  Legen dre  fl.  c.  p.  i^jj  auf  fol- 
gende Art  noch  weiter  verallgemeinert  und  dadurch  ein  Mittel  gefun- 
den, die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  mit  com- 
plexen  Parametern  auf  solche  mit  reellen  Parametern 
zu  reduciren. 


t, 
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17) 
dann  ist: 
18) 
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t  = 


amg)COS<p  1 


1  +p  sin^g)  J 

1^_  d(_  _  1  1— (2+/^)8in^y+(l+2/j)/r2sin<y— ;j^2gin6y 

1-^qt^  d(p~ A  (H-j98in29))2(i— A:28rn29))+^sin29)(l— sinV) 
Man  setze: 

19)     (1  -\-px)'^{i—k'^x)-\-qx{l—x)  =  (1  -\-nx)  (1  +«\r)  {l+mx\ 

also: 

I  — p'^k'^  =  mnw',  /;2 — q — 2pk'^  =  m(n-\-7i)-\-7in.\ 
1  2p-\-q — /f2  =  f),i^fi-{-7i. 


10) 


In  19)  .r  =  1  und  x  =-r^  giebt  die  Relationen: 

21)  (H-Jö)2Ä:'2  =  (l  +  w)  d+w')  (1+w). 

22)  — ^  Ä-2  A-'2  =  (A-2  +  „)  {hl  4-  „')  (^2  _|_  jn). 

Es  seien  w  und  7i'  gegeben.    In  21)  aus  20)  m  = 
giebt  für  p  die  quadratische  Gleichung: 
(l+n)(l  +  w')' 


p^k^ 
um' 


substituirt 


P 

und  hieraus 
23) 


k""-  4-  A:2 


nn 


4-  2;;/t'2  =  (1  +  ?«)  (1  +  «')  —  Ä:'2 


± 


4-  A''2 


(1 +  «)(!+«')     1  + 


^2 


1+ 


A-2 


Sind  w  und  w'  conjugirte  complexe  Quantitäten,  n=^r-\-si,  n'=;' — si, 
so  sind  die  beiden  Werte  von  p  in  23)  reelle  Grössen.  Man  bezeichne 
dieselben  durch  p'  und  p".  Diesen  reellen  Werten  von  p  entsprechen 
nach  20),  oder  auch  nach  21),  je  zwei  reelle  Werte  von  m  und  q, 
welche  durch  m',  m"  und  q',  q"  bezeichnet  werden  sollen.  Wegen  der 
Gleichung  19)  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  18)  in  Be- 
ziehung auf  mvC-(p  in  Partialbrüche  zerlegen.  Mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  — p"^ k'^  =  m7^n' ,  folgert  man  aus  18): 

1       dt^_l  1—  (2  -\-p)  sin2y  +  (1  +  2p)  k^  sin'^y  —pk"^  sin  V 
J  (H-nsin2g))  {l-\-7i8in'^<p)  (1  +wsin2^) 


24) 


1  +  qt'^d^ 


+ 


B 


+ 


A  \p    '     1+W8in29)        l+n'8in29p   '    i-\-m8m'^<p 
wo  A,  B  und  C  die  folgenden  Bedeutungen  haben: 


E.nneper,  ellipt.   Functioneu.     2.  Aufl. 


16 
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25) 


A  = 


B  = 


71  {n — ti)  (n — w) 
7i'Hi2-{-p)n"^-{-il-\-2p)khi'-^pk^ 

71  (71 — 7i)(n — /}l) 

m3  -}-  (2  +^)  ?7r-  +  (1  +  2p)kh}i  -\-pk'- 


m(m — n)  (m — n') 

Den  Werten  ;/  und  p"  von  p  entsprechen  nach  25)  zwei  Wert- 
systeme A',  B' ,  C'  und  A"  ,  B" ,  C"  von  A,  B,  C. 

Mit  Rüelcsicbt  auf  den  Wert  von  t  aus  17)  giebt  die  Gleichung 
24)  integrirt:  _ 

na\  1  4.  sing)  COS 9)  \/ q 

26)  ^=  arc  tang  ^  ,      .  ,  -   .  -,-^^ 

\/q  l+;?sm2g)^/i_^2sinv^ 

=  ^^  F{(p)-\-An{7i,  cp)+Bn{7i,  (p)-\-cn{m,  <p). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  successive  p  und  /?"  statt  p,  diesem 
entsprechend  q ,  m ,  Ä ,  B' ,  C'  und  q  ,  m" ,  A",  B" ,  C  statt  q,  m,  A,  B, 
C,  so  erhält  man  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  i7(«,  9)) 
und  /7(n',  g^).  Sind  7i  und  m'  conjugirte  complexe  Grössen,  so  sind  in 
Folge  der  Gleichungen  20) — 23)  ;;,  q  und  w  reelle  Grössen,  nach  25) 
ist  C  ebenfalls  reell,  während  A  und  B  conjugirte  Grössen  sind.  Es 
lässt  sich  dann  allgemein  n{r±si,  cp)  ausdrücken  durch  F{g:),  i7(m',  cp), 
Il{rn' ,  <p)  und  trigonometi'ische  Functionen. 

Uebrigens  lassen  sieh  die  beiden  Gleichungen,  welche  aus  26)  für 
p=p'  und  p  =  p"  folgen,  allgemein  anwenden,  gleichviel  ob  n,  ri  reelle 
oder  conjugirte  complexe  Grössen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  19)  giebt  Gleichung  24),  sin2g)  =  ^  gesetzt: 

1— (2  -^P)x + (1  +  2;>)  k'^x^—pk'^x^  =  1-1-  ~—  4-  -^— -— 

(l+>w)(l  +  w'x)(l-f-w;r)  p      l-\-nx      1+n'a;      l-\-mx 

Durch  Wegschaffung  der  Nenner  auf  beiden  Seiten  erhält  man  leicht: 

P  ' 


27) 


A-\-B-^C=l- 


tn  ~\~  7i  ~\~  71 

A {,n  +  71)  +  ^(m + w)  +  C{n + n )  +     ^  ^^     =  —(2  +;;), 

Anm  +  B 77171-^ Ctm  H — —  =  (1  +  2/?)^^ 


mnn  

P    ~     ^    ' 

Man  kann  sich  auch  der  vorstehenden  Gleichungen  zur  Berechnung 
von  A,  B,  und  C  bedienen.  Ist  C  bekannt,  so  geben  die  beiden  ersten 
Gleichungen  27): 


« 
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(  A-j-ß^l—^—C, 
28)  l  P 

I  An-\-ßti  =  2-\-p-{-?n-\-7i~\-7i — C;». 

Diese  Gleichungen  gewähren  in  manchen  Fällen  flir  A  und  B 
leichtere  Berechnungen  wie  die  Gleichungen  25). 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  hat  Legen dre  die  Bei- 
spiele n=ke"\  n  =  ke~^*  (l.  c.p.  149)  und  n  =  — l-{-k'e"\  n  =  —  1 +A''e~"* 
ß  c.  p.  i^i)  weitläufiger  behandelt. 

Die  Gleichungen  20)  sind  auf  /.  i^y  unter  dem  Gesichtspunkt  be- 
trachtet, dass  m  eine  gegebene  eomplexe  Quantität  ist,  dagegen  n  und 
n  reell  sein  sollen.  Diese  zweite  Methode,  unmittelbar  n{?'-\-si,  q)  zu 
berechnen,  ist  etwas  weitläufiger  als  die  erste  darzustellen  und  scheint, 
wie  Legendre  selbst  auf/.  160  glaubt,  der  ersten  Methode  an  Einfach- 
heit nachzustehen,  welche  den  Vorteil  grösserer  Symmetrie  dar])ietet. 
Aus  diesem  Umstände  soll  die  zweite  Methode  von  Legendre  hier 
nicht  weiter  ausgeführt  werden. 

§  31.    Die  elliptischen  Integrale  di'itter  dJattnng  als  Functionen  des 
Parameters.    Die  ganzen  Integrale  dritter  (Gattung. 

Im  Chapärc  XXIII ^QmQX „Fonct.  ellipt"  (1, 132—140)  hat  Legendre 
das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  in  Beziehung  auf  den  Parameter 
differentiirt  und  gelangte  nach  einigen  Transformationen  zu  einem  sehr 
einfachen  Ausdruck  für  den  Dififerentialquotienten,  einem  Ausdruck,  mit 
dessen  HUlfe  sich  sowohl  Relationen  zwischen  Integralen  ergeben,  als 
auch  ein  Mittel,  die  ganzen  Integrale  auf  bemerkenswerte  Art  dar- 
zustellen.    Setzt  man: 

1)     p=r — "^^ 

J      (l+wsmä^))  1/1—^2  sm2(jp 


so  ist: 


2)  %-„;  +  '•=/   i 


dn  J      (1 +W8in2  95)2/1— Ä:2  8in2^ 

Die  Formel  9)  des  §  27  giebt: 
/    .    s  (    ■  ^^\   /*"  dq)  sin« cos«  1/1 — k'^^in'^a 

2(1 +n)       1+  /         -; "^^rr^-- :    = 7-^-^^^ 

V       n)J^     (l+n8in29))2l/i— Ä28in2^  1+Msm2« 

n'  J^      l/l-A2sm29)       nj^ 
+  fl  +  2^'-^^^^'^"  '^ 


(1  +  n  mxi^cp)  \J  1  —k"-  8in2  q) 
16 
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Führt  man  die  Bezeichnungen  F{a,k),  E{a,k)  und  P  aus  1)  ein,  so 
lässt  sieh  die  Gleichung  2)  mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  auf 
folgende  Art  darstellen: 


(1+w)   1  + 


k^ 


1  «in  «CO« « l/^=M^  _  kl  1  _ 

2  H-?iSin2a  2«2    ^       ^      2w "-    ^  '    ^         ^  '    ^-' 


Dividirt  mau  durch  \/  {i-\-n)[l-\ — );  so  ist 


3) 


dn 


PW  {l-^n)[l-\- 


k^ 


sin  a  cos  a  \/l — Ar^sin^a 


l+wsin^a 


2l/(H-n)(l+^) 

k'^F{a,k  F(a,k)  —  E(a,k) 


2w2  /(1+w)   1  + 


Ä:2 


2m  /(l+n)    1  + 


Ä:2 


Der  Einfachheit  halber  unterscheide  man  für  n  drei  Fälle. 

Erster  Fall.    n  =  (iot^ß. 
Substituirt  man  in  3)  für  P  seinen  Wert  aus  1),  so  folgt: 
"sini^l/l— Ä:'2sin2^  /•«  1  dg) 


dß 


cos/:/ 


r 


sin2/3+cos2/98in2  9P  \/i—/i'^sm'^g) 


_       sin  a  cos  «j/l— A:2  sin2  ß         cos2^  ,      k'^8m^ßF{a,k) 


+ 


8in2|3+cos2;3sin2a      \/i—k'^sm'^ß      coB^ß\/l—k'^8m^ß 
F{a,k)—E{a,k) 
\/l—k'Hva}ß 

Man  subtrahire  auf  beiden  Seiten : 

d  8in/9l/l— Ä:'2sin2(3 


dß  cos  ß 

und  setze  auf  der  linken  Seite  : 

Fia,k)  = 


F{a,  k) 


dq) 


-Xr2  sin2  ^ 
Die  obige  Gleichung  geht  hierdurch  über  in: 
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d 

dß\_ 


d(p 


sm/:/cosj3l/l— A:'2sin2/^  /         ^^^  ^f^ 

J^      1— cos2/:?cosVl/l— A:2sin2f/) 

_cos2/?  1 

cos2  a  C082/?  |/iZr;t'28m2^ 
F{a,  k)—E{a,  k) 


+  sin  a  eos  « l/l — k"^  sin^ « .  - 


=  —/'(«,  /^).  1/  l—k'"'  8in2  /9  +      / 

l/l— Ä'2sin2i9 

Diese  GlciehuDg  integrire  man  nach  /^  zwischen  den  Grenzen  0  und  ß, 
bezeichne  die  Integration svariabele  durch  rp.    Es  folgt  dann: 

4)       sin/9coSi9l/l-A:'2sin2/3  '  ^^^'^  ^^ 


^^      1— C0S2/3  CO829)  1/  i_/t2  gin2  ^ 

.     •                ■/:; — ■„  .  .,      r           C082a)                     <?© 
+  sinacosal/] — A:2sin2«  / —-- — ; ^ 

J  1— C082  a  C082  (jP    |/  l_/t'2  sin2  fp 

F{a,  k)  I     \/\-k"^Bm\d^  +  {F{a,  k)~E(a,  k)]  f^JZ^^f, 

=  C—[F(a,  k)  E{ß,  k')  +  E{a,  k)  F{ß,  k')—F{a,  k)F{ß,  k')l 
Es  bedeutet  C  eine  Constante  in  Beziehung  auf  ß.    Da  nun   die  vor- 
stehende Gleichung  durch  Vertauschung  von  ß  mit  a  und  k  mit  k'  un- 
geändert  bleibt,   so  ist  C  eine  absolute  Constante.    Nimmt   man  in  4) 
k  =  0,  so  folgt: 


=  C- 


8in/3co8/3 


•f^ 


Gos'^g) 


rf^p+sin 


acosa  /    


cos  9) 


eo82/?cos2^  "^  '  /     1 — cos2acos293 

=  C — «y'  eo&(pdg)  =  C — asinjS, 


dg) 


jt 


Eine  leichte  Rechnung  giebt  C  =  --    Die  Gleichung  4)  wird  dann : 


5)     sinj3cos/?l/l— Ä'28in2/3 


+  8inacosa|/l — k^fiin'^a 


coa^(p 


dg) 


—  C0S2^C082^    ]/l—k'ism^g) 


0082^) 


dg 


— C082«C0829)  ]/i~k''8mg) 


31 


Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  Gleichung  33)  von  §  20,  welche 

dort  auf  einem  von  dem  obigen  sehr  verschiedenen  Wege  abgeleitet  ist. 

Um  Wiederholungen   zu   vermeiden   soll  flir  die  beiden  folgenden 
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Fälle  die  Gleichung  H)  etwas  trausformirt  werden.     Mau  subtrahire  auf 
beiden  Seiten 


V(l+,0(l+| 


n 


dn 


F{a,  k\ 


setze  links  P  und  F(a,  /.)  in  Form  von  Integralen.    Es  ist  dann 

sin^^D  dtp 


6) 


dn 


(1  +  «)(^1  + 
1 


W 


2   /(1+w)    1  + 


/t2 


Fia,  A) 


(1  +w  sin2(jp)  [/l— A:2  8in2  fp_ 

sin  «  cos  a  \/l — k"^  8in2 « 
1+W8in2a 

/^(a,  k)—E{a,  k) 


2   /  (l+n)H- 


^2 


2n    /(1+n) 


(-^1 


Zweiter  Fall,    n  =  — l+A:'2sin2/9. 

In  diesem  Falle  giebt  die  Gleichung  6)  nach  ß  innerhalb  der  Grenzen 
0  und  ß  integrirt: 

sin^^p  d(p 


7)    A:'2sin/3coS(?i/l— Ä'2  8in2^ 


?  r ^  .  

jf      l-{l—k  28in2|3)sin29)  /i-A^gjna^, 

./:; — ,0  •  .       /"'^      l/l— A'28in29)        ^ 
=  sin  a  cos  a  i/ 1  —k^  sin2 «   /     — ^  .-    ^.     ~  rfgp 

^  I      cos2a+/t  2sin2a8in29)   ^ 

—  [F{a,  k)Fiß,  k')  +  F{a,  k)F{ß,  k')—F{a,  k)F(ß,  k')]. 

Die  Hinzufügung  einer  Constanten  ist  unnötig,  da  die  vorstehende 
Gleichung  mit  a  identisch  verschwindet.  Mit  Hülfe  der  Gleichungen 
3)  und  13)  von  §  30  lässt  sich  die  obige  Gleichung  etwas  symmetrischer 
darstellen.  Vertauscht  man  in  den  bemerkten  Gleichungen  k  mit  k', 
so  findet  man  die  folgende  Eelation,  welche  sich  auch  ohne  Schwierig- 
keit direct  verificiren  lässt: 

sin  90  l/l^^^^F2sin2^  l/w-f-Ä'2 


7i{k'^-{-7i)    d(p 
i/l— Ä:'2sin29) 


arctang 


+ 


cos9)l/w(l+w) 
Ä:2sin2g)  1 


?i4-/r'2sin2<p       n+1— (/r  2_|_„)gin2g,  j/i_^'2 gin2g, 

Integrirt  man  nach  tp  zwischen  den  Grenzen  0  und  ß,  setzt  n  =  eoPa, 
so  ist: 
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arc  tang  (tang  a  tang  ß  \/l  -A-2  8in2 «  [/l — //2  sin^/?) 

./^i — 7^^-^    r^       l/l— A-'2  8in'V 
=  8in  a  cos  «  ^  1—^2  sm2 «  /      —  J^  _^.       c?® 

+  A-28m«co8a/r=ÄE2«  /''' ,       ff7^  ,  .  ,      —M=^' 

J^      1— (1— /r2  8in2a)sm2<p  |/i_;t'2smV 

Die  Gleichung  7)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Art  darstellen: 


8)    /t'2  8in|3cosi3l/l— ^' 


8in2  9D  dg) 


(1— A'2  8in2/9)8in2  9  i,/i_Ä-'2sin2g) 

+  ^28inacos«l/l-yt2sin2a  Z' ^ fj^^,   ^  .  ^       , ^^ 

y      1— (1— /-^Sin2a)sm2  9p  |/i_A:  2  sin2  g) 

=  arc  tang  (tang  a  tang  (9  / 1 — k'^  8in2  a  j/i — Ä:'28in2^) 
—[/-(«,  Ar)  ^(/3,  k')  +  E{a,  k)  F{ß,  k')—F{a,  k)  F(ß,  k')] 

Dritter  Fall,    n  =  —k'^Bin'^ß. 
Aus  der  Gleichung  6)  erhält  man  leicht  durch  Integration  in  Beziehung 
auf  ß: 

sin2^  dcp 


\/l—kHm^ß  I    - 


9)    kHmßQOBßy.    ..  ^.^  ^  g      ^     /9  •  00  •  0       / 

-A28inaco8al/i=;t^8-in^  /^^         '^^  .  ,       ,       ^^ 

y     1— A2  8in2 «  8m2  g)  |/i_yt2  sin2  9) 

=  ^(«,  A)  E(ß,  k)-E{a,  k)  F{ß,  k). 

Die  Hinzufügung  einer  Constanten  ist  unnötig,  durch  Vertausehung 
von  a  mit  ß  würde  dieselbe  negativ  werden,  woraus  folgt,  dass  die 
Constante  verschwindet. 

Die  Gleichung  9)  enthält  nur  den  Modul  Ar,  während  in  den 
Gleichungen  5)  und  8)  auch  noch  der  Complementärmodul  A'  enthalten 
ist.  Auf  diesen  Umstand  hat  schon  Legendre  (Fond.  dl.  1, 141)  auf- 
merksam gemacht  wobei  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  bemerkten 
Gleichung  ihm  entgangen  ist,  welche  zuerst  Ja eobi  hervorgehoben  hat. 
Indem  Jacob i  eines  der  Integrale  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
9)  als  Typus  eines  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  nimmt,  folgt, 
dass  die  Quantität  ß,  welche  in  dem  ersten  Integrale  als  Constante  auf- 
tritt, in  dem  zweiten  Integrale  als  obere  Grenze  (Argument)  erscheint. 
Analog,  nur  umgekehrt,  verhält  sich  a  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Integrale.    Bezeichnet  man  durch  — A2sin2a,  — A''-sin2|3  die  Parameter, 
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so  enthält  die  Gleichung-  9)  das  Mittel,  in  einem  elliptischen 
Integrale  dritter  Gattung  Argument  und  Parameter  mit  ein- 
ander zu  vertauschen.  Auf  dieses  Verhältnis  soll  bei  Jacobi's 
Behandlung  der  betreffenden  Integrale  zurückgekommen  werden. 

Aus   den   Gleichungen  5),  8)   und  0)   fand   Legendre,   dass  die 

TT  , 

Integrale,  deren  obere  Grenze  ist,  d.  i.  die  ganzen  elliptischen 
Integrale  dritter  Gattung,  sich  durch  die  elliptischen  Integrale 
der  beide 
findet  man: 


7t 

der  beiden  ersten  Gattungen  ausdrücken  lassen.    Für  ct=  — 


I r—, — 7.    P 1  COS^GP  dm 

sin/3cos/?l/l— A:2sin2|9  /  ^ 


— cos2/3cos2  9)   l/l— yt^sin^^) 
=  ^  —[KEiß,  k')-\-EF(ß,  k')-KF{ß,  k% 


Ä'2  8in/3cosi3l/l- 


-k'hm^ß  /  "^- 


sin-q)  dq) 


(1— /f'2sin2/?)sin2  9)  |/i_yt2gin2^ 


=  ^"  -VKE{ß,  k')+EF(ß,  k')-KF{ß,  k')\ 

Ä2sin/?co8|9l/l— Ä2sin2/3  /  ^- — r/!^7?---^ ,      ^^  . 

^'^  J        1— /f2sm2i3  8in2(p  |/i_^2gin2gj 


=  KE{ß,k)-EF{ß,k). 
Die   beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  führen   für  ß  = 


üt 
Y 

wieder  auf  die  Gleichung  27)   des  §  29  (S.  232)   zurück,   nämlich  die 

Legendre'sche  Gleichung: 

—  =  KE'-VK'E—KK'. 
2 

§  32.    Das  Additionstheorem  der  elliptisclien  Integrale  dritter  Gattung  nach 

Legendre. 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  hat  Legendre 
(Fond.  eil.  I,y4)  ein  Additionstheoreni  aufgestellt,  welches,  in  Ver- 
bindung mit  den  entsprechenden  Sätzen  für  die  Function  F{(p)  und 
E{(f),  sich  zu  einem  allgemeinen  Additionstheorem  für  die  elliptischen 
Integrale  überhaupt  ausdehnen  lässt. 


I 
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Man  setze: 

1)  F{(p)+F{xp)  =  F{0), 
und : 

2)  5  =  /7(«,  y)  +  /7(M,  rp)—n(n,  o), 

wo  ö  als  Constante  angeseheu  wird.    Nach  §  28,  15)  (S.  217)  ist; 

3)  £{rf)  -\-  E{ip) — E{ö)  =  k-  sin  y  sin  \p  sin  o. 
Die  Gleichungen  1)  und  3)  diflferentiirt  geben: 

1^   +    .  '    =  0,  /i{(p)dg)-\-A{rp)djp  =  Ä-^  sinörf  (sin  r/)  sin  t^). 

Hieraus  folgt: 

d<p  dtf)   /i2sinörf(8in9)sinT/;) sinö^Csin^Jsin?/;) 

^       J (9:)  ~~  J(tp)~     A{g))^—J(rf))^    ~   sin>— 8in2  9)    ' 
Die  Gleichung  2)  differentiirt  giebt: 

^g 1 #   _| 1_  _„    d\p   ^ 

1 + nsin V  ^  M      1+n  sin-  ^  A  (ip) ' 
oder  nach  4): 

-  W8inöc?(sin9)sini/;) 


(l+^isin^^))  (l-\-7ism-ip) 
Die  Gleichung  cosö+sinr/ sin?p  J(ö)  =  cos 9) cos»/;  quadrirt  giebt: 

[cosö  +  sin9:sin?p /J((j)j2  =  1 — sin^^D — sin-»/;+sin29?sin-jp 
oder : 

sin^gj+sin-ip  =  sin2ö — 28ingpsint^  cos 0J0+ (sing) sin i/;)2A2  8in2ö. 

Substituirt  man  diesen  Wert  von  sin^gp-f-sin^i/;  in  den  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  5),  so  nimmt  dieselbe  folgende  Form  an: 

wsinö<?(8in9)sinv) 

l+nsin^ö — 2ncoso  A(o)  Bmg)mn'ip-\-{n-+nk^sm^o)  (sin 9)  sin  1^)2 
oder : 

^,  Bin  ö{n-\-k-  sm'^o)d{mnq>  simp) 

bj     db  —  -,      p-  • 

[(w+A^^sin^ö)  singpsint/?— co8(J/:l(ö)]2+(l  +  ?0  f  1  +  -  )  sin^ö 

Für  ff  =  0  ist  nach  1)  ip  =  ö,  dann  verschwindet  S  nach  2). 
Integrirt  mau  die  Gleichung  6),  bestimmt  die  Integrationsconstante 
durch  (p  =^  0,  setzt  links  für  s  seinen  Wert  aus  2)  ein,  so  folgt: 

/7(«,y)+Z7(«,V.)-W(»,ö)  =  l/(j^„/^^,+-)X 


arc  tau 


(«+/f2sin2ö)  sing)  sin  1/; — co8ö//((J)  (/  n 


d.  i. 


sino  1/    (1+n)  (^'H?0. 

1  /  u  cosöJ((j)  1  / n 

+  1/  (l+n)  (/t2+,ö  ''^'''    ^°^       «iiö       1/  (T+n)  (^2+n)' 
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7)         /7(»,  9))+/7(«,  ipy— Hill,  0) 

=^  I  /~       ^^  ai-e tanff  (^  siny  sin y? sing  l/n(l+n)(F+^  \  ^ 

V  (l+n)(A:2-|-n)  °\l+?jsin2ö — ?isiny  sin ?^ cos ö //((>)/ 

In   Folge   der   Bedeutungen   von  sinö,  eosö,   z/(ö)   lässt   sich  der 
Factor  von  n  im  Nenner  des  Arcus-Tangens  auf  folgende  Art  darstellen: 

8)  [sin-  0 — sin^D  sin  rp  cos  o/i  (o)]  [l — k^  sin^  cp  sin^  t^] 

:=  sin^  g) + sin2  ip — (1 + A-2)  sin^  fjc-  sin-  j/;  +  sin  9)  sin  ip  cos  cpcostp  /1  {(p)  A  (ip). 
Die  Gleichung  7)  enthält  das  Additionstheorem  für  die  ellipti- 
schen Integrale  dritter  Gattung  und  ist  anwendbar,  wenn  n  = 
eot^a,  oder  m  =  — l-f-A'^sin^a. 

Ist  aber  7i  negativ  und  kleiner  als  1,  also  «  =  — k-sin'^a,  so  wird 
die  Gleichung  G)  für: 

9)  t  =  k"^  (sin2  ö — sin2  a)  sin  g)  sin  tp  sin  «, 

sin  a  sin  0  dt 


10)  dS  = 


[t — sin  a  eosö  J  (ö)]2 — [sin  0  cos  a  A  (a)]2 


tang« 

2Ä{ä) 


—dl 


sinöcosa  J(«)+sin«cosöJ(ö) — t 

+  _J n^^ " . 

sin  ö  cos  a  A  (a) — sin  a  cos  0  J  (ö) + 1_ 

Um  einer  zu   grossen  "Weitläufigkeit   der  Formeln   zu  entgehen,  setze 

man  zur  Vereinfachung: 

(   .    ,       sinöcosaz/Ca) — 8inacosöJ((>) 

sm;.  = — r^^ — r-^- » 

^-  j  1 — k^sm^asm^ö 

'  j    .      sinöcosa  J(a)-|-8inacos(J  J(ö) 

l  ^^"'^  ~  I^^"28in2asin2(> 

Diese  Gleichungen  geben: 

^„.  •    ,    .  sin2ö — sin^« 

12)  sm  -^  sm  «  =  ^ — ..,  .  ^ — ^tz  ' 
'  ^       1 — /t^sm^asm-^ö 

In  Folge  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Integrale  erster  Gat- 
tung sind  die  beiden  Gleichungen  11)  den  folgenden  Gleichungen 
aequivalent : 

(      r^ dw         P^drv r'drv        C^ ^^  \      f*"^dw C  dw 

13)  s «/(,  e/o  */o  «/o  */o  «/o 
\                                      A  =  1/1— A:2sin2w. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  11)  lässt  sich  die  Gleichung  10) 
nun  schreiben: 


dS  = 


tanga 


-dt  —dt 


2A («) L(l — A:2  8in2  a  sin2  0) sin  fi—t     (1—k^  sin2  a  8in2  0) sin  A-f  ?_ 
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Die  vorstehende  Gleichung  werde  nach  /  integrirt  und  für  t  der  Wert 
aus  9)  substituirt.  Restimmt  man  die  Integrationsconstante  durch  9)  =  0, 
so  ist  auch  /  =  0.  Setzt  man  schliesslich  für  S  den  Wert  aus  1)  ein 
und  n  == — /f^sin-a,  so  folgt: 

//(— A-28in2ß,  9;,)+/7(— r- sin2a,  ip)—n(—k'-  am"- a,  0) 

tang«.     (1— A-28in2a8in2ö)sin|M — k'^{sm^a—8m'^a)sm^mnrpmna 

2J(fö    ^(l — Ä2sin2asin2 0) sin)w+^2 (sin2ö — sin2a)8in cp smtpsm a 
4.  tang«        sinA 
"^  2J(a)  ^sin^ 
Auf  der  rechten  Seite  ziehe   man   die  beiden  Logarithmen  zum  Loga- 
rithmus  des   Products    zusammen.     Mit  Rücksicht   auf  die   Gleichung 
12)  ist  dann  Zähler  und  Nenner   durch    sin2ü — sin2a  teilbar,  die  obige 
Gleichung  vereinfacht  sich  in  folgende: 

14)       /7(— /t2  sin2a,9:-)-|-i7(— A-2sin2a,tp)— Z7(— A'28in2a,ö) 

tang«,        1 — /:2ging5giji^gi]2ßginj, 

2 J  («)  °  ■  1  +  A  2  sin  (^  sin  xp  sin  a  sin  n 
Wir  haben  also  das  Resultat,  dass  für  die  elliptischen  Integrale  der 
dritten  Gattung  n(7i,(f)-\-n(7i,ip)—n(n,o)  entweder  gleich  einem  Arcus 
Tangens  oder  gleich  einem  Logarithmus  ist.  Für  die  Integrale  erster 
Gattung  wurde  Fi(p)-\-F(ip) — F(ö)  =  0,  und  für  die  Integrale  zweiter 
Gattung  Ei<p)-^E(ip) — £(ö)  gleich  einer  algebraischen  Function. 

Die  vorstehende  Gleichung  lässt  sich  auch  direct  aus  der  Gleichung 
7)  herleiten  unter  Benutzung  von: 

«arctang22  =  -logy-^- 

Mit  Rücksicht  auf  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und  14)  hat 
Legendre  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  zwei  Classen 
zerlegt,  über  deren  Terminologie  sich  in  der  „Theorie  des  Fo7ictio7is 
elliptiqiies" ,  Dcuxümc  Supplement,  p.  138  folgende  Bemerkung  findet: 
„Nous  appelons,  pour  abreger  fonction  ä  parametre  logarithmique 
la  fonction  de  troisieme  espece  dont  le  parametre  est  — A-2sin2ß,  k  etant 
le  module.  On  sait  que  ces  fonctions  different  essentiellement  de  Celles 
de  la  meme  espece  dont  le  parametre  est  ou  peut  etre  ramene  ä  la 
forme  — l+A-'2  8in2«,  Ic  6tant  le  complement  de  k.  Ces  dernieres  devront 
etre  appelees  fonctions  ä  parametre  circulaire." 

Diese  Unterscheidung  hat  gegenwärtig  eigentlich  nur  noch  ein 
historisches  Interesse;  die  ganze  Auffassung  des  elliptischen  Integrals 
dritter  Gattung  ist  insofern  eine  zu  beschränkte  und  in  mancher  Hin- 
sicht etwas  unbequeme,  als  eine  bestimmte  Form  des  Integrals  unter 
einer  grösseren  Anzahl  gleichberechtigter  Formen  ausgewählt  und  durch 
eine  besondere  functionale   Characteristik   ausgezeichnet  wird.     Es  er- 
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fordert  dieses  bei  Untersucbungeu  ein  beständiges  ZurUekkommen  auf 
die  beliebig  gewählte  Normalform,  eine  Reduction,  welche  nicht  immer 
ohne  beschwerliehe  Rechnungen  auszuführen  ist.  Diese  Bemerkungen 
beziehen  sich  nur  auf  die  folgenden  Untersuchungen  über  den  Zusam- 
menhang der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  mit  den  Theta- 
Functionen.  In  einer  grossen  Anzahl  von  Fällen,  namentlich  bei  geo- 
metrischen Anwendungen,  wenn  es  sich  nur  um  einfache  Transforma- 
tionen und  Additionen  elliptischer  Integrale  dritter  Gattung  handelt, 
wird  die  Unbequemlichkeit  der  gewählten  Bezeichnung  77  durch  den 
ausserordentlich  elementaren  Character  der  von  Legend re  angewand- 
ten Methode  fast  aufgehoben. 

§  33.    Ausdruck  des  Parameters  in   den  elliptiselieu  Integralen  dritter 
(iattung'  durch  elliptische  Functionen. 

Die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  das  Integral 
1)  77(n,9)=''^  '^^' 


r 


(1  H-n  sin2  ^')\/l — Ä2sin'V 

setzt  den  Parameter  n  in  der  Form  — k'^-^n^c  voraus,  wo  c  eine  be- 
liebige reelle,  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist.  Um  die  nach- 
folgenden Betrachtungen  nicht  zu  unterbrechen,  soll  der  Nachweis  über 
die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  geliefert  werden.  Eine  weitere  Unter- 
suchung über  diesen  Gegenstand  enthält  die  Abhandlung  von  Richelot 
,,Darstclliing  einer  beliebigen  gegebenen  Grösse  durcJi  sin  am  (w+w,  ä)" 
(Grelle  J.  XL  V,  22^ — 232).  Vgl.  auch  P.  M  a  n  s  i  0  n :  „Sur  la  theorie 
des  fonstions  clliptiqncs" ,  Belg.  Bull,  fj)  VIII,  180 — 182,  1884. 
Man  unterscheide  für  n  die  folgenden  Werte: 

a)  n  liege  zwischen  0  und  — k\ 
Man  setze  n^ — k'^^n'^a.,  wo  O^a^K. 

b)  n  liege  zwischen  — k"^  und  — 1. 

Es   liegt   dann    sn^c   zwischen    1    und      .     In   diesem   Falle    nehme 

man  n  =  — k'^sn-  (A'-\-ia)  =  — k"^  3-^—  =  ^j-^tt — 777 ,  wo  O'^a^K'. 
'  dn2m      dn2(a,/r)' 

c)  n  liege  zwischen  — 1  und  — oc. 
Man  setze  n  =  — k'^%Yi^{a-{-iK')  = — -,  wo  0^«  =  ^^. 

d)  n  positiv. 

Man  setze  «  =  — k''-'$>\i^ia  =  kH\i^{a^li\  0~a=K. 

Ist  also  M  reell,  so  kann  man  immer  n  =  — Ar-sn^c*  setzen.  Nimmt 
man  in  1)  (p=^a,mu  und  cp'  =  amw,  so  lässt  sich  die  Gleichung  auf 
folgende  Art  schreiben: 
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n{ — k-  sn-c,  am  ?<)  = 


oder  auf  beiden  Seiten  ii  =  1    div  subtrahirt: 


II  =  j    div  i 


2)  77(— A-2sn2  c,  am  w)— z<  =  /    ^—  7^^ ^-  dtv. 


Ist  n  eine  complexe  Quantität,  so  sei  n  =  |M  +  jV.    Man  setze : 

3)  (i-\-vi  =  —k'^  8n2  (a  -f-  ^>  /), 
also: 

4)  (i — V  i  =  — Ä-2  8n2  (a — b  i). 
Die  Gleichungen  3)  und  4)  geben: 

k'^-i-{i-\-vi  =  k'^cn-ia-\-bi),  l-^(i-\-vi  =  dn'^{a-{-bi), 
k^-{-fi — V  i  =  k'^  en-  {a — b  i).  1  -\-fi — v  i  =  dn-  (a — b  i). 
Zur  Vereinfachung  führe  man  folgende  Hülfsgrössen  ein: 

I'  — ft — V  i  =  A-  (cos  2a  +  «sin  2a), 
k^-+fi-^vi  ==  B^(coa2ß-\-ism2ß), 
l-\-fi-^vi=  C^  (cos  2/ + /  sin 2/). 
Die  Quantitäten  A,  B.  C,  a,  ^,  /  sind  dann  auf  folgende  Art  als  Func- 
tionen von  //,  V  und  k  bestimmt: 

J       — H  =  ^2  cos  2a,     —V  =  ^2gin  2a, 

7)  I    Ä2-f,tt  =  ^2cos2^,         i^  =  52gin2/?, 
I     l+jw=  ^20082/,         i^=C^sin27'. 

Aus  den  Gleichungen  3),  5)  und  6)  zieht  man: 

[  kau{a-{-b i)  =  A (cos a  +  i sin «)  =  -4e"\ 

8)  ^cn(a+^>0  =  ^(eo8|34-asin/9)  =  ^e^*, 
y    dn  (a + 6  0  =  <^  (cos  7 + /  sin  y)  =  Ce^K 

oder  — i  statt  i  gesetzt: 

j  k an(a — b i)  =  A (cos a— /sin a)  =  Ae~"\ 

9)  I  A:  cn {a—b i)  =  B  (cos  ß—i  sin  ^3)  =  Be—ß\ 
\    dn  (ö — b  i)  =  C  (cos  y — /  sin  y)  =  Ce^'^K 

Nun  ist:  2a  =  a-f&/4-a — &/,  2bl  =  a-i-bi — (a — bi\  also 
sn  2a  =  sn  [(a + &  0 + (« — ^  0] 

sn  (a + &  0  en  (a — b  i)  dn  (a — b  i) + sn  (a — b  i)  cn  (a  -f-  ö  i)  dn  (a + ö  i) 

T^kHn'Ha+b'i)a^Ha^bT) 
Aehnlich  lassen  sieh  cn2ö.  dn2ö,  sn2&?,  cn  2i  i  und  dn  2^ /  mittelst 
des  Additionstheorems  ausdrücken.     Unter  Zuziehung  der  Gleichungen 
8)  und  9)  findet  man: 
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10) 


ABC    e^"- 

-ß- 

-y)«^.^— («-/^— y)« 

2.4^Cco8(a— /9— 7) 

sn2a—    ^2    • 

/t2 

Ä2— ^4 

IP-     Ä^C- 

en  2«  = -7— 

— 

,0      ..   ' 

yt2 


^2— ^4 


^2^2 


du2rt  =  - 


11) 


Die 
Division 


>2 

sn2/^/  =  2i ,^    ,/     "^ 

k- — A* 


en  2h  i  = 


dn2&j  = 


^2 -1-^2  ^'2 
Ä2— ^4      ' 


k'^—A* 

V 

beiden    ersten  Gleichungen   von 


12) 


tn2a  = 


tn  2&2  = 


2ABC 

B'i—A'i  ^2 

2iABC 


10)   und    11)   geben    durch 

cos  {a — ß — 7), 
sin(a — ß — 7). 


14) 


Setzt  man  weiter: 

13)  ^C=^tangö, 

so  lassen  sich  die  Gleichungen  12)  einfacher  sehreiben: 
1  tn2a  =  tang2d  .  cos  (« — ß — 7), 
y  tü.2hi  =  i sin2d  .  sin  {a — ß — 7). 
Die  letzte  Gleichung  14)  lässt  sich  auch  schreiben: 
sn(2ö,  ä')  =  sin2d  .  sin  (« — ß — 7). 
Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  a  und  h  für  einen 
gegebenen  Modul /t  bestimmen.    Man  kann  also  immer  den  Para- 
meter n  in    der    Form  — k-mn^-^imc   voraussetzen,    wo  c  eine 
beliebige    reelle,   imaginäre    oder   complexe  Quantität   ist. 
Ueber  diese  Darstellung  vergleiche   man:   Durege:   „Theorie  der  el- 
liptischen Functio7icn"  §  6y. 

§  34.    Jacobi's  Reihenentwlckelungen  für  die  elliptischen  Integrale  dritter 
(Gattung  und  dessen  erste  Darstellung  des  Additionstheorems. 

An  Stelle  des  von  Legendre  gewählten  Typus  eines  elliptischen 
Integrals  dritter  Gattung  hat  Jacobi  in  §  51  der  ,,Fu7idamenta"  (Ges. 
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Werke  I,  igy)   eine   andere  Normulform   aufgestellt,   welche  von  der 
erstereu  nur  unwesentlich  unterschieden  ist.     Er  setzt  nänilicli 


n{u,u,k)  = 


r  k'^%'ü.aQ.\ya^\ia%\i^udu /^^A^sinacosa  Jßsii 

"  /  1— A2sn2äsn2M        ~  /  "  [ l— ^2gin2ß  giniffil 


sin^  (f)  d<p 


wo  9)  =  amM,  a  =  ama.     Dieses  Integral  würde  nach  der  Bezeichnung 


Legendre's  sein: 


tga  tg« 


Das  von  Jacobi  gewählte  Integral  gestattet  eine  unmittelbare  Ent- 
wickelung  in  eine  unendliche  Reihe,  deren  genauere  Untersuchung 
schliesslich  darauf  geführt  hat,  für  das  elliptische  Integral  dritter  Gat- 
tung keine  besondere  Normalform  anzunehmen,  sondern  jedes  der  16, 
resp.  20  Integrale,  welche  sich  ergeben,  als  mit  der  Normalform  gleich- 
berechtigt anzusehen.  Da  die  ersten  Untersuchungen  von  Jacobi  über 
diesen  Gegenstand  von  grossem  Interesse  sind,  so  möge  derselben  hier 
eine  kurze  Erwähnung  geschehen. 
Es  ist: 

0/    ,  u\        0/      rx      ,,  6?  snftcnidnisn^M 
sn2(M+6) — sn2(M — h)  =  2 


Setzt  man  u  = 
80  folgt: 

1) 


du  1 — k^sn^b  su'U 
,  0  =  ,  multiplicirt  aui  beiden  Seiten  mit  — r— , 


jc     dx 


2Ka      2ha  ^   2Ka     „ 
sn cn dn sn^ 

JC 


2Kx 


31 


JC 


JC 


-k^sn^ 8n2 

JC  JC 


=m 


sn 


,2Kix+a) 


-sn2 


2K{x—ay 


JC  JC 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  Gleichung 
35)  §  24  (S.  174)  nach  dem  Cosinus  der  Vielfachen  von  2{x-\-a)  und  2{x — a) 
entwickeln  und  mithin  auch  als  Differentialquotient  zweiter  Ordnung 
in  Beziehung  auf  x  einer  noch  näher  darzustellenden  Reihe  ausdrücken. 
Man  findet  leicht: 


r  =  OD 

V 


sn 


^2Kix-\-a) 

JC 


-sn 


,2K(x—ay 


JC 


=  8   ^  [cos  2r  (x—a) — cos  2r  (x  -f-  a)]  - 


rq*^ 


Die  rechte  Seite   ist  aber  der  zweite  Differentialquotient  nach  x  von: 
<C08  2r(x-|-rt) — C08  2r(a; — ä)     q''     ,      d-(x — a) 

I^r  —  log  ÖTf^^)  ' 


2 


OD 

2' 
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wie  mittelst  der  ersten  Gleichung  38)  des  §  24  unmittell)ar  folgt.  Mit 
Rücksicht  auf  das  Vorstehende  lässt  sich  die  Gleichung  1)  auf  folgende 
Form  bringen: 

2Aa      2Äa,    2äö    „2Ä'a; 


^  sn ^en dn^'^^^8n2- 

2Af  2  d         x         jc         Jt  jt 

It'      dx         '.      7.     „2A'a    ßKx 


lV 


1— r-sn2""-8n2- 

jt         üi 

rq' 


=  4^.  [cos  2r  {x — a) — cos  2r(.r+ö)]  t^;^-^  = 


1  rf2        Q-{x~a) 


Diese  Gleichung   zwischen   den   Grenzen  0  und  x   integrirt  giebt,  da 
^X—a)  =  —»\d) : 

2Ka      2Ka.    2Ka     JiKx 
sn cn dn sn^ 

2ä  -2  ül  7C  ÜC  JC 

~7i  '      7.     „2ä"ö     J2Kx 


2) 


1— A-2sn2~ 


jt 


sn^ 


:;r 


=  2^  [sin  2;-  (.v — a) — sin  2r  {x + a)  +  2  sin  2raJ  t-^^ 


1  d,     d-(x—ä)  ,  d-'ia) 


2dx    ''d-ix-\-a)  '  ^(«) 

Von  der  Gleichung  2)  macht  Jacobi  in  den  „Fundamenta" 
einen  doppelten  Gebrauch;  sie  dient  ihm  sowohl  zur  Reihenentwicke- 
lung eines  elliptischen  Integrals,  wie  zur  Herstellung  eines  Additions- 
theorems, welches  nicht  wesentlich  von  Legendre's  Theorem  ver- 
schieden ist. 

In  der  Gleichung  2)  werde  nach  a-  zwischen  den  Grenzen  0  und  x 
integrirt.    Bezeichnet  man  die  Integrationsvariabele  durch  z,  so  ist: 


3) 


,^      2Äa      2^^«,    2Ka     ^2Kz 
k^  sn cn dn sn2 

JC  Jl  Jt  JC 


dz 


1—^2  sii2 gii2 


Jt 


Jt 


_  "V^  ^x  sin  2rtt — cos  2r  ix — a)  -\-  cos  2r{x  -}-  a)     q"" 

^1       ^x-a)     na) 
2^d-{x-]-ay   ^{a) 

Nimmt  man  am =  a,  am =  93    und    substituirt    in    dem    links 

Jl  Jt 

2Kz 

stehenden  Integrale  der  Gleichung  3)   am =  w,  so  geht  dieses  Inte- 

jt 

gral  über  in: 
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1— /:2  8in2«  sin^w       {/i—k'^sm'^w 

Die    Jacob i'sche    Bezeichnung    (Fund.    §  j/,    Ges.     Werke   I,    igy) 

nl >  ■,  kj  oder  kürzer  77  f >  j  hat  die  Unbequemlichkeit, 

eine  schon  von  Legend re  fixirte  Characteristik  in  anderer  Bedeutung 
zu  gebrauchen  und  ihren  Zweck  insofern  nicht  ganz  zu  erfüllen,  als 
noch  15  andere  Integrale  existiren,  welche  dem  in  3)  enthaltenen 
Integrale  analog  sind. 

Die  Bedeutung  der  Gleichung  3)  ist  nun  folgende.  Das  Integral 
der  Gleichung  enthält  die  Variabein  x,  a  und  k.  Da  die  Quantität  q 
der  Theta-Funetionen  nur  von  k  abhängt,  so  folgt,  dass  in  der  Summe: 

nur  Functionen  von  zwei  Argumenten  vorkommen.  Diese  merkwür- 
dige Eigenschaft,  dass  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung 
von  Legendre,  welches  drei  Argumente  enthält,  sich  auf 
Functionen  mit  nur  zwei  Argumenten  reduciren  lässt, 
hat  zuerst  J  a  c  o  b  i  entdeckt  und  besonders  hervorgehoben  am  Schlüsse 
von  §  49  der  Fundamenta  (Ges.  Werke  I,  193).  Man  vergleiche 
hierüber  auch  Ami.  de  l'£c.  Norm.  VI,  r^2,  wo  sieh  folgende  Be- 
merkung Jacobi's  an  Legendre  findet:  „D'ailleurs  eile  montre  que 
les  Fonctions  Elliptiques  de  ti'oisieme  espece  dans  lesquels  entrent  trois 
variables  se  ramenent  ä  d'autres  transcendantes  qui  n'en  ont  que  deux, 
deconverte  qui  vous  interessera  beaueoup." 

In  §  54  der  Fundam.  giebt  nun  Jacobi  folgenden  Beweis  des 
Additionstheorems  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung.  Die 
rechte  Seite   der  Gleichung   2)   lässt  sich  auf  folgende  Art  darstellen: 

1  W{x—d)  _  1  d-\x-^a)     ^'^)_  _  _1    \ogd-(x—a)^{x-^a)     d\og&(a) 

2  ^x—a)      2  &ix-^a)  "'"  &(a)  ~      2  da  "'         da 

Integrirt  man  die  Gleichung  2)  nach  a  innerhalb  der  Grenzen  0 
und  a,  so  folgt: 

Wofj  ~ ,     ,.    ,2Ka    JKx' 
Für  a=  — -— i  0:= folgt  hieraus: 

a  dl 


4) 


fK^fX"-?)!' 


Hm)Hn) 


^  ■'  31  3t 

Enueper,  ellipt.  Functionen.    2.  Aufl.  17 
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In  dieser  Gleichung  nehme  man      ,,— == -t' — «,   ^^r-  =y — «,  alsom  = 

TU  -\~  Yl  7)1 M 

x-\-y — 2a  und  n  =  x — y.    Ferner  setze  man  — -—  =  0:+«,      ^    =?/+a, 

also  m  =  x-\-y-^2a  und    « =  .r — y      Die    beiden   so   erhaltenen   Glei- 
chungen geben  durch  Division: 

2  jt  3t        d-ix+y—^ä) 


5) 


'd-{x—a)d-{y—a) 
W+amy-\-a)_ 


1— A-2sn2 


2K{x—a)      2K{t/—ä)  ^  (.r + ?/ + 2a) 


jr 


-sn 


jr 


In  der  Gleichung  4)  mache  man  ferner  die  Substitutionen       — =  x-\-y — a, 

m — n  ,  m-\-n  ,      ,        m — n  ü-i  1  -  j      r»     *: 

— ^ —  =  a  und  — - —  =  .T+y+a,   —  —  =  a.    Bildet  man  den  Quotien- 

u  u  u 

ten  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 


L^(a:+t/— a). 


1— Ä-2sn' 


2/i'a    ,2Ä'(a;-f-y — «) 


JT 


-sn 


7C 


^(.r+?/+2a) 


I_yt2sn22^sn2?^^^^±^±^  ^(a:+j/-2«) 

üt  71 


Diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  5)  multiplicirt  giebt: 
"^  {x—a)  d-  (y—a)  ^  (a; + «/+  «) 


6) 


_d'(x-\-ä)d-iy-\-a)d-(x+y—ä) 


=  H.H,, 


wo: 


7) 


1— Ä^sn^ — ^^ — ~^m^ — ^ 


H  = 


31 


31 


1 — /r^sn^ — ^ ^sn^ — 


3t 


3t 


H, 


3t  3t 


3t  3t 

In  der  Gleichung  3)  setze  man  zur  Abkürzung: 

,,      2£'a      2ÄÖ,    2Ka    JlKz 
„  -.^  Ä^sn cn dn sn^ 

2ä  3t  3t  3t  3t 


8) 


3t 


^      ,^    3Ka    J2Kz 

3t  3t 


=  n>(2), 


dann  ist  kürzer: 
9) 


r 
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Aus  dieser  Gleieluing  erhält  man  unmittelbar  durch  Vertauschung  von 
:v  mit  //  und  x-\-ij 

'0  «^0 

Wegen  der  Gleichung  6)  folgt: 

10)   /     ^{z)dz+  I     if){z)dz— 


x\^{z)dz^-  j  xp{z)ilz—  j  ^ 

der  Gleichung  6)  folgt 

^p{z)dz+  I     ^p{z)dz— I 


n^iz)dz  =  ^  i^jn^-'^)Hy-a)Hx+y+a) 


rp{z)dz  =  -\og{/f.Hi) 


Nach  der  Bezeichnung  von  Legendr  e  ist  nun  mit  Rücksicht  auf  §  33,  2): 


y^{z)dz 


2Ka ,    2Ka 
cn dn 

JC  Jt 


sn 


2Ka 


ni—k'^^Bn'^ 


2Ka 


2Ä'^ 


?  am 

31  JC 


3t 


2£a,    2Ka 
„,^  cn dn- — 

2aX  31  3t 


3t 


2Ka 

sn 

3t 


Die  Gleichung  10)  enthält  folglich  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  wenn  dei"  P^i"^'- 

meter  gleich — /r^giniam ist.     Setzt  man: 


üt 

2k'a                  2Kx 
am =  a,  am 

31  3t 


2Ky 

<p,  am  — ~  =  w, 

3t 


2K{x+y) 
am — ^^ =  ö,  am 


2K{x-\-y—a)  _ 


2K{x+y+a) 
am  -   ^       -^  — 


^. 


3t  '  3t  3t 

SO  muss   die  Gleichung  10)  auf  die  von  Legendre   gefundene  Form 

führen.     Dieses  kommt  darauf  hinaus  zu  zeigen,   dass  die  Quantitäten 

//  und  //i,  definirt  durch  die  Gleichungen  7),  auf  die  Gleichung  führen : 

,,      2Ka     2Kx     2Ky     2K{x-{-y—dS\'^ 
-k^  sn sn sn  — -  sn       — -       ' ' 

11)       HH,        '  ^         ^  ^ 


_t 


T 


^,  ,  ,<,      2Ka      'IKx      2Ky     2K{x-\-y^a) 
l+ÄT^sn sn sn — ^sn  ^ 


3t  3t  3t  3t 

Um  sein  Resultat  mit  dem  von  Legendre  aufgestellten  in  Ueber- 
einstimmung  zu  bringen,  hat  Jacobi  in  §  54  der  „Fundajncnta"  (Ges. 
Werke  I,  209  u.  f.)  den  Beweis  der  Gleichung  11)  gegeben,  welchen 
er  mit  den  Worten  einleitet:  „Transformatio  satis  abstrusa  hunc  in 
modum  peragitur".  Es  möge  hier  genügen,  auf  die  von  Jacobi  ge- 
fundene Form  des  Additionstheorems  hingewiesen  zu  haben;  die  von 
Legendre  gefundene  Form  lässt  sich  einfach  mittelst  des  Multiplica- 
tionstheorems  der  Theta-Functionen  herleiten,  wie  im  nächsten  Para- 
graphen gezeigt  werden  soll. 

17* 
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In  der  bemerkenswerten  Abliaudlimg  „Forniulae  novac  in  thcoria 
transccndciitmm  fuudamcntalcs"  (CrcllcJ.  XV,  igg — 204,  Ges.  Werke 
I,  333—341)  hat  Jaeobi  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  zum 
Ausgangspunet  der  Herleitung  des  Additioustheorems  der  elliptischen 
Integrale  dritter  Gattung  genommen.  Jaeobi  citirt  bei  dieser  Gelegen- 
heit eine  ältere  Abhandlung  ,,Dc  fundionihus  cllipticis  commentatto" 
(Crcllc  J.  IV,  3yi — 390,  Ges.  Werke  I,  2g'j — 318),  welche  weitere  Aus- 
führungen über  einige  Teile  der  „F^uidamcuta"  enthält  und  ursprüng- 
lich bestimmt  war,  im  Verein  mit  anderen  Abhandlungen  einen  zweiten 
Teil  des  bemerkten  Werkes  zu  bilden.  Die  weitere  Ausbildung  der 
glänzenden  Theorie  der  Theta-Functionen  scheint  dieser  Publication 
hinderlieh  in  den  Weg  geti-eten  zu  sein. 

Wenn  sich  auch  die  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Inte- 
grale  dritter  Gattung   ohne  weitere   Zuhülfenahme   der  Reihe  für  das 

Quadrat  von  sn  — -  führen  lassen,  so  scheint  der  in  diesem  §  befolgte 

Üt 

Weg  ausser  dem  historischen  Interesse  den  Vorzug  einer  sich  von  selbst 
darbietenden  Ursprünglichkeit  zu  haben.  Führt  man  in  das  elliptische 
Integral  dritter  Gattung  von  Legendre  elliptische  Functionen  ein,  so 
ist,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  1)  der  zu  verfolgende  Weg 
vorgezeichnet,  wenn  es  sich  um  Darstellung  des  in  Rede  stehenden 
Integrals  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  handelt. 

In  der  soeben  genannten  Abhandlung  definirt  Jaeobi  (Ges.  Werke 
I,  300)  eine  Function  i2(M)  durch  die  Gleichung 


/ 


12)  #     E{u)du  =  \Q^Ll{u) 
«/) 

und  benutzt  diese  Function,  um  das  unendliche  Product 

n—\ 
2 

//(l— A:2a:28n2  4ra>), 

r=l 

dem  wir  später  bei  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
begegnen  werden,  in  einfacher  Weise  darzustellen.  Er  gewinnt  aus 
dem  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Gattung: 

10X        z./    .    \  ■   ,w        X       c.-ni  \     2/:2sn2asnMcnwdnw 

13)  E{u^a)-\-E  (u—a)  =  2E{u) ^ — --—■        ., 

durch  Integration  von  m  =  0  bis  u  =  u  folgende  Fundamentaleigen- 
schaft für  die  Function  £i(u): 

14)  —       '    :     —  =  1— /t2  sn2a  sn^u. 

ii\a)  Q\u) 

Hierauf  drückt   er   das   elliptische  Integral   dritter  Gattung  durch  die 
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Function  S2{u)  aus.     Wird  nämlich  in  13)  u  mit  n  vertauscht  und  inte- 
grirt,  80  ergiebt  sich 

du 
'.snht 


log  ,w    -    , — 2uE{a)  =  — 2Ä2snacnadna  /  - — 7,-  „  - 


mithin 

15)  J/„,a,  =  uE(a)  +  llos^=^. 

Beide  Functionen,  iJ(w)  und  /7(«,a),  lassen  sich  leicht  durch   die 
Sigmafunction  03?^  ausdrücken.    Es  war  §  28,  Gl  29)  (S.  221): 

Daraus  folgt  sofort  durch  logarithmische  Integration 

16)  Q  ({/ei—e-i  u)  =  e5^>"'ö3  u.  

Ferner  wird  die  Gleichung  15),  wenn  wir  das  Argument  \/ei — e^u  und 

den  Parameter  \/ei — e^a  einführen: 

^       Q{\/ei—e-i(u-\-ä)) 
oder  unter  Anwendung  von  16) 

17)   /7(/?:=7,«,  1/^,«)= |iog||-:=f> +1^» 

(Wet'erstrass-Schwarz,  Formeln  Art  jpj. 

Als    Normalform    eines    elliptischen    Integrals   dritter 
Gattung   nimmt   Weierstrass    diejenige   Function,   welche   durch 

Integration  der  Function .         in  Bezug  auf  u  gewonnen  wird.    Es 

ist,  wenn  wir  in  Gl.  9)  des  §  14  (S.  100)  für  v  — v  setzen, 
18)  ^  p'u-\-p'v  ^  öXw 

2  FW — J3y        ö(m 
und  durch  Integration  erhalten  wir 


^Q,  1  p'u-\-p'v o'iu — v) o'u      <jv^ 

2  pu — pv       o{u — v)     au      av 


im  *   X  ä^  c*  ,  a-  -  ,         1      o{v—u)     ov 

19)  /   ^  du  =  log     -       -\-       u-\-C 


/l  p'u-\-p'v 
2  pu — pv 

(Weierstrass-Schwarz,  Formeln  etc.  5^,0/  Die  Grösse  v  vertritt  die 
Stelle  des  Parameters.  Die  Constante  C  bestimmt  Weierstrass 
durch  die  Bedingung,  dass  wenn  C=0  wird,  das  constante  Glied  in 
der  Entwickelung 

20;    /  \  t^^'l ^^  =  __\Q^u^c—\pv  .  m2+^ p'y  .  «3+ . . . 
/    2  pu — pv  °  2  6 

(Weierstrass-Schwarz,  l.  c.  ^6,7),  welche  flir  die  Umgebung  von  u  =  0 

gilt,  ebenfalls  den  Wert  Null  erhält.     Unter  dieser  Voraussetzung  wird, 

wenn  wieder 
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s  =  FW,  \/s  ==  — p'u 
uud 

ist,  die  Normalform  des  Integrals  dritter  Gattung: 

'Sq    ds 


21)  log?<t=}')  +  ^^\^   fi\/^^l 

'  °  ouov       av  I      2      s — *ü 

(Wcierstrass-ScJvwarz,  Formeln  ^6,^). 


l/s 


§  3«.    Die  Eiereiischafteu  der  elliptischen  Integrrale  dritter  Crattuiig:  aus  dem 
Fundanientaltheorem  für  die  Theta-Functione«  hergeleitet. 

Die  fundamentale  Gleichung  (§  20,  I,  4,  S.  143): 

welche  auf  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  in  §  28  (S.  224)  führte, 
kann  auch  den  Ausgangspunct  für  die  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  bilden.  Setzt  man  wieder  w= — {x-\-y-\-z),  also  7^  =  0, 
x=—{y-hzl  y'  =  —{x-\-z),  z=—{x+y\  so  ist: 

1)       ^ix)Hymzmx+yi-z)-hMx)&i{y)H^)M^-hy-[-z) 
=  HOMx+ymx-hzMy+z). 
Diese  Gleichung  nach  z  differentiirt,  darauf  z  =  0  gesetzt  führte  §  28, 
38)  auf: 

ji  7c  3t  7t  d-{x)       ^{y)       9-{x-\-y) 

In  dieser  Gleichung  nehme  man  successive  y  =  a  und  y  =  — a,  bilde 
die  halbe  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen.    Es  ist  dann: 


K ., ,      2Ka      2Kx 
"  k^  sn sn  — 

n  jt         jt 


sn  — ^^ ^+sn  — ^ 

jt  jt 


^  1  ^'(x—a)      1  &'{x+a)      d-\a) 

"~  2  &{x—a)      2  &-ix-\-ä)  "*"  ß-ia)  ' 
Wendet  man  auf  die  linke  Seite  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Functionen  an,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 


3) 


2K  ,^     2Ka     2Ä'a,    2Ka    ^2Kx 
—  /f2gn cn dn sn2 

7t  7t         7t         7t  7t   l^(j- — a)      l&{x-\-a)      d-{a) 

'      -„     J2Kx    3Ka  ~  ""  2  ^x—a)  ~2  d-ix+a)  "*"  ^(«) 

JT  7t 


Die  vorstehende  Ableitung  hat  den  Vorteil,  dass  x  und  a  ganz 
beliebige  Grössen  sein  können.  Integrirt  man  in  der  Gleichung  3) 
nach  X  zwischen  den  Grenzen  0  und  a-,  bezeichnet  die  Integrations- 
variabele  durch  z,  so  erhält  man  wieder  die  im  vorigen  §  gefundene 
Gleichung  3),  nämlich: 
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2Ka     2A'a,    2Ka    Jik'z 
^..       /»xSn cn an — sn^ —  ^^        ^        „,^  ^ 

4)      ^-Ik"^  I    f? "^ "^ "L  az  -  1  loff  ^ti^ZL^l  +^^'^. 

^       ^      /            ,      .„    „2^-«    „2ÄZ        ''^~2^^Hx-\-a)^'^  ^a) 
«/o  1 — Ä^sn^ sn2 VI/  V  / 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  unmittelbar  einige  von  Le- 
gendre  gefundenen  Sätze.  Für  o:  =  verschwindet  der  Logarithmus 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4).  Dieselbe  reducirt  sich  einfach 
auf  Z^yh  (l-  i-  nach  §  28,  Gl.  26)  auf: 


'2K^/      2Ka\      2Ka    2E 
—  ^    am  — — 

Jt         \  ül    )  71  üt 


Jt  2Kz 

Setzt  man  in  der  Gleichung  4)  x^    .  ferner  =  w    und   einfach 

2  üt 

a  statt  ,  so  giebt  dieselbe: 


/'''  A'^snacnadnasnV    ,  ,,„, 

1 — /:2sn2asn2/y  ^ 


z) — a .  £", 

X — rt-öu-it  au.-/«/ 

0 

oder  nach  der  Jacobi'schen  Bezeichnungsweise: 

U{K,a)  =  KE{a)—aE, 
und  drittens  ama  =  a,  amw  =  9)  gesetzt: 

TT 

d(p 
A(p 


n 

/^  Ä-2sinacosaJ(ß)sin2^  c?ffi  /      .      ,        ^   / 


Diese  Gleichung  enthält  das  schon  am  Schlüsse  des  §  31  be- 
wiesene Theorem  von  Legendre  beti'eifend  den  Ausdruck  des  gan- 
zen elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  durch  elliptische 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

Aus  der  Gleichung  4)  gewinnt  man  unmittelbar  den  Satz  von  der 
Vertauschung  des  Argumentes  mit  dem  Parameter.  Vertauscht  man 
nämlich  x  mit  a,  so  bleibt 

d-(x-\-d) 
ungeändert.    Bildet  man   also  die  Differenz  der  Gleichung  4)  mit  der 

2Ä2 

neuen  Gleichung,  so  folgt,  wenn  in  den  Integralen =  >v  gesetzt  wird : 
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9AV      2Ä'a     2Aaj    2Ka     „ 

/__  an  —  cn  —  an sn^w 


Jt  JC  Jt 

1— A2sn2^^^  Sn2;y 

Jt 


2Ka     2Kx     2KX:,    2Kx 


■T 


sn    -  cn— — dn     -sn2w 

JC  JC  JC  ,  i9'  (a)        i9-  (.t) 

JC 


2ÄX 


Die   rechte    Seite   ist   aiicli    bleich:    j?  am A   am — 

Jt  \  Jt    j  JC         \  Jt 

Nimmt  man   zur  Verei 
Gleichung  5)  einfacher 


2  Kx                                  ^K(i 
Nimmt  man   zur  Vereinfachung  ---~^=u  und  a  statt ,  so  wird  die 

Jt  Jt 


,n   /""snacnadnasn^/«;  /*"8n2 


McnwdnMsn^«;  , 
drv 


-Är^sn^Msn^^y 


=  u  A'(ama) — a  A'(amM), 
oder  in  der  Jacobi'schen  Bezeichnungsweise: 

i7(2<,  d) — n(a,u)  =  u  E{a) — aE(u). 
Diese  Gleichung  repräsentirt  den  von  Jacobi  genannten  Satz 
von  der  Vertauschung  des  Arguments  mit  dem  Parameter, 
welches  Resultat,  wie  in  §  31  erwähnt  ist,  von  Legend re  herrührt. 
Auch  die  Weierstrass'sche  Normalform  des  Integrals  dritter 
Gattung  hat  ihr  Analogon  zu  diesem  Satze.  Vertauscht  man  nämlich 
in  der  Gl.  21)  des  §  34: 

a{v-u)  ,  o'v    _  f'l\/S-{-\/So  _ds^ 


ÖUOV  OV  /        2        S — Sq 


u  und  y,  so  erhält  man 


und  durch  Substraction 


^  ouöv       ou        J       2      s^—s     y , 


dsQ 

So 


riys+\/] 

J        2         S—Sq 


So  ds         /*'"  11/5^+1/6'^ 


,       0{v — W)      ,      6{U — v)   ,6V  OU 

==  loff  -^ — log-^ -\ U —       V, 

öicov  ouOv       OV        ou 


« 


oder  da 


,        Ö(V U)       ,       Oiu — V)         ,        a(v — U)         1        /       .X  rc,      i    ^\      ■ 

log  -—,-'— log- =  log  -) {  =  log(— 1)  =  (2n-M)^/, 

°   OUOV  °  OUOV  °  o(u — v)  ° 

wo  n  eine  ganze  Zahl,  so   lautet  der  Satz  von  der  Vertauschung  des 
Arguments  und  des  Parameters: 
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7)      fl  l^l±l^.  *  _  r»l  ^3+rS  "H  ^  o:i_„_^X+i;2n+l)ni. 
J      2     s—Sfi     )Js    J       2      s—s^     )Jsq        t>'y        öM 

(Weicrstrass-Schwarz,  Formehi  etc.  $6,9). 

Wir   entwickeln   schliesslich  die  Additionstheorcrae  für  die 

elliptischen    Integrale   dritter   Gattung.    In  der  Gleichung  1) 

setze    man    z  =  — a   und  z  =  a,  die  beiden  resultirenden  Gleichungen 

geben  durch  Division: 

oder  auch: 

d^a) ^i(x) ^)  r9-i(.r+y— g) 

.  &ix—a)&{y—a)&{x-{-y-\-a)  ^ Ha)  H^)  Hy)   Hx-[-y—a) 

^  &{x+aJ9-(y-\-a)&{x-^y—a)  dj{a)  ^;K^)  ^»^^(y)  d-^jx-j-y-^aj 

^'^&{a)  Hx)  ^(y)  *(a:+y+«) 

,      ,,      2Ä'a      2Kx     2Ky      2kXx-i-y—ä) 
1— Ä-28n sn sn  — ^  sn  — ^^ — 

JC  Jl  Jt  üt 


,  ,  ,„      2Ea     2Kx     2Ky     2K{x-^y-^a) 
H-/f2sn sn sn — ^^sn ~ ~ 

jl  31  jI  7t 

Hält  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  4)  zusammen,  so  er- 
giebt  sich  unmittelbar  Legendre's  Additionstheorem  der  ellipti- 
schen Integrale  dritter  Gattung  „quod  vocabimus  de  Additione 
Argumenti  Amplitudinis  theorema"  f^aeobi  Ftcndamenta  §  ^4,  Ges. 
Werke  I,  20^).  Vertauscht  man  in  der  Gleichung  4)  x  successive  mit  .r,  y 
und  .r+y,  zieht  von  der  Summe  der  beiden  ersten  so  erhaltenen  Glei- 
chungen die  dritte  ab,  so  lässt  sich  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  der 
Gleichung  8)  durch  elliptische  Functionen  darstellen.  Um  das  Resultat 
etwas  zu  vereinfachen,  setze  man  in  den  drei  Integralen  auf  der  linken 

o  .*     2Ä'z                         2Kx           2Ky               i     •  ^    1        ^  ^  SÄT«    „ 
Seite =  w,  ferner  =  u,  — -  =  v  und  einfach  a  statt .  Ls 

Jt  Jl  jr  Jt 

folgt  dann: 


,     ,.  V, ^^^ ,.^^,.  ,         -  "A^snacnadnasn^/j;  , 


-£ 


/"Ar-snacnadna.sn^w  /'"A^si 

l^^^F8n2asn2«r~       "^  /     ~T- 

'*'''/:- sn«  cna  dnasn^/i;  ,  1,     l — A--snasnwsnysn(w4-y — a) 

1 — /f^sn^asn^/i;  2    ^l+/c2gnasnMsnysn(w-l-y4-«) 


Da  für  einige  der  folgenden  Sätze  die  Wiederholung  der  ellipti- 
schen Integrale  etwas  beschwerlich  ist,  so  sollen  dieselben  auf  eine 
Art  bezeichnet  werden,  welche  sich  direct  an  die  Bezeichnung  von 
Jacobi  anschliesst,  ohne  mit  der  Bezeichnung  von  Legen dre  zu 
coincidiren.     Zu  diesem  Zwecke  soll  das  von  Jacobi  gewählte  Zeichen 
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77  nur  mit  einem  unteren  Index  versehen  werden.    Setzt  man  im  Inte- 

2Ä'2 

gral  der  Gleichung  4) ^  n\  so  sei: 


•iKx      2Ka     2 ha,    2Ka     „ 
.   ,.     ^^, .  .» sn cn dn sn^w 

10)    77,  (  -^-,  -    )  =  -t-  / ^^ ^«'» 

1— ;t2sn2^=^sn2«; 


2KX        ^AU       }ä/it 

. ,-     r.rr\  /» sn cn  — 

lAx    2Äa\ /,2  /    ^  ^         ^ 


also  auch  nach  4) 

Die  Gleichungen  6)  und  9)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 
12)  77i  (m,  ä) — 77i  (a,  u)  ^^uE  (am  a) — a  E  (am  xC). 

13)77.  («,«)+ 77,  (y,a) — 77i  (M+y,ö)  =  -log,  .  ,„ > — , — , — r- 

^    ^^  '  ^        IV  5  /        i\    I    ,  /       2     ^i+A-2snasn2<sny8n(M+«;+a) 

Für  den  rechts  unter  log  stehenden  Bruch  hat  J.  W.  L.  Glaisher 

f„  On  the  addition  equation  for  thc  third  elliptic  integral"  Messenger 
(2)  X,  124— rj^,  1880)  96  verschiedene  Ausdrücke  gegeben,  deren 
Zähler  elliptische  Functionen  mit  den  vier  Argumenten  ?<,  v,  a,  u-\-v — a 
und  deren  Nenner  solche  mit  den  vier  Argumenten  u^  y,  a,  w+y+a 
enthalten. 

Aus  der  Gleichung  12)  folgt  durch  Vertauschung  von  a  mit  h 
und  a+&. 

77i  (m,  h) — 77,  (ö,  iC)  =  uE  {a.m  h) — h  (£'am  u\ 
77i  (w,  a  +  h) — 77i  (& + a,  m)  =  z<  ^  [am  {a + &)] — {a + &)  ^(am  m). 
Diese  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  12)  geben 
durch  Addition  und  Subtraction: 

14)  77x  (m,  d) + 77i  (m,  J)— 77,  (m,  a + fe) 

=  77i  (a,  m) + 77i  (6,  w)— 77,  (ö + &,  m) + M )  ^  (am  a)  +  £'(am  &)— ^  [am  (a + &)]  { . 
Vertauscht  man  in  der  Gleichung  13)  u  mit  «,  setzt  v  =  />,  so  lassen 
sich  die  drei  ersten  Terme  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  14) 
durch  einen  Logarithmus  darstellen.    Da  ferner  nach  §  28,  Gl.  16)  (S.  218): 

E  (am  a) + E  (am  b) — E  [am  [a  -\-  h)]  =  k'^  sn  a  sn  &  sn  (a + i), 
so  nimmt  die  Gleichung  14)  folgende  Form  an: 

15)  77i  {u,  a)  +  77i  (w,  &)— 77,  (m,  a+&) 

1,     1 — /:2g]i2^gnasn&sn(a4-6 — m)  .     ,„  ,      /    ,  ,x 

=  «logTTTö i^ — ;— hri— (+"^  snasn&sn(a+6). 

2        14-A'2sn?^snasn&sn(öH-ö+2<) 

Diese  Gleichung  enthält  nach  Jacob i  das  Additionstheorem 
der  Parameter,  „quod  vocabimus  de  Additione  Argumenti  Para- 
metri  theorema"  (Fund.  _§  ^4,   Ges.    Werke  I,  20^). 

Die  Gleichung  11)  giebt; 
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~2^H-i''+y-{-a-\-b)    ^x—y+a—by^'^'^'Ha-\-b)'^^^    ^^ ^a-b) 


2/7i 


/2Äa;    2A'a\  ,  „  „  /2 


'2Äa;    2Aa\  /2ÄV    2JCb\ 

3t    J  ^\    3C    ^      3t   J 


Man  bilde  die  Differenz  dieser  Gleichungen  und  setze  rechts 

2x  =  x-\-y-\-x^y,  2y  =  x-{-y—{x—y) 
es  folgt  dann: 


16)     n, 


2R'ix-\-y)     2J{{a-\-b) 


3t 


3t 


+  n, 


2K{x—y)    2K{a—b) 

3t  3t 


\    3t  3t    J  \    3t  3t    J 

&  {x + y—a—b)  d-  (x—y—a + b)  ^2  (^ +0)^2  (y-\-b) 

a)d-Hy—b) 


2   ^^  d-(x+y-\-a+b)d-{x—y-^a 


—  (x-hy) 


■b)  ^2(a;. 

ß^a)      ^'  ib)  _  f^'{a+b)-\ 

fh  («)  "^  ^  ib)       d-  {a-\-b)  J  "^  ^      ^^ 


^' (a—^     {}■' (b) 
&{a—b)'^'d-ib)' 


Ha) 


Die  Gleichung  1)  reducirt  sich  für  x  =  c  und  y  =  — c  auf: 

&Hz)d-Hc)—ir;(z)d'i{c)  =  i^2(o)^(z+c)ö-(2— c) 
oder  durch  d-^{z)f>-'^{c)  dividirt: 


&KO)&iz+c)d-{z—c) 


=  1— ^2sn' 


2Ä'C       ,  2Ä^2 

8n2 

3t  3t 


^2(c)^2(2) 

Setzt  man  hierin  z  =  x — 0,  c  =  y — b,  dann  2  =  .t-f-a,  c  =  y+*,  dividirt 
die  erhaltenen  Gleichungen,  so  findet  man: 

ß-  {x + y—a—b)  ß  {x—y—a + b)  ^2  {x + a)  ^2(y  _)_  /,) 


1- 


_,.sn^Mfe=fO,„..M(ta 


-(.) 


jr 


jr 


.,.s„,l^+«),n.2^(!'+*) 


:;r 


jr 


Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  2)  lässt 
sich  die  rechte  Seite   der  Gleichung  16)   durch   elliptische  Functionen 


ausdrücken 
2Kb 


Setzt   mau   zur  Vereinfachung   a   und   b  statt 


2k'a 


jt 


und 


3t 


..  2Ä'x  2Ky 

lerncr  —    =  u^ 

Jt  3t 


=  V,  SO  giebt  die  Gleichung  10)   folgende 


Relation  zwischen  elliptischen  Integralen: 
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17)  /7i  (m + 1',  a + *) + Hl  (m— f, «— ft)— 2/7j  {u,  a)— 2i7i  (i-,  ft) 

=  "TT  log  -- — 7^,^ — ,77 — , — i — ^— r  TN  —  Ä'^  (w  4-  v)  snasnb  sn  (a + b) 

+  Ä-2  (m — v)  sn  a  sn  b  sn  (a — />). 

In  dieser  Gleichung  vertausche  man  a  mit  b,  addire  die  so  erhaltene 
Gleichung  zur  Gleichung  17)  und  dividire  durch  2.  Da  in  Folge  der 
Definition  nach  10)  U^  (il—o)  ==  — Z7i  {u,  a)  ist,  so  ergiebt  sich  die  folgende 
allgemeine  Relation,  welche  ausdrückt,  dass  ein  elliptisches  Integral 
dritter  Gattung  mit  zusammengesetztem  Argument  und  zu- 
sammengesetztem Parameter  sich  durch  Integrale  mit  den 
einfachen  Argumenten  und  Parametern  ausdrücken  lässt. 
Diese  Gleichung  ist: 

18)  /7i  (w+y,  a-\-b)—ni  {u,  «)— i7j  0^,  &)— 77i  (v,  «)— /7,  (y,  b) 
_1,      1— ^-  sn^  (u—a)  snH^—  b)    l—k-  m-(u—b)  &n'^(v—a) 
—  4   ^^  1^>2 gn2 (u+a) snHH-^    1— ä:^ sn20<+*) sn2(i;4-a) 

— k-  {u + y)  sn  a  sn  6  sn  {a + b). 

§  36.    Die  verschiedenen  Formen  der  elliptischen  Inte^ale  dritter  Gattung. 
Litterarische  Anmerknng^en. 

Im  Jahre  1849  teilte  Jacobi  der  Pariser  Akademie  fC.  R.XXIX,pyJ 
die  vollständige  Lösung  eines  mechanischen  Problems  mit,  betreffend 
die  Drehung  eines  Körpers,  auf  welchen  keine  äusseren  Kräfte  wirken. 
Die  Abhandlung  selbst,  welche  später  mehrfach  als  Vorbild  bei  An- 
wendungen von  elliptischen  Functionen  auf  Probleme  der  Mechanik 
gedient  hat,  findet  sich  abgedruckt  in  Ci'eUe /.  XXX/X,  2pj — jjo, 
in  Jacobi  Math.  Werke  II,  ijg — j86  und  Ges.  Werke  II,  28p — 3^2,  un- 
ter dem  Titel :  „Stir  la  rotation  d'un  corps".  Das  häufige  Auftreten  von 
elliptischen  Integralen  dritter  Gattung  veranlasste  Jacobi,  dieselben  bei 
dieser  Gelegenheit  einer  genaueren  Betrachtung  zu  unterwerfen  und  die 
wesentlichsten  Formen  dieser  Integrale  ohne  weitere  Ableitung  auf- 
zustellen. Es  findet  sich  hierbei  die  folgende  Bemerkung:  „II  parait 
que  l'ou  pourrait  se  passer  entierement  d'une  notation  pai*ticuliere  des 
integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece.  Les  valeurs,  en  effet, 
exprimees  par  les  fontions  6/,  sont  assez  simples  pour  entrer  elles- 
memes  dans  le  calcul  et  sans  se  cacher  sous  une  notation  laquelle  ne 
saurait  mettre  en  evidence  ni  leur  nature  logarithmique  ni  la  liaison 
intime  entre  leur  argument  et  celui  du  parametre  ni.  enfin,  leur  de- 
composition  en  deux  paiides  l'une  propoiüonelle  ;i  leur  argument  et 
l'autre  periodique"  (Ges.   Werke  II,  350). 

Die  in  den  vorstehenden  Worten  enthaltene  Verwerfung  der  Be- 
zeichnung von  Legen dre  erscheint  sehr  gerechtfertigt,  wenn  es  sieh 
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danim  handelt,  die  l)ei  Anwendungen  äusserst  lästige  Beschränkung 
eines  IS'ormal-Integrals  dritter  Gattung  fallen  zu  lassen.  Auf  der  andern 
Seite  sind  es  gerade  die  von  Legendre  gebrauchten  einfachen  Methoden 
und  schönen  Resultate,  welche  Abel  zu  seinen  grossai-tigen  Entdeckungen 
angeregt  haben. 

Wir   wollen   nun   die   verschiedenen   Formen   der   Integrale 


dritter  Gatttung  durch  Thetafunctionen  darstellen, 
des  vorhergehenden  §,  nämlich: 


Die  Gleichung  3) 


1) 


2AVi       2/1«  1    2Ka      ^IKx 
. ,.     sn en dn  — -  sn^ 

2ii  ji^  ^  ^  ^ 


l—k"-  8n2 sn2 


7t 


1  ^'{x—a) 


1  d-'{x-{-a)      d^a) 

2  d-{x+a)  ^  ^{a) 


2  d-(x—a) 

gilt  für  ein  beliebiges  x  oder  a.  Lässt  man  x  um  passende  Quantitäten 
zunehmen,  so  kann  in  den  Ausdrücken: 

1  d-'(x±ä) 

2  &{x±a) 

jede  der  Functionen  d-i,  ^9^2?  '^3  an  Stelle  der  Function  ^9^  treten.  Man 
erhält  so  drei  weitere  Gleichungen  aus  1).  Aus  jeder  dieser  Gleichungen 
und  der  Gleichung  1)  lassen  sich  durch  Aenderungen  des  Argumentes 
a  je  drei  neue  Gleichungen  ableiten.  Man  erhält  auf  diese  Art 
16  Gleichungen,  welche  zu  ebenso  vielen  Integralen  Veranlassung 
geben,  deren  Zahl  auf  20  steigt,  wenn  die  Grenzen  der  Integrations- 
variabein bei  vier  derselben  so  bestimmt  werden,  dass  die  Integrale 
endlich  bleiben. 

Differentiirt  man  jede  der  Gleichungen  (S.  123  und  125) : 


^U  + 


jt 


=  ^3(2),  .^(z+|  +  -2  log?)  =  q-'e- 


'^-2(z), 


d- 


z-h~\ogq)  =  -iq-\e'^'{);{z), 


in  Beziehung  auf  z  und  dividirt  die  so  erhaltene  Gleichung  durch  die 
primitive  Gleichung,  so  folgt: 


IK^+l) 


2) 


H-' 


^+2  +  2^^^^ 


.'^    r  + 


»Az) 


^'U  + 


^    .+ 


l  +  ^log?) 


=  l-h 


»2(Z) 


^log?) 


d- 


z-{--\ogq 


^Mz) 
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Ebenso  findet  man : 


3) 


fh'{z)     d-'(z-^Ji+i\ogq) 


/>(r+jr)  ,9-(z)      &iz-\-Jt-{-i\ogq) 


2i+ 


&{zy 


{>'{z-\-i\ogfj) 
fh(z-^nogfj) 


=  2i- 


d-'iz) 


&iz) 


In   der   Gleiebuug  1)   lasse   mau   x   und   a  gleichzeitig   um 


jr 


+     log<7  und     log^  zunehmen.    Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 
und  3)  folgt: 


4) 


2K 


-,      2Ä'a      2Ji:a     .2Kx 
k^  sn cn cn^ 

Jl  31  Jt 


,    2Ka(       -„     ^2Ka     „ 

dn 1 — Ä'2  sn2 sn2         , 


l^'{x-\-a)      ld-'{x—a) 


2Kx\ 
jc  ) 


^    2Ka  ,    2Ka  ,  „  2Kx 
^ ,,  tn dn dn2 

pv     2A         üi  üt  üi 


2  ^(x+ö)       2  ^{x—a)       d-^{ä) 

l{^'{x-^a)      ld-'{x—a) 


&\ia) 


-yt2sn2- sn2: 


2  &ix-ta)       2  ^{x—a)       0-2(0) 


6) 


2R 

JC 


dn 


2Ka 


JC 


1  d-'{x—a) 


JC   \ 


d-'{x+a)  ^d-\{a) 


,,     J2Ka    J2Kx\        2  d-{x—a)       ^{x-\-a)       ^i(a) 
-Ä:2sn2 sn2 

JC  JC    J 


Die  Gleichungen  1),  4),  5)  und  6)  nach  x  zwischen  den  Grenzen 
0  und  X  integrirt  geben,  wenn  die  Integrationsvariabele  durch  z  be- 
zeichnet wird: 


V) 


JC  f 

*^0 


2Ka      2Ka  ^    2Ka     ^2Kz 
.sn cn dn sn2 

JC  JC  Jt  JC 

1— Ä:2  sn2 sn2 

JC  JC 


dz 


8) 


JC  f 

♦^0 


2Ka      2Ka     ,  2Kz 
sn cn cn2 

JC  JC  JC 


,    2Ka(^      ,,     ^2Ka      .2Kz\ 
dn 1 — Ar2  8n2 8n2 

JC     \  JC  JC    J 


dz 


^1        »(.r+g)       ^,^\{ä) 
2   ^  d-{x-a)         ^%{(i) 


§  30] 


271 


9) 


«Z     :^  10" X  -  . 


2A    /  jr  :;r 

^  /       ^!      .,     o2^ 


10)    ^ 


jr   I  ^   2Ka( 
*'»  tn 


dn 


1  — A-'-su' 


2A'a 

:7r ^ 1,      ^(a;4-a)         /^'i(a) 

2Ka    \2l{z\  2  ^^  /^(a-— a)  "^  ^'  ^,  (a) 


.T  \ 7t  n  ) 

Durch  Aenderimg   von  n  um  '-  geben  die  Gleichungen  7)— 10)  zu  den 
folgenden  Integralen  Veranlassung: 

2A 


11) 


'■"■•/ 


2Ka     2Ka     ^2Kz 
sn cn 8n2 

7t  %  31 


cn   — 
,  „2Aa/^      ,^          JT        o2Afz\ 
dn2  —      1 — k^- ^— -  sn- 

^   V  dn2-  -         ^   ' 

jt 


-dz 


_  1      ,M^+«)     ^V(«) 

2    ^*3(^— «)         ^3(«) 

2Ä'a      2Ä'«     „  2Kz 


« i-      r^    sn cn cn-  — 

Y)\  2Aa-2  / üt  7t  n 

:^    ./  ,2A'a 


^^  =  _llog^^^:±^:>  +  a:^. 


13) 


dn'^^f  1-/^2 

7t 


dn2 


2^ 


sn'' 


",f 


2A'a,   ,2Ä'2 
cn dn2 

7t  7t 


cn2 


2Ä'a 


dz 


2Ka  ,    2Aö  ( ^      ,  0^"     ^        o  2Ä^2\ 

an dn  —    X—k^- — —7-  sn^ 

7t  71    \  ,i„,2Aa  7t  ) 


dn2' 


7t 


li.„^3(a:+a)   ,    y{d) 


—  Mo 


^3  {x—d) 


+  x 


2Ka 


14)      ^' 


sn 


7t 


(>]j2 

2Ara  ,    2A'a/^      ,,         :t       „2Az 
cn        dn  1 — k^ --,.  sn^ 

7t  7t     \  ,     „2A«  7t 


dz 


dn2 


_1        ^3(^4-a)  ,  ^i'>'2(«) 
2   ^^3(x— a)^     ö-.,(a) 


^ 
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In  der  Gleicbung  6)  lasse  man 

X  lim  -log^  zunehmen. 

Dann   folgt: 

,    2Ä'a    „  2Kx 
dn sn2 

2K                         7C              X 

tn i 

Jt  \ 

,2Äx         „  2Ä'a\ 
m- sn2 

Jt               Jt  J 

_  1  ö^,'  {x—a) 
2  d-^{x—a) 

l.%'{x+a)      ^,'(a) 
2  ^^1  (rc+a)       Ä^,  (a) 

Für  den  Fall,  dass  x>  a,  ist: 

^',  {x — a) 

d\og^i{x — a) 

^1  {x — a)  dx 

Hat  man  dagegen  a  <  a-,  so  ist : 

d-\  {x — a)  d-\  {a — x)  </log^i  (a — x) 

^1  (x — ä)  i9-,  (a — x)  dx 

Integrirt  man  in  der  Gleichung  15)  nach  x,  so  seien  die  Grenzen 


JC 


0  und  X,  wenn  x  <  a,   dagegen  x   und  —  ?  wenn  a;  >  a 


Man   gelangt 


zu  ähnliehen  Gleichungen  wie  die  Gleichung  15),  wenn  man  in  jeder 

der  Gleichungen  5),  4)  und  1)  x  um  —  log^  zunehmen  lässt.   Integrirt 

man  in  diesen  Gleichungen   unter  denselben  Bedingungen   wie   in   der 
Gleichung  15),  so  ergeben  sich  die  folgenden  acht  Integrale : 

tn- 


16) 


^2K  r 


i2Äa,    'iKa      .2Kz 

1 — i rin  a-ni 


dn 

JC  JC 


sn-' 


JC 


8n2 8n2 

JC  JC 


.dz  =  Uo?:^^^''±^-x^^^ 


17) 


18) 


19) 


JC^f 

M  f 

JC^f 

2^  p 

jcl 


^   2Ka,    2Ka     ^2Kz 

JC         X  X    ^        1,     9-i{a-\-x)       ^oW 

«2=— 102* ' T ' 

,2Ä'a         ,2Kz  2     ^Ma—x)       ^a) 

8n2 sn2 

X  X 

2Ka      2Ka,  J2Kz 
sn cn dn^ — 

XXX 

VYKaf    .-,  2Ka         ~ÄKz 
dn sn^ sn2 

X    \  X  X 


dz 


2     ^ö-i(a— a;) 


^3(0) 


2^"«      2/1:0,    2Ka 
sn  — —  cn dn 

XXX 


sn^ 


,2^ 

;7r 


SU'' 


,2^ 

X 


1 ,     ^i(a+a;) 
2    ^^t(«— ^) 


X«) 


Für  a'>a  erhält  man 
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..    /».  uQ         sn^ ^  ,  ,         ,     , 


20) 


tn an cn^ 


2     ^)  &.,{a) 


^  ,'    /»:r  1-" "u cu* _         ,,  . 

9n    ^  /  ^ ^^ i^ ?   rf.=  lloo.'^(^±^). 

''     X   I              JlKz         JiKa  2     ^d-^{x—ay 

*'x  8n2 8n2 

üt  Jt 

"^  ^^/       ,    2^0/     ,2Ä'z         „2/ra\    ^       2     ^^,(.r-a)^V2        /  ^.(«) 

•'x      du  -       sn2 sn^ 1  ^      ^  /    jv  / 

^  \        jr  ^  / 

TT      2Ära     2^^«,    2Ä'a 
n,^  /»^sn cn dn a/    i    x      /         \ 


gßz sn-' 


Ho) 


Aus  den  Gleiebungeu    16)— 10)   leitet  man   endlich    die   folgeuden  ab, 


ji 
wenn  a  mit     +«  vertauscht  wird; 
2 


^2    Z*^ 

jc     I 

^  iKa.    2 Aar 

JC  J[    \- 


2Ka    JlKz 

24)  ?^  / ""     ^/ rf2 

2Äa,    2/ra/        jt  .2Kz^ 

cn dn   — 1 — ~~:iz sn^ — 

.,  „2äö  jt 

Mn2 

Jt 

1 ,     ^2(«+a')       ^'M) 

Ino" — =- — T      "      -. 

2     "^^-lia—x)        d-i(a) 
2Ka    JlKz 

gjji 

2Ka,    2Ka(         ji  Jik'z 

sn dn -—; — SU- 

jt          ^  \j   „2Aa  X 

Mn2 

X 


2Ä'    /'^ 

JT     / 


1,  ,^-2(a+:t-)      ,r.(«) 

2R'a      2Ka,   JlKz 
8U cn dn^ —  ^       «  .    .    x       „,    . 

oPN      ^"    #  Jt  JT  jr  1       *9-.2(a+.'c)  ,     ^(ö) 

-  ^«?^'^ ''^=-2'''«*,(«-x)+^V(«-) 

,    2Ka(        X  J2Kz^ 

du     -  — irr, sn- 

X  V  j   „2Äa  TT 

Mn2 

X 
Enneper,  ellipt.    Fauctionen.     2.  Aufl.  {^ 


2K  r 

X    / 


274  [§  36 


"ff 


2Ka     'ik'a 
sn    —  cn  — 

,   ,2^:«/        jr  ,2Ä'z^ 

dn2  — 
jt 

Die  im  Vorstehenden  aufgestellten  Gleichungen  um- 
fassen alle  Fülle,  welche  bei  Parametern  mit  reellem  Ar- 
gument vorkommen.  Die  entsprechenden  Integrale,  deren  Parameter 
imaginäre  Argumente  haben,  lassen  sich  unmittelbar  aus  den  vorher- 
gehenden durch  Vertauschung  von  a  mit  ai  herleiten.  Da  die  Auf- 
stellung von  16  neuen  Gleichungen  etvs^as  vs^eitläufig  ist,  so  sollen  nur 
vier  derselben  angemerkt  werden,  aus  welchen  sich  mittelst  der  folgenden 
Gleichungen  die  übrigen  ohne  Schwierigkeit  ergeben.     Die  Gleichungen : 

d-x{a)       ,/-     2Ka    d-M       \  fk      2Ka    ^.0)         1    ,    2Ka 
-iri  =  yk  sn—  ^  -^  =   /  -cn 1  -^y--  =  -^z^dn 

geben  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a: 

2Ka.    2Ka 
^a)  _  d-\{a)      2K        jc  Ji 

sn 

Jt 

2Ka,    2Ka  2Ka     2Ka 

_{h'.,{a)^  2/i^^    Jt  Jt         &'^(a)  ,  2Kk^^^~Jt   ^^^~ 


&-iiä)       Jt             2Ka            d-'xia)         jt          ,    2Ka 
cn ''^  '  dn 

Jt  Jt 

Man  setze  ui  statt  ö,  dividire  auf  beiden  Seiten  durch  /  und  führe  zur 
Vereinfachung  die  Bezeichnung: 

28)  am(?f ,  *')  =  0 

ein.    Es  ist  dann: 

l  1^  B-'ifli)  ^  1  d-\{ai)      2K ^{ßjk} 

2Q\      I  i  >Hai)        i  ö-j  («0       Jt  sin  ß  cos  ß 

^      '    _1  O-'-iiai)  ,  2J^smßJ(ß,k')       1  d-'^iai)  ,  2I(k^       siuß 


i  9:i{ai)      Jt        eos/3  /  d^i{ai)        jt    co8ß/l(ß,k') 

In  den  Gleichungen  7),  11),  16)  und  2^  vertausche  man  a  mit  ai  und 

führe  den  Winkel  ß  mittelst  der  Gleichung  28)  ein.    Ferner  setze  man 

2Az 
in   den  Integralen =  w.     Hierdurch   ergeben   sich    die   folgenden 

vier  Integrale,  wenn  auf  beiden  Seiten  durch  i  dividirt  wird: 
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'    W  C08^ßil+k^t&ng-^ßsnhv)  2i    ^  {^{x—ai)      i  »(ai) 

2Kx 
3^^    Z*^  k^-k''- sin  ß  COS  ßsn'^n'        ^    ^^i     ^H^ai)     x  d-\iai) 

2Aa: 

/ 

2A'j 
,_.    /*^       sini3cos|9J(^,^')sn2;^•     ,  i        ^ 


0 

21'a' 


/ 


siniScosjS  J09,  k')sn'^fv     ^ 1  ^^^Oj(ßi±x) _x  &'o{ai) 

ihiai — x)      i  i9-2(ö/) 

X 

Die  Factoren   vou    .   auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleicbunffen  lassen 

sieh  mittelst  der  Gleichungen  29)  transformireu.    Bringt  man  jeden  Term 

//,  wo  //  von  ß  abhängt,  auf  die  Form: 

2Ex 
n 

Hdn; 

'0 

vereinigt  das  Integral  mit  dem  links  stehenden  durch  Addition  oder 
Subtraction,  so  ergeben  sieh  die  übrigen  zwülf  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  mit  imaginären  Parametern. 

Die  20  Integrale  der  Gleichungen  7)— 10),  11)— 14),  16)— 19), 
20) — 23)  und  24) — 27)  kann  man  zu  je  zweien  durch  Addition  oder  Sub- 
traction  vereinigen.  Die  rechten  Seiten  der  so  erhaltenen  Gleichungen 
lassen  sich  unmittelbar  durch  elliptische  Functionen  ausdrücken;  hier- 
durch kann  man  eine  Menge  von  Reductionsformeln  herstellen,  welche 
die  von  Legendre  angestellten  Untersuchungen  über  den  Parameter 
(§  30)  umfassen.  Zu  analogen  Resultaten  geben  die  Gleichungen 
30) — 33)  Veranlassung. 

Die  Logarithmen  der  Theta-Functionen  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  20j — 33)  hat  Jacobi  in  Reihen  entwickelt.  Ersetzt 
man  die  Summe,  durch  welche  0^{x)  in  §  17  Gl.  1)  definirt  ist,  durch 
das  Product  in  §  16  Gl.  0),  [oder  benutzt  mau  die  erste  Gleichung  18) 
in  §  24  (S.  171)].  so  erhält  man: 

1  1 

IS* 
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Vertauscht  man  z  mit  x-\-ai  und  .r — ai,  wo  a  positiv  ist,  so  folgt 
durch  Division: 

.^2r-l  g-ia  gixi      -^_q2r-l  gU  g-'2xi 


d-{x-\-ai) f"/l~ 

{h{x—ai)~'^i- 


.qlr-l  g2a  glxi       l_^2r-ig-Za  ^-Ixi 


oder: 

34)  6-2"  =  q'> 

gesetzt : 


d-{x-\-ai)        YT  1— ^'-'•-^+^6^^'      \—q 


n. 


2r— 1— 6^— 2ar« 


d-{x—ai)  ^'    l_^-2r-l+6g-2x,-         i_^2r-l-6g2« 

Wendet  man  hierauf: 


1,     a-\-ßi  .        ß 

.log       V"  7  =  aretang  ~ 

2i    "^  a—ßt  ^  a 


an,  so  folgt: 


35)  ö.log 


1     L 


2/    '^d'ix—ai) 

ö-'"-!-'' sin  2x  ^  ^-'-^+*  sin  2a: 

are  taug  ——-.7:^7—; ^ are  taug  /      „,  , , .       „ 

^  1  —^-''•-1-«'  cos  2a:  ^  1 — ^^^-1+6  gQg  2x 


K' 
Aus  der  Gleichung  34)  folgt  2a  =  — Z/log^=Jjr  — >  also 

A 

36)  ~-  =  iÄ". 

Die  Gleichung  28)  wird  hierdurch :   am  {bK\  k')  =  ß.    Nimmt  man  nun 

/3<^,  so  ist  hK'<K\  d.i.  b<l.    In  den  Gleichungen  34),  35)  und  36) 

kann  immer  h<l  angenommen  werden.  Es  ist  dann  in  allen  Terraen 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  35)  der  Exponent  der  verschie- 
denen Potenzen  von  q  positiv;  da  die  Exponenten  zunehmen,  so  nehmen 
die  Terme  unbegrenzt  ab.  Die  Reihe  enthält  abwechselnd  positive 
und  negative  Terme.  Wird  die  Reihe  mit  einem  positiven  Terme  ab- 
gebrochen, so  ist  das  Resultat  zu  gross,  dagegen  zu  klein,  wenn  man 
bei  einem  negativen  Term  stehen  bleibt.  Die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 35)  liegt  also  zwischen  den  Grenzen: 


arc  tang 


und 


^^-^  cos  2a: 


öi-*sin2a:  ^  ö^+*sin2a: 

arc  tang  7— iHj ^ ^i*c  tang 


1 — ^^-^cos  2a:  1 — ^^+*  cos  2a: 

(V^-* — £^H*)sin2a: 

=  arc  tang  —-■ ,  \   ,  -     , , ./  — ^^ — ; — 7,  • 
1— (*      +*  "^  )cos2a;+(?2 

Die  Maxima  dieser  Terme  finden  für  cos  2a:  =  0  statt. 
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Statt  der  obif^'cn  Reilieneiitwickelun^  lüsst  sich  die  Gleichnnir  30) 

Mail  setze: 
•iKx 


auch  auf  folgende  Art  behandeln. 


37) 


r 


co8^/3(l+^nang2^t?gn2w) 
wodurch  die  Gleichung  30)  tibergeht  in: 
38) 


dw  =  j/, 


_  1        »{ai—x)     X  d-'jai) 
^  ~  2^-  ^^,Hai-\-x)  "*"  7  Hai) 


Setzt  man  weiter 


^ai) 


1  rflog^(aO 
i        da 


so  ist  in  Folge  von  §  18  Gl.  18)  m  eine   reelle  Quantität.     Die   Glei- 
chung 38)  wird  dann  einfacher  mit  /  multiplicirt: 


/    I       .-       li     ^^ai — x)        , 


d-(ai — x) 


oder 


&  (ai — x) 

{)-{ai-\-x) 


d-(ai-\-x) 


39)  g{y-[-mx)i  __ 

Vertauscht  man  /  mit  — /,  so  folgt 

g — (y  +  mx)i  __ 

V   ß-{ai — x) 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  39)    leitet  man  unmittelbar 
die  beiden  folgenden  ab: 

e(p+mx)i^e-(3>+mx)i  ^(fl/— a;)+^(a?+a;) 

2     =  cos  (y  +  mx) 

/     \    .,{!/-\-inx)i o — (y-^-mx)i 


=  siTi(y-\-mx) 


2\/Hai—x)Hai+x) 
&(ai — x) — {)-(ai  -\-  x) 


2«  ~'   '^  ■ '      2i\/Hai—x)&(ai+x) 

Diese  Gleichungen  gestatten  cos//  und  siny  mittelst  sehr  convergenter 
Reihen  darzustellen.  Die  in  dem  Nenner  auf  der  rechten  Seite  vor- 
kommende Quantität  {)-{ai — x)i}^{ai-\-x)^=  d-{x — ai)  {>{x-\-ai)  lässt  sich 
mittelst  der  Gleichungen  des  §  20  als  reelle  Grösse  darstellen.  Nimmt 
man  z.  B.  in  der  Gl.  III.  G)  des  §  20  (S.  147): 

^KO)  Hx-\-y)Hx-y}  =  {^^{x)  ,Viy)-»i{x)  ^K^) 

=n^)^%)r^^'(^)i^^' 

y  =  ai,  so  folgt : 

9{x-{-ai)&-{x—ai)  = 
&\x)d-'^{ai) 


1 — 


H^)  Hy)A 

ÜHx)»\ai) 


^2(0) 


^2(0) 

l-|-^28n2 


,„    „2ä;c    .2  Kai 

Ä2gD2  8n2 


2kx^  j2Ka 
tn2 > 


k' 


Jt 
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Andere  Formen  für  das  links  stehende  Product  leitet  mau  auf 
dem  angegebenen  Wege  ohne  Schwierigkeit  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
des  §  20  ab. 

Zur  Vervollständigung  des  Vorstehenden  seien  noch  folgende  litte- 
rarische Anmerkungen  beigefügt.  Die  ersten  Bemerkungen  Jacobi's 
über  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  vor  dem  Erscheinen  der 
„Fundamental',  sind  enthalten  in  den  drei  Noten  mit  dem  Titel: 
„Stufe  des  notices  sur  Ics  fonctions  ellipfüjices" ,  Grelle  J.  III,  joj 
u.  40 j,  IV,  iSg  sq.;  Ges.  Werke  I,  2^^,  264,  266  sq.  Sie  betreffen 
die  Reihenentwickelung  der  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung, 
die  Beziehungen  zur  Q-  und  Z-Function  und  die  Zurückfühning  der 
Functionen  dreier  Elemente  (?^,  a,  k)  auf  solche,  die  nur  von  2  Argu- 
menten abhängen. 

Von  Abel  wird  zuerst  in  der  Note:  ,,Theorhne  generale  sur  la 
transforviation  des  fonctioiis  ellipiiques  de  la  seco7ide  et  de  la  trotsteme 
cspece",  Grelle  J.  III,  402;  Oeuvres  I,  ji"/,  2.  ed.  I,  466,  eine  be- 
sondere Eigenschaft  der  Integrale  dritter  Gattung  kurz  erwähnt.  In 
Verbindung  mit  allgemeineren  Untersuchungen  sind  diese  Integrale  von 
Abel  behandelt  in  dem  ,,Precis  d'une  tJieorie  des  fonctions  elltptiques" , 
Grelle  J.  IV,  24 ^ — 2/y,  Oeuvres  I,  33^ — söy,  2.  ed.  I,  ^28 — ^6^. 
Hier  stellt  sich  Abel  das  Problem:  „Die  allgemeinste  Beziehung  zu 
finden,  die  zwischen  irgend  einer  beliebigen  Zahl  von  elliptischen 
Functionen  möglich  ist",  und  beweist  folgendes  allgemeine  Theorem: 
„Sind  fx  und  ^^x  irgend  welche  ganzen  Functionen  von  x,  deren 
eine  gerade  und  die  andere  ungerade,  mit  variabeln  Coefficienten,  und 
zerlegt  man  die  gerade  ganze  Function 

r-x—(p^x .  A'-x  =  Px—ffßx  .  (1— x-2)(l— A-2.r2) 
in  Factoren  von  der  Form 

f'X — (fP-x  .  zi-x  =  A (.r2 — x\){x'^ — x'i) . . .  {x^ — x^i), 
worin  A  von  x  unabhängig,  so  ist 

wo  a  der  Parameter  des  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung: 

dx 

und  C  die  Integrations-Constante".  Aus  diesem  Fundamentaltheorem 
für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  folgen  mit  Leichtigkeit 
die  analogen  Theoreme  für  die  Integrale  erster   und   zweiter  Gattung: 

x'^dx 


n{x,  a)=   I  -. \ 


\Ax 
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Alsdann  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  notwendigen  und  Iiinreichenden 
Bedingungen  zu  finden,  unter  denen  eine  Function  von  der  Form 

a  o)X -\- (f,,  a?(, X  +  1x1 11  {d\  a, )  +  «2 //(^, a>)-\-  ... 
sieh  dureli  algebraische  Functionen  und  TiOgaritlinien  ausdrucken  lasse. 
Hieraus  folgt  u.  a.    der   wichtige   Satz,   dass  sich  das  ellii)tische  Inte- 
gral dritter  Gattung  /7(.r,  a)  auf  ein  Integral  erster  Gattung  und  den  Loga- 
rithmus einer  algebraischen  Function  von  x  zurückführen  lässt,  nämlich: 

„/      \         ßa    ^  a     ,     /'xi-g)x.Ax 

2m Aa  2m Ja    ^ fx — <px.Ax 

wo  der  Parameter  a  durch  die  identische  Gleichung 
f-x—(f)\x .  //u-  =  {xr—(C-Y' 

mit  dem  Modul  k  verbunden  ist  (Oeuvres,  2.  cd.  I,  562). 

In  der  „  Tlicoric  des  Fonctious  clliptiipics"  Dciixicinc  Supplcvient 
p.  i2iS-' ijg,  Troisihiic  sitpplnitciit  p.  igg — 201,  hat  Legendre  die 
elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  Form  von  Reihen  aufgestellt, 
wie  dieses  in  §  34  geschehen.  Auf  p.  14g  der  ersten  Abhandlung 
wird  eine  neue  Function,  definirt  durch  die  Gleichung: 


^•(*'*)=/  ^'M)'"' 


aufgestellt.  Diese  Bezeichnung,  ziemlicli  unbequem  und  nicht  gerade 
erforderlich,  scheint  später  ganz  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein. 

lieber  die  numerische  Berechnung  vergleiche  man  Somoff: 
„Methode  du  calcitl  des  foiictions  clliptiqucs"  (Cr eile  J.  XL  VII, 
26g — 2Sg).  In  den  P/iü.  Trans.  London  18^2  p.  jii — ^ly  und  Phü. 
Trans.  London  18^4  p.  jj  hat  Booth  in  einer  sehr  ausgedehnten  Ab- 
handlung, betitelt:  „RcsearcJics  on  tJic  gcomctrical propcrties  of  clliptic 
Integrals-',  versucht,  namentlich  durch  Untersuchung  sphärischer  Kegel- 
schnitte, die  von  Legendre  gefundenen  Kesultate  geometrisch  herzu- 
leiten. Der  grosse  aufgewandte  Apparat  von  geometrischer  Deduction 
und  Rechnung  lässt  sich  mit  dem  erhaltenen  Erfolg  nicht  gut  in  Ein- 
klang bringen. 

Bei  den  vielfachen  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf 
Probleme  der  Mechanik  treten  häufig  elliptische  Integrale  dritter  Gattung 
in  den  Vordergrund.  Aus  den  hierhin  gehörigen  Arbeiten  mögen  nur 
die  folgenden  älteren  hervorgehoben  werden,  unter  denen  namentlich 
die  erste  den  Integralen  einige  Aufmerksamkeit  zugewandt  hat.  Tissot: 
„These  de  Möcanique".  Liotivüle  J.  XVII,  88 — 116.18^2.  Dumas: 
„  Ucber  die  Bewegung  des  Raiiinpendels  mit  Rücksicht  anf  die  Ro- 
tation der  Erde".  Grelle  J.  L,  52 — y8,  126 — 186.  Lettner:  „Re- 
duction   der   Beivegung  eines   schweren,    um   einen  festen  Rund  ro- 
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tir enden    Rivolutionskörpcrs    atif  die    elliptiseJien    Transccndentcn" . 
Crclle  J.  Ly  in — 12^. 

In  eiuem  Aufsatze:  „Uebcr  das  Additionsthcorcm  und  das  Um- 
kehrprobleni  der  elliptischen  Fu7ictiojien",  Clebsch  Ann.  XVII,  Sy — 102, 
1880,  giebt  A  Brill  dem  elliptisclicu  Integrale  dritter  Gattung  die 
Form  eines  Doppelintegrals.     Wenn  nämlicli 

?<cn/idn^ 


,       .  P"     cnßAuß du  j  r  .      , 


su/i 

wo  Jl{>(,ß)   die  Jacob i'sche  Form   des  Integrals  dritter  Gattung,  so 
bringt  Brill  II{u,a)  auf  die  Form: 

wo 

\/x  =  sn?<,  \/a  =  sna,  A^  =  x  (l — a;)  (l — A-^^c),  A  =  a  (l — a)  (l — /r^«). 
Dieser   auch  in   der   Theorie    der   A  b  e  l'schen    Functionen    fruchtbare 
Process  der  Normirung  des  Integrals  dritter  Gattung   leitet  von  selbst 
auf  die  Einführung  der  Jacobi'schen  Functionen  Z  und  &  hin. 

M.  Tychomandritzky:  „ Weber  das  U^nkehrproblevi  der  ellip- 
tischen Integrale" ,  Clebsch  Ann.  XXII,  4^0 — 4^4,  nimmt  als  Aus- 
gangspunkt das  Additioustheorem  der  elliptischen  Integrale  2.  Gattung 
in  der  Form 

r,t    ,    ^     r^f        X     ^^,  s  2A-2snycn/;dnt;sn2u 

Z(u-\-v) — Z{u—v) — 2Z{v)  = — — 

^        ^        ^        ^  ^  ^  1— A-2  sn2M  sn2y 

(Jacob i  Fundam.  §  53,  Ges.  Werke  I,  204).,  um  in  natürlicher  Weise 

einen  Uebergang  von  den  elliptischen  Integralen  zur  ^/-Function  zu  machen. 

Eine   sehr    schöne   Anwendung   der   elliptischen   Integrale    dritter 

Gattung  auf  dreifach   periodische  Functionen  enthält  die  schon  früher 

citirte  Preisschrift  von  R  0  s  e  n  h  a  i  n :  „Mcm.  S2cr  les  fonctions  de  detix 

variables   et  ii   qiiatre  pcriodes"   (Me'fu.  pre's.  p.   div.  sav.  Paris  i8ßi. 

XI,  376J.     Es  handelt  sich  hierbei  darum,  aus  den  Gleichungen: 

/"^^  {(^+ßx)dx       P"^'  {a+ßx)dx 

{l-X'^x)]/^l-x){l-k^x)  =^7  {l-X\v)\/Äy^) 


){l—k-^x) 

/""' {a'+ß'x)dx  Z"^'         {a'-\-ß'x)dx        

{l-XKvWx{l-x){l-k-^x) ^J^  [l-X'^x) \/x{l-x){l-k-^x) 

x^  und  x-i  als  Functionen  von  rt  und  v  zu  bestimmen.  Diese  Gleichungen 
lassen  sich  durch  Combiuationeu  etwas  transformiren ,  so  dass  die 
linken  Seiten  gu-\-hv.,  g'u-{-h'v  werden,  wo ^,  A,  g\  h'  Constanten  sind. 
Setzt  man  einfacher  für  den  Modul  /. : 
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,/-  2/12    ,/—  2ÄM|    ,/-  'iKii-i 

*  Jl        ^  Jt         ^  31 

M= 1  2«=1,  2ß^ — X\  ^- =  A'«n2 , 

jt  Ji 

:t  d-'ia)    ^„        jci)-'{a),.    .2Ka  ^  ,^     2/i'«      2AVi,    2A'a 

80  gehen  die  obigen  Gleichungen  nach  §  35  über  in: 
41)  m'  =  ?<i+m.^,   2t;  =  log  (tV^^,-^ » ;     ,    ;  • 

Zieht  man   die  Gleichung  7)  des   §  35  zu  Hülfe  für  x  ==  ui  und 

a:  =  M.2,  so  erhält   man  eine   Gleichung  zwischen  sn '  und  sn => 

Jt  Jt 

d.  h.  nach  41)  und  42)  eine  Gleichung  zwischen  diesen  Quantitäten  und  u\  v 

und  a.     In  Verbindung  mit  der  Gleichung  u'  =  Ui-{-iu,  oder 

2AV                        2A(mi+w.,) 
sn =  sn  M  =  sn  — ^'- =^ 

Jt  Jt 

erhält  man  auf  diese  Art  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 

IKu^       ,/—       2Aw2       ,/ 

sn =  ^.r,,  sn =  \J x-i 

Jt  ^  Jt         ^ 

in  Function  von  ^^,  v  und  a. 

Es  ist  dieses  eine  Andeutung,  wie  Rosen hain  das  Problem  be- 
handelt hat,  eine  Andeutung,  deren  vollständige  Ausführung  zu  weit 
führen  würde.  Setzt  man  \l x^^  \/jc^  als  Functionen  der  beiden  Va- 
riabein u  und  V  ein,  so  findet  Rosenhain,  dass  diese  Quantitäten  un- 
geändert  bleiben,  bei  gleichzeitigen  Zunahmen  von  u  und  y,  so  dass 

^    ijta 
wenn  u  um  resp.  2ä",  2i/i\0  zunimmt,  v  um  resp.  0,  — -,  ijt  zunimmt. 

Diese  besondere  Art  von  dreifach  periodischen  Functionen  mit 
zwei  Variabein,  basirt  auf  elliptische  Integrale  dritter  Gattung, 
dient  nur  als  eine  Art  Einleitung  zu  dem  eigentlichen  Gegenstand  der 
oben  bemerkten  ausgezeichneten  Abhandlung. 


Zehnter  Abschnitt. 


§  37.   Die  Transformation  der  olliptischon  Functionen.    Krsto  rntersuohnngen 
von  .lacobi,  betreffend  algebrai^elie  Prineipien. 

Am  Ende  des  ersten  Abschnitts  (S.  30)  ist  ein  Theorem  der  „Fun- 
damental angeführt,  mit  dessen  Hülfe  sich  ein  elliptisches  Differential 
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auf  beliebig  viele  Arten  iu  einen  iUinlieheu  Ausdriiek  transformiren 
lässt.  Die  Vergleicbung  derartiger  Differentiale  kommt  auf  die  Ver- 
gleiebung  elliptisclier  Functionen  heraus,  welche  sich  sowohl  durch 
ihre  Argumente,  wie  durch  die  Moduli  unterscheiden.  Namentlich  der 
letztere  Umstand  hat  Veranlassung  zu  einer  Reihe  von  Untersuchungen 
gegeben,  welche  man  unter  dem  Namen  die  Transformation  der 
elliptischen  Functionen  zusammengefasst  hat.  Die  ungemeine 
Ausdehnung,  welche  diese  ziemlich  schwierige  und  verwickelte  Theorie 
allmählich  gewonnen  hat,  gestattet  an  diesem  Orte  nur  eine  Hervor- 
hebung und  Deduction  der  wesentlichsten  Resultate,  soweit  dieselben 
bei  einer  einigermassen  vollständigen  Darstellung  in  Betracht  kommen. 

Die  Basis  der  Untersuchungen  über  Transformation  ist  ursprüng- 
lich eine  algebraische  und  findet  ihren  Ausdruck  in  dem  folgenden 
Problem,  welches  Jacobi  an  die  Spitze  seiner  ,,F2indaincnta"  gesetzt  hat: 

,Quaeritur  functio  rationalis  y  elementi  x  ejusmodi,  ut  sit: 

dy  ^  « 

l/^'-H  B^y  -f  Cy  +  /?'j/34.  Exß  ~  \/a  -\-Bx-\-Cx-^-h  Dx^ + Ex^ 
Hierzu  bemerkt  Jacobi   „Quod  problema  et  multiplicationem  videmus 
amplecti  et  transformationem." 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  setze  man: 
1)  ¥  =  Ä^B'y  +  C'y'^'-^D'y-^^-Ey^  =  A\l-ay){\-ß'y){\—Yy){l—6'y\ 
wo  a\  ß\  y'  und   d'  beliebige  Quantitäten  sind.     Durch  U  und   F  be- 
zeichne man  die  folgenden  Polynome  von  x,  welche  prim  zu  einander  sind : 
.  U=-  aQ-{-aiX-i-a2X--\-  . .  .  -\-arX'', 

^  V  =bo-\-biX+ &.Hf2  +  . . .  +  bsx\ 

Es  ist  dann: 

dx  dx 

=  {r-s)arhsX'-^'-^+[{:r-s+l)arh»-i^{r-s-\)ar-ih,\x'-^'-^-^ .. .  ^-aJ)Q-OQb^. 
Die  rechte  Seite  ist  höchstens  vom  Grade  r-\-s — 1,  wenn  ;•  und  s  von 
einander  verschieden,  für  r  ^  s  höchstens  vom  Grade  r+s — 2.    In  dem 

Ausdrucke  —^  setze  man  ii  =  ^-    Nach  1)  ist  dann : 

\/v  V  ^ 

3)  ^l  =  dx         dx  ^^ 

l/  y        \/Ä{V—a'U)  ij—ß'  U)  (V—yV)  ( V-Ö'U) 
Das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  auf  der  rechten  Seite  der 
vorstehenden   Gleichung  unterwerfe   man   der   Bedingung,    gleich  dem 
Product   eines  Polynoms    vom    vierten    Grade    von  x  in    das    Quadrat 
eines  Polynoms  derselben  Variabein  zu  sein.    Man  setze: 


%m 
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4)  A'{ r-a'n (f—tru) {\--YU) ( v—tS'i)  =  (//+/Ar + r.f'+ Dx^-^/':x^)r-. 

Die  Gleichung  3)  nimmt  dann  folgende  Form  an; 

dy  1  dx 

wo: 


5) 


6) 


1 
M 


dJl 
dx 


■ü 


dV 
dx 


T 


Da  in  Folge  der  Annahme  C  und  l'  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  so  ist  dieses  auch  nicht  der  Fall  mit  je  zweien  der 
Binome  /' — a'U,  l' — /C,  T — y'C\  r — ö'U.  Jenachdem  r:^*-,  ist  das  Pro- 
duct  dieser  vier  Binome  vom  Grade  4r  oder  4*'. 

Sei  zuerst  ;-^a'.  Nach  4)  ist  dann  T-  vom  Grade  4/' — 4,  also  T 
vom  Grade  2/- — 2.    Es  ist  nun  identisch: 


dx  dx  dx 


U 


dV 
dx  ' 


Setzt  man  hierin  successive  t  =  «',  ß\  7',  d',  so  folgt,  dass  jeder  qua- 
dratische Factor  eines  der  Binome  V — a.'ü\  V — ß'l\  V — y'U^  V — d'U  in 
der  ersten  Potenz  in 


^) 


dx        dx 


vorkommt,  mithin   auch  die  Gesamtheit  T  dieser  Factoren,  es  ist  also: 

yd(l        dV_ 
dx        dx 


eine  ganze  Function  von  x.  Nun  ist  der  Zähler  dieses  Ausdrucks 
höchstens  vom  Grade  r-\-s — 1.  Für  r^jr  ist  T  vom  Grade  2r — 2. 
Hieraus  folgt:  / -f-.v — 1^2/- — 2  d.  i,  i^^r — 1.  Da  nun  auch  r^*,  so 
ergeben  sich  die  beiden  Fälle  s  =  ;• — 1  und  a'  =  r. 

Nimmt  mau  a-^/-,  so  ist  T  vom  Grade  2a- — 2.  Man  hat  dann 
r-f-A- — 1  =  2^—2,  d.  i.  r^* — 1,  woraus  in  Verbindung  mit  a"^;-  die  bei- 
den Fälle  r  ^  s — 1  und  r  =  s  folgen. 

Diese  sämtlichen  drei  Fälle  sind  in  dem  Falle  ;•  =:  a-  =  m  enthalten, 
wenn  man  setzt: 

«0 + «1  a; + «2^2 -j- . , ,  4.  a,^»n 


8) 


y  = 


h-\-hx  +  h.^x-'-+...+h„,x"' 
wo  auch  eine  der  Quantitäten  /;„,  oder  «„,  verschwinden  kann.  Es  ist 
dann  der  Ausdruck  7)  vom  Grade  2m — 2,  es  ist  ferner  T  vom  Grade 
2//J — 2,  da  nun  in  0)  auf  der  rechten  Seite  der  Zähler  alle  Factoren 
des  Nenners  enthält,  da  ferner  beide  Polynome  von  demselben  Grade 
sind,  so  ist  die  rechte  Seite  von  6)  constant,  mithin  auch  M. 
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Die  Gleiehimg  5)  kommt  iibgeselicn  von  dem  constanteu  Factor  M^ 
auf  die  Gleicbunir  des  Problems  zurliek.  Die  gegebene  Differential- 
gleiebung  ist  also  mittelst  der  Gleicbuug  8)  integrabel. 

Dividirt  man  in  8)  dureb  eine  der  Constanten  «oi  •  •  '^m-,  ^o,  •  •  bm, 
welcbe  nicbt  verscbwindet,  Zäbler  und  Nenner,  so  entbält  der  Ausdruck 
für  1/  recbts  2/«  +  l  Constanten.  Da  in  T-  unter  den  Am — 4  Facto ren 
2tn — 2  gleiche  vorkommen,  so  erhält  man  eine  gleiche  Anzahl  von 
Bedingungen  zwischen  den  bemerkten  Constanten.  Hieraus  folgt:  unter 
den  2//i+l  Constanten,  enthalten  in  dem  Werte  von  y,  bleiben 
2w-f  1 — i2m — 2)  =  3  willkürlieh.  Diese  drei  Constanten  lassen  sich  ver- 
wenden, um  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  auf  die  Normalform  der 
elliptischen  Ditferentiale  von  Legendre  zu  bringen. 

Die  in  der  Gleichung  8)  enthaltene  Substitution  nennt  Jacobi 
der  ;/i*''"  Ordnung,  oder  einfach  zur  Zahl  m  gehörig. 

Man  kann  in  der  Gleichung  5),  ohne  Beeinträchtigung,  für  beide 
Seiten  die  Normalformen  annehmen  und  gelangt  dann  zu  der  folgenden 
Differentialgleichung,  deren  Untersuchung  die  Transformation  der  el- 
liptischen Functionen  involvirt: 

9)  ^y  ^  1  (Ix  . 

\/{l—y^){i-ßy-')      ^^^\/{l—x^){i—k\x^)' 
In  der  vorstehenden  Gleichung  sind  k  und  /  positive,  echte  Brüche, 
M  ist  eine  Constante. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  y  mit  x  verschwindet.  Da  nach 
9)  y  sein  Zeichen  ändert,  wenn  x  in  — x  übergeht,  so  muss  in  der 
Gleichung  8)  der  Zähler  nur  ungerade,  der  Nenner  nur  gerade  Poten- 
zen von  X  enthalten.  Es  bieten  sich  also  hier  zwei  Fälle  dar,  ent- 
weder der  Grad  des  Nenners  ist  um  eine  Einheit  höher  wie  der  des 
Zählers,  oder  umgekehrt.  Ist  also  m  gerade,  so  muss  in  8)  «,„  =  0  sein, 
dagegen  für  ein  ungerades  m  ist  bm  =  0.  Diesen  beiden  Fällen  ent- 
sprechend unterscheidet  Jacobi  ( Fundame^ita  §  w,  Ges.  Werke  I, 
"jo  u.  /i)  Substitutionen  gerader  und  ungerader  Ordnung. 

Die  Substitutionen  gerader  Ordnung  sind  in  folgender  Glei- 
chung enthalten:, 

-j^.  x{a-\-a^x'^-\-a2X^-\-  . . .  +0™— i^"'""**) U 

^        ^  vvb^xH^h^*+77^K^     ~~  T  ■ 

Es  sind  die  Binome  V+U,  V — i\  V-\-lü\  V — W  sämtlich  vom 
Grade  2/«  und  jedes  der  Binome  muss  zwei  der  Factoren  1+a:,  1 — x, 
H-A\r,  1 — kx  enthalten.  Es  seien  A,  ß,  C,  D  Polynome  von  x.  Durch 
Aenderung  von  x  in  — x  möge  A  in  ß  und  C  in  D  übergehen.  Durch 
dieselbe  Aenderung  geht  nach  10)  U  in  — U  über.  Wäre  nun  V-[-U 
=  (1 — x'^)A-,    so    erhielte    man    durch    Vertauschung    von    x   mit    — x 
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r—U=(l—x''-)/r\  d.  h.  J-\-U  iiüd  V—U,  mithin  aucli  V  und  i\  würden 
den  gemeinschaftliehen  Factor  1 — ;t'"^  haben,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist.  Die  beiden  Factoren  von  J'-\-  U  können  also  nur  das  Pro- 
duct  von  (l±a-)  in  {l±kx)  geben.     Man  kann  also  setzen: 

11)  r+^=  {i^x){i-\-/ix)A^  i'—u=  ii—x){i—kx) /r\ 

12)  r-f  /6'  =  c\  J  — /  u  =  /)2. 

Die  Gleichung  für  V — U  ergiebt  sich  aus  y-\-U  durch  Vertauschung 
von  X  mit  — .r,  und  es  müssen  notwendig  V-{-ll\  V — lU  vollständige 
Quadrate  sein. 

Nimmt  man  Ic  als  gegeben  an,  so  ist  nach  11)  V^i  durch  \-\-x 
und  l+A.r  teilbar;  zwischen  den  2m  Constanteu  «i,  «2 . . .  r/„„  bi...bm 
der  Gleichung  8)    ergeben  sich  zwei  Relationen.     Da  ferner  nach  11) 

-: — r  das   Quadrat   eines   Polynoms   vom  Grade   m — 1   ist,  so 

{l-hx)(l-^kx) 

erhält  man  w — 1  Relationen  zwischen  diesen  Constanten.  Die  Glei- 
chung F-f /6=  C'^  giebt  m  weitere  Relationen,  so  dass  man  im  Ganzen 
2-\-m — 1+jn  ^  2m-{-l  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Moduls  /  und 
der  2m  Constanteu  der  Substitution  8)  erhält,  wodurch  also  die  be- 
merkte Substitution  vollständig  bestimmt  ist. 

Die  Substitutionen  ungerader  Ordnung  sind  in  der  Glei- 
chung enthalten: 

^  ^  l-^byx^-hb-ix^-^  ...-^b,nx''»  V' 

Da  in  diesem  Falle  die  Binome  V+U,  V—U,  V-\-lU,  V—IU  sämtlich 
vom  Grade  2m-f-l  sind,  da  ferner  U  in  — U  durch  Vertauschung  von 
X  mit  — X  übergeht,  so  kann  man  in  diesem  Falle  setzen: 

14)  r-f  U=  {\^-x)A\  V—i  =  {\—x)8\ 

15)  r+/^=(l  +  Ar.r)6'2,    V—lU={l—kx)D\ 

worin  A,  B,  C  und  D  Polynome  von  m.  Nimmt  man  wieder  k  als  ge- 
geben an,  so  erliält  man  zur  Bestimmung  der  2m-\~\  Constanteu 
M, . .  tf„„  i|  . .  />,„  und  des  Moduls  /  ebensoviele  Gleichungen.  Es  muss 
nämlich  r+ 6^  durch  l+.r,  I'-^IU  A\\xQ\i  \-\-kx  teilbar  sein,  was  zwei 
Relationen  giebt.     Da  ferner  nach  14)  und  15): 

v+u   y+w 

1+a;'  l-\-kx 
vollständige  Quadrate  von  Polynomen  w'^"  Grades  sind,  so  erhält  man 
je  m  Bedingungsgleichungen,  also  deren  2///,  welche  in  Verbindung 
mit  den  beiden  erst  bemerkten  zur  Bestimmung  von  /  und  der  Con- 
stanten der  Gleichung  IH)  hinreichen.  Eine  Substitution,  enthalten  in 
der  Gleichung  l;>),  ist  also  vollständig  bestimmt. 

Für  eine  Transformation  m**"'  Ordnung  sei  ferner: 
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für  eine  Transformation  von  der  Ordnung  my  sei: 

l/(l— Z2)(l-/l2z2)         i>/i|/(l_j/2)(l_/2j/2)'  F,  ' 

alsdann  geben  die  beiden  Differentialgleichungen  16)  und  17): 

l/(T— ^2)  (1— /i2^2)         yi/.^i  |/(1— rt'2)  (1— ^2.-,:2) 

Es  ist  y""^  die  liöebstc  Potenz  von  y  enthalten  in  ü^  und  T, ,  ferner 
x™  die   höchste  Potenz  von  x  enthalten  in  U  und  V.     Setzt  man  also 

nach  16)  y  =  -,  m  z  =  ^'  5   so  folgt  z  ^  -=^  i  ^ffo  U-i  und  T\  Polynome 

'  '  1  '2 

von  X  sind,  höchstens  vom  Grade  m.iiix.  Aus  dem  Vorstehenden 
folgt,  dass  aus  zwei  Transformationen  von  den  Graden  m 
und  w,  sich  eine  Transformation  vom  Grade  in.m^  zusammen- 
setzen lässt.  Allgemein  führt  eine  Zusammensetzung  von  Trans- 
formationen von   den  Graden  w,  »ii,  m^  ....   auf  eine  Transformation 

vom  Grade  m.m^  .m^ Es  gilt  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes, 

wie  später  gezeigt  wird,  dass  eine  Transformation  vom  Grade  m.mx.mi 

sich  herstellen  lässt  durch  successive  Anwendungen  der  einzelnen  Trans- 
formationen von  den  Graden  m,  m^,  m-i . .  etc.  Was  die  Transformationen 
ungerader  Ordnung  betrifft,  so  kann  man  sich  auf  die  ungeraden 
Primzahlen  beschränken,  aus  denen  die  ungeraden  Zahlen  bestehen. 
Da  eine  gerade  Zahl  das  Product  einer  Potenz  von  2  in  eine  ungerade 
Zahl  ist,  so  reduciren  sich  die  Transformationen  gerader  Ordnung  auf 
Zusammensetzungen  von  Transformationen  ungerader  Ordnung  mit 
einer,  wenn  nötig  wiederholten,  Transformation  zweiten  Grades.  Hieraus 
folgt,  dass  sich  alle  Transformationen  aus  Transformationen 
zweiten  Grades,  combinirt  mit  solchen,  welche  zu  Primzahlen 
gehören,  zusammensetzen  lassen. 

Mit  Beziehung  auf  die  wirkliche  Substitution  der  Werte  von  ?/, 
definirt  durch  die  Gleichungen  10)  und  13),  in  die  Differentialgleichung 
9),  hat  Jacob i  eine  sehr  schöne  Bemerkung  gemacht,  welche  sich  auf 
eine  genauere  Untersuchung  der  Gleichung  13)  bezieht.  Den  eigent- 
lichen Ursprung  seiner  ingeuieusen  Idee  bat  Jacobi  nicht  angegeben; 
derselbe  beruht  darauf,  wie  schon  Legendre  bemerkt  hat  (Fond.  eil. 
Prem.  SuppL  p.  lo),  dass  die  Differentialgleichung  9)  ungeändert  bleibt, 

wenn  x  und  y  gleichzeitig  ersetzt  werden  durch  —  und  — -  •>  und  hier- 

Kdc  ly 

auf  der  gemeinschaftliche  Factor   auf  beiden  Seiten   unterdrückt  wird. 
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Der  von  Jaeobi  gegebene  Satz  ist  folgender:    , Lassen  sich  die  Poly- 
l 


flir  eine  Transformation  ungerader  Ordnung 


nome  V  und    r  in  ij 

so  bestimmen,   dass   durch  die  Substitution  von 


kx 


an   Stelle   von    x 


-----  =  77^  an  die  Stelle  von  y  tritt,  so  ist  von  den  beiden  Gleichungen : 
ly        lU  if         ^  ö 

U-\-V={l+x)A\     r+/^=(l+A-.T)02 

die  eine  immer  eine  Folge  der  anderen. "  (Fundam.  §  12,  Ges.  Wfrkc  I,  ^2). 

Durch  diesen  Satz  reduciren  sicli  die  vier  frleichungen  14)  und  15) 
auf  eine  Gleichung.     Man  setze  zur  Abkürzung: 

,0.      J  ^^  = -'^^1  (^-),    /^(.T2)  =  «  +  a,x2  +  a.^a;4+....+«ma:"^'", 

Nach  13)  ist  dann: 

F^x^)  ' 


y 


Setzt  man  nun: 


^f(-^\ 

1         kx    ^\k'^xy 


ly 


[k^xy 


so  geben  diese  beiden  Werte  von  y: 


Ix  Fl  (.t2)        kx 


1  ^'  [k-^xy 


1^ 

k^x^ 


oder  rechts  Züliler  und  Nenner  mit  .r^'"  multiplieirt: 

1  ^■'"^''  {kli 


20) 


F^{^_ 
IFi  (a'2)        k 


x-"*  ti 


k-^xy 


Bezeichnet  p  eine  Unbestimmte,  so  lässt  sieh  die  vorstehende  Gleichung 
durch  die  beiden  folgenden  ersetzen: 

21)     AO^--)  =  />^^'-"">'.  (,^-2)  '  li'\  C^--)  =  Pkx'^-'^F,  (^^}_^^}j  ■ 
Wegen  der  Gleichungen  19)  sind  aber: 

Polynome   2»i^eii  Grades   von  x.    In   den   Gleichungen   21)  ist  also  p 

constant.     Vertauscht  man  hierin  x  mit     -  1  so  folgt: 

kx  ° 
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Jede  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleiebungen  21)  combinirt  giebt: 

und  die  Gleiebungen  21)  werden  hierdurch : 

23)   ,.,(.,.)  =  .Y±.-/.,yj,  f,(-^)  =  *"'l/T^"'''fe)- 
Jede  dieser  Gleichungen  ist  eine  Folge  der  anderen. 
Nach  19)  ist  nun: 

"  ^  1+x  1-hx 

Der  Voraussetzung   nach  ist  die  linke,   mitbin   auch   die  rechte  Seite, 
das  vollständige  Quadrat  eines  Polynoms  /«ten  Grades  von  x.    Man  setze 

—  statt  X  und  multiplicire   auf  beiden  Seiten   mit  x'-""  k""  1  /  —  i  dann 

nX  V       K 

ist  nach  23)  und  19): 


2mA.mi  /    i      \k''xy       kx    '  V^'^'V  _  F.^{x-^)-{-lx F,{x^)  _  V+W 


-v.2m  i- 

V    k  1^  l-\-kx  l-\-kx 

kx 

Ist  also  — - —  ein  Quadrat,  so  ist  dieses  auch  mit  ;,  — ,-  der  Fall,  wo- 
\-{-x  1+Ax 

durch  das  obige  Theorem  bewiesen  ist. 

In  der  zweiten  Gleichung  23),  nämlich: 

25)         ^,(^.,  =  ,Y4,.»/-,y_) 

setze  man  für  F^^ix^)  und  /"i  (a-)  ihre  Werte  aus  19).     Es  folgt  dann: 
a  +  ö,  x^-^-a-i  x*  +  ö3a;*'+ -{-ümX^"^ 

Vi       V     r-^''^'^'     ^/t^^x^»» 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  folgende  Relationen: 

bm  hn.-xk'^  hm-ik^  k''^ 

ü  =  '    öl    = 5    Uo  = ' 0,,n  =         ~  ' 

j»  p  jO  i> 

WO  

Es  ist  also  nun  nach  19): 
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26) 


r' 


M^') 


I'\  {x-^)  = 


l-\-biX-^-\-biX^ ■i-b,nX'"", 


l///t2".-l 

Diese  Werte  von  F^  {x-)  und  Fi  (aj2)  setze  man  in  die  Gleichung  24) 
und  ferner: 


27) 


=  {l  +  aix-^a.2x^-^ amX"*)\ 


1+a: 
Die  Untersuchung  der  Substitution: 

xFiix"^)  ^U^ 
~  V 


28) 


y  = 


F,{x^) 

in    die   Differentialgleichung  9)  ist   dann    auf  die    der  Gleichung  27) 
reducirt,  oder  besser  nach  24)  und  26)  auf  die  der  folgenden: 

(  l+biX^-^b-2X^-{-. . .  .-\-bmx'"" 

b„,-\-b,„-ikK%^+bm-^.kix^-\-  .  .  .  -\-bik^'"-^x-'^-''-i-k-'"x''" 


29) 


+  X 


(  =  (i+a:)  (!+«!  x+«2a;2+.  .  .  .  +ß«a:"')2. 

Die  Vergleichung  gleicher  Potenzen  von  x  giebt  für  b^,  i»,- ••  •'"<?)  ^ 
2m +1  lineare  Gleichungen,  aus  denen  sich  ohne  Schwierigkeit  m+1 
Gleichungen  zwischen  a^,  a^, . . . «,«  und  k  und  l  ergeben.  Die  Elimination 
von  «1,  «21  •  •  •  «m  zwischen  diesen  Gleichungen  führt  auf  eine  Gleichung 
zwischen  k  und  /,  die  sogenannte  Modulargleichung.  Es  können 
übrigens  k  und  /  beliebige  Quantitäten  sein,  da  die  vorhergehende 
Deduction  keine  Annahme,  weder  über  die  Grösse,  noch  über  die  Realität 
von  A-  und  /  voraussetzt. 

Setzt   man  nach  19)   V=  F-iix'^),   U=xF^{x%   so   ist   nach   27) 
und  29): 

30)  V+U=  (l+x)  (l+tti  a:+«2a;2+  ... .  +a„,x'")"-. 
und  hierin  — x  statt  x\ 

31)  V—  U  =  (l—x)  [  1 —«1  X + «2  .x-2  +  .  .  .  +  (_t)'»a^a:'»]2. 

Die  Gleichung  30)  giebt,  x  mit  -     vertauscht,   darauf  mit  x^'"+'^  mul- 
tiplicirt : 

32)  r+/^=|/^ 

und  hierin  — x  statt  x: 

33)  V—IU  = 


l 


{\+kx)  («,„+«„._! Au- .  .  .  .  +A"'.r"')2, 


f^1m->rl 


(1— A-.r)  («„,— «m-i  Ax  +  .  .  .  +  (— 1)"' A"'a:"')2. 
Mittelst  der  Gleichungen  30)— 33)  und  ?/  =   -  wird  die  Gleichung  9) : 


EuuepeT,  eUipt.  Functionen.     2.  Aufl. 


19 
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=  (1+ai  x+a. a:2+  .  .  .  +a,„a;'»)  (1— a,  x+a-i x"^.  .  .  +  (-iy%nX'") 

X  («,„+«,„-1  Äa:+ .  .  .  +Ä"'a:'»)  (a„— a„._i  to+ .  .  .  +  (— l)'»Ä'»a:'»). 

Durch   diese  Gleichung-  ist  M  defiDirt.     Für  x  =  0  ist  ^^=0,   F=  i, 

^^  *"•  Die  Gleichung-  34)  giebt  für  .r  =  0: 


dx        \J  ikin 


35)  M 


\/lk'- 


Die  Vergleichuug  der  Factoren  von  x^"'+''-  in  der  Gleichung  29)  giebt: 

mithin 

37)  "l//F^        ^ ' 

wodurch  die  Bestimmung  von  M  von  derjenigen  von  bm  und  /  abhängig 
gemacht  ist. 

Im  Vorstehenden  sind  nebst  einigen  Erläuterungen  die  wesentlichsten 
algebraischen  Hülfsmittel  mitgeteilt,  deren  sich  Jacobi  zuerst  bei  seiner 
Behandlung  des  Transformationsproblems  bedient  hat.  Eine  Andeutimg 
hiervon  enthalten  die  Auszüge  zweier  Briefe  Jacobi 's  an  Schumacher 
vom  Jahre  1827,  enthalten  in  Astron.  Nachr.  VI,  jj — j8,  Nr.  123 
(Ges.  Werke  I,  2g — 36).  Ebendaselbst  Nr.  12^  p.  ijj — 1^2  (Ges.  Werke 
I,  j7 — 48)  findet  sich  eine  weitere  Mitteilung  von  Jacobi  unter  dem 
Titel:  „Demonstratio  theorematts  ad  theortam  functwmwi  elltpticarum 
spcctantis" ,  zu  welcher  Legendre  (Nr.  ijo,  p.  201 — 208J  eine  Anzahl 
interessanter  Bemerkungen  gemacht  hat.  Bedeutend  erweitert  erscheinen 
die  rein  algebraischen  Untersuchungen  in  §  i — //  der  „Fundamenta" 
(Ges.  Werke  I,  4g — ^2).  Ein  weiterer  Erfolg  in  dieser  Richtung  ist 
wegen  der  steigenden  Complication  der  Rechnungen  nicht  zu  erwarten. 
Die  Anwendung  der  Gleichungen  26),  28)  und  29)  auf  die  Gleichung  9) 
ist  schon  für  m  =  \  und  »^  =  2  nicht  ohne  Weitläufigkeiten,  welche 
bald  durchblicken  lassen,  dass  auf  diesem  Wege  die  Bestimmung  der 
Constanten  ^1,  6.,  ...*,„  der  Gleichungen  26)  und  28)  für  den  allgemeinen 
Fall  nicht  gesucht  werden  kann. 

Um  zum  Ziele  zu  gelangen,  führt  Jacobi  den  Begriflf  der  ellip- 
tischen Functionen  ein  und  beginnt  in  §  20  der  „Fundamenta"  mit 
Hülfe  derselben  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems  der  Trans- 
formation. Während  bisher  die  Deductionen  eine  grosse  logische 
Schärfe  zeigen,  tritt  hier  plötzlich  eine  vollständige  Discontinuität  der 
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leitenden  Ideen  auf;  Jaeobi  stellt  sein  Theorem  auf,  ohne  die  mindeste 
Andeutung,  wie  er  dazu  gelangt  ist.  Man  könnte  der  Vermutung  Kaum 
geben,  wie  dieses  auch  schon  geschehen,  dass  Jaeobi  durch  glückliche 
Versuche  auf  seinen  Satz  gekommen  ist.  In  Nr.  130  der  „Astroit. 
Nachr."  finden  sich  folgende  Worte  von  Legendre:  „Ici  on  doit  re- 
gretter  que  l'auteur  remplisse  la  tache  qu'il  s'est  imposee  par  une  sorte 
de  divination,  sans  nous  mettre  dans  le  secret  des  idees  dont  la  filiation 
l'a  amene  progressivement  11  la  forme  que  doit  avoir  1 — y  pour  satis- 
faire  aux  eonditions  du  probleme.  Au  reste  cette  suppression  des  idees 
intermediaires  s'explique  assez  naturellement  par  la  necessite  de  ne  pas 
donner  ti'op  d'etendue  ä  une  demonstration  qui  devait  etre  inseree  dans 
un  Journal  scientifique;  et  il  est  ii  croire  que  quand  l'auteur  dounera 
un  libre  cours  au  developpement  de  ses  idees,  dans  un  ouvrage  com- 
pose  ad  hoc  il  rctablira  les  intermediaires  dont  l'absence  se  fait  re- 
marquer."  Dieser  Wunsch  ist  leider  nicht  in  Erfüllung  gegangen,  die 
„Fundavienta"  zeigen  in  diesem  Punkte  eine  sehr  bedauerliche  Lücke, 
welche  dem  Studium  dieses  ausgezeichneten  Werkes  eine  nicht  leicht 
zu  überwindende  Schwierigkeit  entgegenstellen  musste. 

§  38.    Das  Problem  der  Transformation  nach  Abel. 

Während  Jaeobi  sich  darauf  beschränkt  hat,  die  rationale  Gleichung 
zwischen  x  und  \j  hinzustellen,  in  der  Form : 

öo  +  ö]  a'-j-Ö2^'^+  •  •  •  +öm^'"' 


1)  V 

he 

2) 


welche  der  Differentialgleichung: 

dy  1  dx 


i/(l— 1/2)  (1-/^2)        ^1/(1— a;2)(l— ^2^:2) 

genügt,  ist  Abel  mehrfach  auf  die  Integration  der  vorstehenden 
Differentialgleichung  zurückgekommen.  Jaeobi  hat  Zähler  und  Nenner 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  als  Producte  von  Faetoren  in  Be- 
ziehung auf  X  dargestellt  (Fund.  §  20,  Ges.  Werke  I,  88).  Wird 
der  so  erhaltene  Ausdruck  in  Partialbrüche  in  Beziehung  auf  x''-  zer- 
legt, so  ergiebt  sieh  für  x  ein  Ausdruck,  welcher  den  Ausgangspunct 
der  ersten  Untersuchungen  von  Abel  bildet,  enthalten  im  §  IX  seiner 
„Rechcrchcs  sur  les  fonctio7is  clliptiqiies"  (Cr die  J.  HI,  16 g — 181, 
Oeuv.  I,  2JO — 242,  2.  cd.  I,  j6j — 377)-  Diese  erste  Behandlung  des 
Problems  der  Transformation  ist,  wie  bei  Jaeobi,  rein  synthetisch; 
der  Ausdruck  für  y  wird  ohne  weitere  Begründung  aufgestellt  und 
dann  bewiesen. 

Abel  bezeichnet  die  Umkehrungsfunction  des  Integrals 
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dx 

mit  x^g^u;  diese  Function  bat  die  Perioden  2co  und  2cö/,  wo 


(D y  "^  dx  cö /^* 


Das  allgemeine   Transformationstheorem  lautet   dann  (Oeuvres  2.  M., 
I,  j6j)  folgendermassen : 

-Bezeichnet  a  die  Grosse  ^^ — r-^ — — — ,  wo  wenigstens  eine 

der  beiden  ganzen  Zahlen  m  und  fi  relativ  prim  zu  2;^  +  !  ist,  so  hat  man 

/dy  P  dx 

wo 

(9)2  a — a:2)  (g)2  2  a — x'^) . . .  (9)2  w« — a;2) 

y  —  f-^-  (H-e2c2^2f^  _  a:2)  (1  +  ^2^29,2  2a  .  a:2) . . .  (1+^2^2952;^«.^) ' 

i = {K?+'")  ■  K  2 + 2")  ■  •  ■  9»  (I + '» ) 

a^:=  f .  {(pa  .(f2a.ffi?>a...  fpnaf-, 
und  es  ist  f  eine   unbestimmte   Grösse  derart,   dass   nur   eine  einzige 
Relation  zwischen  den  Grössen  c^,  e\,  c,  e  besteht.     Die  Grössen  e^  und 
c2  können  positiv  oder  negativ  sein." 

Die  weiteren  Untersuchungen  von  Abel  über  diesen  Gegenstand 
zeigen  eine  Tiefe  der  Auffassung,  verbunden  mit  einem  Reichtum  über- 
raschender Ideen,  welche  allein  hinreichen,  die  Erinnerung  an  sein 
wunderbares  Genie  in  der  Geschichte  der  Mathematik  lebendig  zu  er- 
halten. Wird  die  Gleichung  13)  des  vorhergehenden  §  angenommen, 
so  findet  Abel  für  eine,  ungerade  Zahl  2w+l,  d.  h.  nach  Jacobi's 
Bezeichnung,  für  eine  Transformation  von  der  Ordnung  2m+l,  dass 
k  und  /  durch  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  2m-\-2  verbun- 
den sind,  welche  Gleichung  sich  mit  Hülfe  von  Gleichungen  niedrigeren 
Grades  lösen  lässt,  wenn  2m +1  keine  Primzahl  ist.  Hierbei  setzt 
Abel  in  der  Gleichung  2)  l  und  k  als  beliebige  Quantitäten  voraus. 
f Grelle  J.  III,  lyy.)    In  dem  folgenden  §  X  wird  ein  besonderer  Fall 

der  Gleichung  2)  behandelt,  wenn  l  =  k  und  -     eine   eomplexe   Zahl 

ist.     Uebrigens  hat  die  Form,  deren  sich  Abel   für   y  bedient,   später 
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Jacobi  benutzt  in  der  Abhandlung:  „De  functionibus  ellipticis  com- 
mcjifafio  altera"  (Cr die  /.  VI,  jgy — 403;  Ges.  Werke  I,  jiq — 326.) 
Eine  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen,  nach 
Art  der  Behandlung  von  Legendre,  hat  Abel  m  (\.Qm  „Prccis  d'icne 
theorie  des  /oiiefions  clliptiqucs"  (Crcllc  J.  IV,  236 — 277,  J05? — 348, 
Oeiivr.  1, 326—408;  2.  cd.  I,  ^18 — öiy)  gegeben.  Diese  scharfsinnige  Ab- 
handlung, welche  in  Foli;e  des  frühen  Todes  des  Verfassers  unvollendet 
geblieben  ist,  enthält  nicht  im  eigentlichen  Sinne  eine  Lehre  der  el- 
liptischen Functionen,  deren  nur  in  der  Einleitung  gedacht  ist.  Die 
Untersuchungen  beziehen  sich  wesentlich  auf  die  elliptischen  Integrale 
und  basiren  in  dem  Teile,  welcher  sich  auf  die  Transformation  dieser 
Integrale  bezieht,  auf  einer  sehr  geistvollen  Anwendung  des  Additions- 
theorems von  Euler.  Das  Problem  der  Transformation  bildet  den 
Inhalt  von  Chap.  IV  und  V.  Die  ersten  algebraischen  Betrachtungen 
sind  denen  Jacobi's  (vergl.  §  37)  analog.  Abel  betrachtet  nun  in  der 
obigen  Gleichung  1)  umgekehrt  x  als  Function  von  y,  wodurch  sieh 
m  Werte  für  x  ergeben.  Sind  x  und  x^  zwei  dieser  Werte,  so  muss 
jeder  derselben  der  Differentialgleichung  2)  genügen;  man  erhält  so 
zwei  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  einander  gleich  sind.  Hieraus 
folgt  unmittelbar: 

rfx'i  dx 

1/(1— a;?)(l— Ä2a;^)  ~~  l/(l— a:2)(l— P^ ' 
und  diese  Gleichung  integrirt  giebt: 

^  x\/{^^a^)(y-W^)-\-a  l/(l— a;2)(l— ^2a;2) 

^^  ~  1— Ä2a2^2  ' 

wo  a  eine  Constante  ist.  Auf  diese  Kelation  basirt  Abel  seine  Unter- 
suchungen, welche  wesentlich  die  Multiplicationsformeln  der  elliptischen 
Functionen  voraussetzen,  d.  h.  die  Ausdrücke  von  snn?/,  cnww  und  dnm<. 
Diese  Ausdrücke  lassen  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des  Euler'- 
schen  Additionstheorems  herstellen.  Obwohl  die  von  Abel  gefundenen 
Resultate  ungemein  interessant  sind,  namentlich  in  den  Teilen,  welche 
Anwendungen  von  der  Lehre  der  algebraischen  Gleichungen  enthalten, 
lässt  sich  der  befolgte  Weg  nicht  wohl  übersichtlich  angeben,  ohne  die 
Abhandlung  selbst  einem  grossen  Teile  ihres  Inhalts  nach  zu  reprodu- 
eiren.  Eine  meisterhafte  Behandlung  des  Problems  der  Transformation 
ist  enthalten  in  dem  Aufsatze:  „Solution  d'un  probVcnic  gcncral  con- 
cernant  la  transformatioii  des  fonctions  elliptiqucs"  (Astron.  Nachr. 
VI,  36$ — 388,  Nr.  138,  Altona  1828;  Oeuvres  I,  2^3 — 2^4;  2.  cd.  I, 
403 — 428).  Eine  Folge  hierzu  bildet:  „Addition  au  uicnioirc  sur  les 
fonctions  clliptiqucs"  (Astron.  Nachr.  VII,  33 — 44,  Nr.  14^,  Altona 
182g;  Oeuvres  I,  275 — 28^;  2.  cd.  I,  42g — 443)- 
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Es  ist  namentlich  diese  letzte  Abhandlung,  von  welcher  im  Fol- 
genden die  Rede  sein  soll,  welche  bei  der  Transformation  Principien 
anwendet  die  von  den  algebraischen  Betrachtungen  wesentlich  ver- 
schieden sind.  Einige  supplementäre  Formeln  hierzu  sind  enthalten  in: 
„Note  siir  quelques  forrmilcs  elUptiqiies"  (Crcllc  J.  IV,  8^ — gj,  Oeuv. 
I,  299—308;  2.  ed.  I,  46'/— 4^/). 

Nach  den  algebraischen  Beti-achtungen  des  vorhergehenden  §  über 
die  Transformation  gerader  und  ungerader  Ordnung  kann  man  in  der 
Gleichung  1)  die  Constanten  Oq»  «ii  •  •  ^m,  &01 ^m  als  bestimmt  an- 
sehen. Die  Werte  derselben  hängen  von  algebraischen  Gleichungen 
ab;  einem  bestimmten  Systeme  von  Werten  derselben  entspricht  ein 
Wert  von  y  in  Function  von  x.  Das  allgemeinste  Problem  der  Trans- 
formation nach  Jacobi  besteht  nun  darin,  die  sämtlichen  Werte  der 
bemerkten  Art  von  y  zu  finden,  welche  der  Difterentialgleichung  2) 
Genüge  leisten.  Abel  formulirt  das  Problem  in  etwas  anderer  Weise, 
indem  er  die  Aufgabe  stellt:  „Trouver  tous  les  cas  possibles  dans 
lesquelles  on  pourra  satisfaire  ä  l'equation  diflferentielle  2)  en  mettant 
pour  y  une  fonction  algebrique  de  x,  rationnelle  ou  irrationnelle." 

Es  sei  f{y,  x)  =  0  die  gesuchte  algebraische  Relation  zwischen  x 
und  ?/,  welche  der  Differentialgleichung  2)  genügt.  Der  Einfachheit 
halber  soll  angenommen  werden,  dass  x  und  y  gleichzeitig  verschwin- 
den.   Setzt  man  in  der  Gleichung  2): 

X  =  sn  (m,  k\  2/  =  sn  (?<!,  /), 
so  folgt: 

du 
^       M 

also:  Ml  =-^.  da  lu  mit  u  verschwinden  soll.    Die  Werte  von  x  und 
M 

y  sind  folglich: 

3)  X  =  sn (?<,  k\  y  =  sn f  ^,    l\ • 

Die  algebraische  Gleichung  /(*/,  x)  =  0  geht  durch  Su})stitution  dieser 
Werte  von  y  und  x  über  in: 


4)  / 


sn(-^,   /),  sn(M,  Ä- 


=  0. 


In  dieser  Gleichung  ist  u  allein  variabel,  dieselbe  muss  also  für  einen 
beliebigen  Wert  von  u  bestehen.  Man  vertausche  u  mit  u-\-4:pK  und 
mit  u-\-2pA'i,  wo  p  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  8n(u-{-4pK,k)  = 
sn(M,A),  sn0<  +  2;j/r/,  A)==sn(w,  A),  so  leitet  man  aus  der  Gleichung  4) 
die  beiden  folgenden  ab: 
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5)  f 

6)  f 


,  A    m\u,k\    =  0, 


=  0. 


Die  Gleichungen  4),  5)  und  6)  zeigen  nun,  dass  der  algebraischen 
Gleichung  /'(i/,^v)  =  0  für  x^=8u(u,k)  die  Werte 


sn 


fu      \        (u+4.pK     \       (u+'ipK'i     \ 


von  y  entsprechen.  Wegen  der  Unbestimmtheit  der  Zahl  p  ist  die 
Anzahl  dieser  Werte  unendlich  gross;  da  aber  die  Anzahl  der  Werte 
von  y  eine  endliche  sein  soll,  so  muss  dieses  auch  mit  den  obigen 
Werten  der  Fall  sein,  d.  h.  dieselben  können  nicht  alle  unter  einander 
verschieden  sein.  Sind  ^,  //',  v^  v'  ganze  Zahlen,  so  erfordert  die  auf- 
gestellte Bedingung  die  Gleichungen: 

oder  wenn  wir  die  den  Moduln  l  und  /'  =  /l — l^  entsprechenden  Inte- 
grale L  und  Z'  durch  die  Gleichungen: 

7t  7t 

7)   L=n^-^=.  r=n-j=ji= 

J      l/l— /2sin2w;  J      1/1— r2sin2«; 

definiren, 

8)  -L=-^-h4firZ4-2^'r«,     --^=-— +4ÄZ  +  2Ä'A 

wo  ^,  Ä,  g\  h\  ganze  Zahlen  bedeuten.  Setzt  man  einfacher  fi' — fi  =p 
und  v' — V  =  p\  wo  also  p  und  p'  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  gehen 
die  Gleichungen  8)  über  in: 

9)  ^  =  4^Z+2ÄZ'i,^  =  4/Z+2Ä'Z7, 

10^  Jl  =  £^.^         1  ^  2^'Z      h'L' 

^  M      pK'^2pK'       M      p'K'i'^p'K'' 

Der  doppelte  Wert  von  M  giebt: 


'  Tl 


^  pK^2pK      p'K'ip'K'' 

Nimmt  man  zuerst  mit  Abel  an,  dass   k  und  /  echte  positive  Brüche 
sind,   also  A',  A",  Z  und  Z'   reelle,   positive   Quantitäten   bedeuten,   so 
giebt  die  Gleichung  11)  durch  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Teile: 
^  _  AT      hL'  __'^j'L 
pK~yK''    2pK~~      p'k' 
oder: 
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io>>  gK; ^KV^    hJCL' ^     4g' 

'  pK      p'L '  pKL  p'  ' 

Diese  Gleichungen  bestehen  entweder  gleichzeitig,  oder  eine  der- 
selben verschwindet  identisch,  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungen 
auf  eine  reduciren.  Es  werde  zuerst  dieser  zweite  Fall  betrachtet. 
Dann  ist  ^'  =  0,  h  =  Q  oder  i/  =  0,  //'  =  0.  Für  g'  =  0.  ä=  0  giebt  die 
erste  Gleichung  9)  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  12): 

^  M      pK'    pK      p'l' 

und  für  den  vorstehenden  Wert  von  M  wird  die  Differentialgleichung  2): 

l/(l-y2)(l-/V)      PK^(x-xi^)ix-k\v'^)' 
Die  Annahme  ^  =  0,  ä'  =  0,  führt  aus  den  zweiten  Gleichungen  9)  und 
12)  auf: 

1        2g'L      hL'  4g'K 


15) 
für 
16) 


M       p'K'i     pL  p'K' 

und  für  den  vorstehenden  Wert  von  M  wird  die  Differentialgleichung  2) ; 
dy  %g'L  dx 


l/(l— y^)  (1—^^1/2)         p'K'i  \J{\—x^)  (1— Ä2a;2) 

Setzt  man  in  der  Gleichung  16): 


17)  x  = 


ZI 


80  geht  dieselbe  über  in: 


dy  2g' L  dz 


l/(l— y2)(l_^2j/2)  p'K'  /(1_^2)(1_^'222) 

Diese  Gleichung  unterscheidet   sich  von  der  Gleichung  14)  nur  durch 

Vertauschung  von    k  mit  k' \  durch   dieselbe    Vertauschung  geht  die 

zweite   Gleichung   13)   in    die   zweite   Gleichung   15)   über.    Der  Fall 

i7  =  0,  Ä'  =  0  lässt  sich  also  mittelst  der  Gleichung  17)  auf  den  Fall 

^'  :=  0,  Ä  =  0  reduciren. 

Bestehen   die   Gleichungen   12)   gleichzeitig,  so   ergeben  sich  für 

U  K' 

—  und  "  constante  Werte ;  mithin  auch  für  die  Moduli  k  und  /,  welche 

Ld  K. 

nicht  mehr  ganz  beliebig  sein  können.    Man  findet  leicht: 


wo  g'  oder  h  negativ  sein  muss.  Wenn  dieser  Fall  nicht  die  Bedeu- 
tung der  vorhergehenden  Fälle  hat,  so  ist  doch  die  von  Abel  ange- 
wandte Behandlung  von  grossem  Interesse.    Nach  10)  ist; 
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1  gL  hL'i 
M  ~pK  "^  2p K' 

da  nun  nach  12): 

hü           2g'L 

hi)K~~     p'K'' 

80  ist  auch: 

1  gL  'ig'L 
M       pK'^p'k'i 

Setzt  man  diesen  Wert  von   M  in   die  Differentialgleichung  2),  so  ist: 

19)  # =  (^^  +  -^^^ ^'^ 

l/(l— J/2)(l_/2y2)        \pK     p'A'7y^(i_a;2)(i_^2^2) 

Man  setze  nun  mit  Abel: 

dv  gL  dx 


20) 
21) 


i/(l— t;2)(i— ^2y2)      7?Ä'|/(i_a;2)  (1— A-2a:2) 
dw  'ig'L  dx 


l/(l— W2)(l_/2;y2)         p'K'i  |/(l_a;2)(l_Ä2^2) 

dann  wird  die  Gleichung  19): 

dy  dv  dw 


l/(l— y2)(l_/2y2)         |/(i_y2)(l_/2y2)        |/(l_;y2)(l_/2;y2) 

Hieraus  folgt  nach  dem  Additionstheoreme  von  Euler: 

22)  ^  t;l/(l— «;2)(1— /2;i,2)_|_;y  |/(l_y2y(lZ:/"%2) 

^~  1—nvhv^ 

Lassen  sich  also  v  und  w  aus  den  Gleichungen  20)  und  21)  in  Func- 
tion von  X  ausdrücken,  so  giebt  die  Gleichung  22)  y  in  Function  von  x. 
Die  Gleichungen  20)  und  21)  fallen  mit  den  Gleichungen  14)  und  16) 
zusammen. 

Sind  k  und  /  positive,  echte  Brüche,  so  hängt  die  Transformation 
wesentlich  von  der  Integration  der  Differentialgleichung  14)  ab,  mit 
der  Bedingung  nach  13): 

0Q^  L' _gp'K' 

^"^^  T-WpH' 

L' 
— TT — 

Da  nun  /,  /',  L  auf  dieselbe  Art  von  e      ^    abhängen,  wie  A-,  /c',  K  von 

K' 

— n 

q  =  e     ^    und  nach  23) : 

L'  gp'   K'  gp' 

g         ^     =  ß         h'p    K     ^  ^h'p  ^ 

80  folgt,   dass    der  Wert  von  /  sich  aus  dem  Werte  von  k  er- 

giebt,  wenn  in  demselben  q  ersetzt  wird  durch  (/^,  wo  fi  und 
r  positive  ganze  Zahlen  sind.     Dieses  ist  das  Resultat,  zu  wel- 
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ehern  Abel  in  der  bemerkten  Abhandlung  gelangt.  Dass  die  Be- 
dingung, enthalten  in  der  Gleichung  23),  nicht  allein  notwendig,  sondern 
auch  hinreichend  ist,  beweist  Abel  auf  eine  sehr  schöne  Art  durch 
Anwendung  des  Satzes  von  Cotes  auf  die  Factoren  der  unendlichen 
Producte,  welche  die  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen 
])ilden.  Die  hierbei  nötigen  Betrachtungen  sind  im  folgenden  §  aus- 
führlich behandelt. 

Um  von  vornherein  eine  unnötige  Complication  der  Rechnungen 
zu  vermeiden,  sollen  einige  Vereinfachungen  bei  der  Behandlung  des 
Transformationsproblems  angemerkt  werden,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  in  23)  enthaltene  Bedingung  zur  Integration  der  Differential- 
gleichung 14)  hinreicht. 

Dem  Modul  I^  und  seinem  Complemente  l\  mögen  die  Integrale 
Li  und  Z'i  eutspreclien.  Man  ersetze  die  Gleichung  23)  sowie  die 
Gleichung  14)  durch  die  folgenden : 

24)  IT  =  ^^  ^' 

25)  -'  =  h'p^ 


26) 
27) 


Zi  ^  L 

dt  gLi^  dx 


l/(l— ?2)(l_/2^2)  K    |/(l_a;2)(l_^2;^2) 

dt  pLi  dy 


\/{l-f^){l-l\t^)  L     |/(l_y2)(l_/2y2) 

Der  Voraussetzung  nach  lässt  sieh  nach  24)  in  26)  t  algebraisch  durch 
X  ausdrücken,  und  ebenso  ist  nach  25)  aus  27)  t  eine  algebraische 
Function  von  y.  Die  Gleichsetzung  beider  Werte  von  t  führt  auf  die 
gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y.  Die  Gleichung  14)  folgt  aus 
der  Gleichung  26)  für  1  =  1^  und  p^l.  Es  soll  im  Folgenden  der 
Einfachheit  halber  /;  =  1  genommen  werden. 

An  Stelle  der  Gleichungen  14)  und  12)  treten  dann  die  folgenden: 
„ON  dy  L  dx  L'         K' 

l/(l— i/2)(l— /2?/2)       "^  ^  l/(l— a:2)(l— Ä2a:2)     L  K 

wo  g  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Ist  g  ein  Product  von  Fac- 
toren, so  sei  g  =^ni  .  n-i .  %  . . .  n^,  wo  ni,  n=i  ...n^  Primzahlen  sind. 
Die  Integrale,  welche  einer  Reihe  von  Moduln  l,  li,  l^,..  ly_i  und  deren 
Complementen  entsprechen,  seien  Z,  Zj,  Li..-Ly_\  und  Z',  Z'i,  Z'o,.--^'»)— i. 
Die  Gleichungen  28)  ersetze  man  durch  die  folgenden: 
^y  ^  ^  <^yi  L'  ^     Z'i 


l/(l-J/2)(l-r-J/2)  L,   |/(l_y^)(i_^2y2)        L  A 


( 
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dyi  ^   Li  dy^  //,  L'i 


=  Hl     -   -T^:_:_=rl*=^=  1  =  il-^    ^-'    CtC. 


l/(l-j/t)(l-/?!/?)  L.^{\-ym-llv')    U  Li 

dyv—\  J^v—i  dx 


l/(l— yV_l)(l-/Viy^_l)  "    K    /(i_a;2)Cl-/r2a:2) 

£v-i_      K' 

Lassen  sich  diese  Dififerentialgleichnngen  algebraisch  integriren, 
so  reducirt  sich  die  Herstellung  der  Gleichung  /"(j/i.r)  =  0  auf  die 
Elimination  der  Quantitäten  y,,  y25--?/v— i  zwischen  einem  Systeme 
von  V  algebraischen  Gleichungen.  Der  einfachste  Fall  der  Gleichung 
28)  setzt  also  y  als  Primzahl  voraus;  da  sich  alle  andern  Annahmen 
auf  diesen  Fall  reduciren  lassen,  so  bleiben  nur  die  beiden  Voraus- 
setzungen  übrig  g  =  n,  wo  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  und  ^  =  2. 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  28)  x  und  y,  ferner  k  und  /, 
so  folgt: 

dy  L  dx  L'  K' 

l/(l— 1/2)  {\—r-y^)  ~  gl^  \J{yLx'^){X—Wx'>^)     L~  gK 

Es  ist  also  g  in       übergegangen.    Für   die   einfachsten  reellen  Trans- 

1 
formationen  geht  also  q  über  in  q'\  cp-^  q^  ,  \/q,  wo   w   eine    ungerade 
Primzahl   bedeutet,   und   diese   Transformationen   werden   uns  in   den 
folgenden  Paragraphen  beschäftigen. 
Die  von  Abel  gefundene  Relation: 

r  E' 

findet  sich  auch  bei  Legendre  auf  anderem  Wege  dargestellt  (Fond, 
eil.  Supplement,  p.  ly,  ig  u.  f.). 

%  39.    Die  Thcta-Functioucn,  für  welche  q  durch  «y"  ersetzt  ist.    Die  erste 
reelle  Transforiniition  von  Jacobi.    Vebergang  vom  grössereu  zum  kleineren 

Modul. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

n  (i-'/'o=^(^), 

s  =  1 

so  ist: 

00 

d-{x,  q)  =  (f  (q)  //(l— 2r/*-'  COS  2x-{-q^*-^). 
4  =  1 
In  dieser  Gleichung  werde  x  durch  7(X  und  q  durch  q'*  ersetzt,  dann  ist : 
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2)  &inx,q")  =  (f  {q")JJ  {l—2q"''-'-'^^  COS  2nx-\-q"^*'-'^^ ). 

S  =  1 

Der  Einfachheit  halber  sei  w  eine  ungerade  Primzahl,  Bei 
dieser  Darstellung  drängt  sich  fast  von  selbst  der  Gedanke  auf,  jeden 
Factor  des  unendlichen  Products  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
2)  mit  Hülfe  des  Theorems  von  Cot  es  zu  zerlegen.  Die  Ausführung 
dieser  geistreichen  Idee  hat  zuerst  Abel  gegeben;  die  ungemeine 
Leichtigkeit,  auf  diesem  Wege  das  Problem  der  Transformation  zu  be- 
handeln, hat  J  a  c  0  b  i  schon  sehr  frühe  erkannt,  wie  ein  Brief  desselben 
vom  Jahre  1828  an  Grelle  zeigt,  welcher  unter  dem  Titel:  „Suite 
des  notices  sur  les  fonctions  clUptiqiLcs"  (Grelle  J.  III,  joj — 310,  Ges. 
Werke  I,  255 — 263)  abgedruckt  ist. 

Nach  dem  Theorem  von  Cotes  ist  bekanntlich: 

3)  1— 2;;"co8  2na;+j9-« 


=/y 


r% 


\—2p  C082  \x-\ \^-p 


~2"     ^ 


77 


V7l 

1—2/? cos 2  [x-\ )-|-j!>2 


Durch  einige  einfache  Transformationen  lässt  sich  auch  folgende  Dop- 
pelgleichung aufstellen,  welche  später  benutzt  wird: 
4)  1— 2i3"cos2nx+j92'« 


n 


l—2p  cos2  (  x-\ )+jo2 


n— 1 
2 


n—V 
'2 


77   1— 2j3COs2(a;-|— ^)4-i?2 


2rjc 


Wendet  man  die  Gleichung  3)  auf  die  Gleichung  2)  an,  so  folgt: 

-2q^'-^  cos  2  lx-^~j  +  q^'-^ 


Hnx,q-)  =  <p{q")l£  II 


r=0        i=l 
n— 1 

2^  00    ^ 


=  9P(7")  77  77 


l_2^2s-i(.og2(  a:+—  j  +  f?-'*-^ 


Man  erhält  hieraus  unmittelbar: 
5) 


*(-..")  =  ^-7/*(^+^^..) 


and 


6) 


9)(^") 


n— 1 
"2~ 


Hnx.q^)=-^^^^^-    11^"^^^+ 


rx 


q> 


re— 1 


•I 
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Da  nun  n  eine   ungerade  Zahl,  so  gehen  die  Gleichungen  5)  und 
6),  wenn   mau  x-\-~  statt  x  setzt,  über  in: 

dt 

n—\ 


7)  ^3(,u-,^")  =  |:y/7  ^,  (a;+  ^,  q% 


n— 1 


8)  *,,„.,,, =?^;^£.,.+-,,, 

2 

Aus  diesen  Gleichungen  gewinnen  wir  die  entsprechenden  für  .9-2,  wenn 
wir  a:+-log^  statt  x  setzen.    Es  ist  allgemein: 

9)  ^3  iz  +  ~  logi^,  P)  =  p-  '  ^^*>2  (z,  P)- 

Für  z  =  nx  und  p  =  q""  folgt: 

10)     Ö-3  Ua:+  ^log^",  q^  =  ^3  Ua:+|log</,  ^y"j  =  q~"^  e''^'^<^{nx,q^). 

Das  rechts  in  der  Gleichung  7)  stehende  Product  der  Functionen  ^3 
geht  also  in  das  analoge  Product  der  Functionen  d-.i  über,  mit  dem 
folgenden  Factor  multiplicirt : 

{q—\Ye  "  =q    *e»^'e  ^      . 

71 — 1 

Da  nun  n  ungerade,  also   --—  ganzzahlig,  so  ist 

w— 1     .  n— 1 


Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  10)  erhält  man  aus  der  Gleichung  7): 

11)       »,  (nx,  r)  =  (-1)"^'  f^^fLs{^+'^,  *)  • 

Auf  ganz  analoge  Weise  leitet  man  aus  der  Gleichung  8)  die  fol- 


gende ab 


n—\ 
2 


12,        *.(„.,  ,.,=|-ig//*.(.+';f  * 

Um  die  entsprechenden  Formeln  für  ^1  zu  erhalten,  lasse  man  in  den 
Gleichungen  11)  und  12)  x  um  -  zunehmen.  Es  ist  d-.Az-^-  —  Jt\ 
=  — (— l)"'^i(2),  oder  2w+l  =  «  gesetzt: 

^2(^+''^)--(-l)'^^i(^). 
Es  ergeben  sich  so  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 
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13)  -.(--'0  =  ^-|>//..(.+^>), 

n— 1 

Aus  den  Gleichungen  5),  7),  11)  und  13)  erhält  man  durch  Division; 


15) 


,  rjc 


d:i{nx,  q") 


-'^^  =  (-1)'/^ 


„_1    n-l  ^2(  ^  +  ~'    ^ 


»9-(«a:,  ^") 

^3(na-,^")^  /T 
^(^jx,  ^")        V 


*K-) 


«-11^3(0:+^,  ^ 


*(.+?,.) 


Zu   einem   analogen  Systeme  geben  die   Gleichungen   6),  8),  12)  und 
14)  Veranlassung,  nämlich  zu  dem  folgenden: 


16) 


(-1)  '   II 


\       n 


2  V  71 


^2  (^^^,  q") 

{)-{nx,  q") 


&3{nx,q") 
d-(7ix,q'') 


2     ^2U+ 


7/ 


r^ 


2       V       w 

—  n    /        ,    ^^ 


Geht  /y  in  17"  über,  so  mögen  A',  ä:',  ä'  respective  in  /,  /',  L  übergehen. 
Diese  Quantitäten  sind  dann  durch  folgende  Gleichungen  definirt: 

17)       1/7-^  ^2(0,?")    ,/7_  ^(0,'?")     I  /2Z 


^^3(0,^)'  ^         ^3(0,^")' 


JC 


=  ^3(0,?"). 


In  den  Gleichungen  15)   ersetze  man   die  Quotienten  der  Theta- 
Functioneu  durch  die  elliptischen  Functionen,  also: 


^1  (nx,  q")       ,/,-„/2wZx       \ 
p-{nx,  q")  \     Ji         J 
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^2(na;,^")_l//      /2nZa;      \ 


d--i  (nx,  q*^) 


f)-(7ix,  q")  \Ji' 

Der   Einfaclilieit   halber   soll   der  Modul  A    nicht   mit   angemerkt 
werden.     Die  (Jleichuugen  15)  lassen  sich  nun  schreiben: 


18) 


sn 


C'f.')-i/r//-"('-+^i 


n—\ 


0 
n— 1 


^■'Ff-')  =  l/.-/^''"T(^+?) 


Nimmt   man  zur  Vereinfaehung 


"iKx 


u  und  setzt  mit  J  a  c  o  b  i 

K  ~  m' 
80  nehmen  die  Gleichungen  18)  folgende  Formen  au : 


19) 


'"  '.*' 


irk 


k'  jj      (    ,  2)- 


20)     ^eo(;.)=(-,-v-^;/^.(«+^) 


«-1 


'ilA-VUM'^^-n 


21) 


Auf  ganz  analoge  Weise  erhält  man  aus  den  Gleichungen  16): 

2rK\ 
' 


cn{  J^,^ 


/kH'     fr      /     ,  ürTi  \ 


n— 1 
2 


M' 


n 


Es  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  Gleichungen  aufstellen,  in  wel- 
chen die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  in  etwas  anderen 
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Formen  auftreten.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  man  den  Satz  von 
C  0 1  e  s  auf  das  unendliche  Produet  für  {^  (nx,  q")  in  Anwendung  bringt, 
in  der  Form,  wie  derselbe  in  der  Gleichung  4)  enthalten  ist.  Es  soll 
nur  ein  System  hier  angemerkt  und  direct  abgeleitet  werden. 

Trennt  man  die  Factoren,  worin  r  gerade,  von  denen,  worin  ;•  un- 
gerade ist,  so  folgt  leicht: 


n— 1 


JJm  (w+4:   ]  =  //sn  (  u-\- 


n 


ArK 

n 


n— 1 
2 


0  \  "■    /  0 

Da  sn(w4-2Ä')  =  — snw,  so  kann  man  auch  setzen 

n— 1  it—i. 

2             .                              .  ...  „_i       2 


//-("+'^'-) 


//sn(«+l<?^^)  =  (-!,» 


//snfw-f 


2(n  +  2r— 1)Ä' 


n 


) 


1  \  '"         /  1 

Nun  nimmt  w+2r — 1    die   geraden   Werte   von   w-f  1    bis   2(n — 1)    an, 

n—1 


wenn  ;•  die  Werte  von  1  bis 


durchläuft.    Es  ist  also  auch: 


»—1 


jj      I     ,  2(2/-— 1)Ä' 
II  sn  ( u-\—^ 


=  (— 1)"-    //sn(M+ 


und  folglich: 


n+l 
2 


4rÄ' 


//-(«+^f) 


=<-«-(/»  («+^-f) 


Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  beiden  übrigen  Glei- 
chungen 20)  an,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  durch  die  folgenden 
ersetzen:  _  ^_^ 


22) 


sn 


-&0-1/.t'(^-1"+ 


0 
n—1 


4rÄ' 

n 


K 
Nach  19)  ist  -  =  wZ.     Man  hat  ferner   sn[(2m+l)Z:, /]  =  ( — 1)'",   also 


1m-\-\^n  gesetzt,  sn(nZ, /):=( — 1)  ^  .    Mit  Kücksicht  hierauf  giebt 
die  erste  Gleichung  22),  w  =  Ä'  gesetzt: 

_    _      ^ 

n 
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Die  erste  Glcicliun«:;  22)  differentiirc  man  uacli  n,   setze  darauf  ii  =  0. 
Zur  Bestinimuu^'  von  M  ergiebt  sieb  bieraus  folgende  Gleiebung: 

oA^  1        /     .X— I  A"  Irr      4r/,- 

24)  ^  =  i-i).Y^J/su    ^^    . 

Die  beiden  letzten  Gleieliungen  22)  endlicb  geben,  u  =  0  gesetzt: 

25)  l  =  |/i^//^ 


CD 


4rA' 


1  =  1/1 //In 


4rA' 


In  den  Gleicbungen  23)  und  25)  kann  die  Multiplication  in  Heziebung 
auf  r  von  r  =  1  beginnen,  da  dem  Werte  r  ^=  0  nur  die  Einbeit  als 
Faetor  entspriebt. 

Wendet  man  dasselbe  Verfabreu,  w^elcbes  zur  Herstellung  der 
Gleicbungen  23),  24)  und  25)  diente,  auf  die  Gleichungen  21)  an,  so 
findet  mau  leicht: 


26) 


n— 1 

/c"   TT     J ..     2rK 


^-VW-i'^--.hVjn 


M 


=  (-1)    2 


n— 1 
n-1.    lyn    ^^      j2rK 


n 


8n-= 


n 


n— 1 


Ik 


Diese  Gleicbungen  geben  unmittelbar 


Uhr^'^'     1=  /l//d.' 


27) 


/  =  Ä" 


r= 


2^^      4Ä'  «—1,^  '^ 

cn — en  — ...en K 

n        n  n 

'2 K.^4:K~  .   w— 1-7 
dn  — dn  —  ...  dn K 

n        n  n 


11        n  n 


1  n— 1    1 


2ä'     4^* 
sn  — sn  — . 
n       n 


n — 1 ... 
.sn K 


,  ,^    2/A      /,,    4Ä' 
sn  (  Ä^ —        snLÄ — 
71  J      \         n 


snf  Ä' h 


Durch  diese  Gleicbungen  sind  /,  /'  und  M  in  Function  von 
k  bestimmt.  Trennt  man  in  den  Gleichungen  21)  die  positiven  und 
negativen  Werte  von  r,  so  lassen  sich  dieselben  mittelst  der  Gleichungen 
26)  auf  folgende  Art  sehreiben: 


Euneper,  ellipt.    Fuuctioneu.     2.  Aufl. 


20 
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28) 


"-1      /2rA',    \      /2;'/r      \ 

,       .  2  sn    H«   sn u] 

u    \       suM  jr     \  11        j     \n        ) 

U    ;  ~  ^T  V  JrK 

^  ^  SIl2 

-«Jen  (^^+uj 


SD 


on|,^,/,  =  e 


»-1      /2rÄ' 
•-'  cn 


um// 


en2 


2/- AT 


n 


w— 1 

2 


dnf — ^+w)dn( — ' — ?n 


dn2 


2rÄ' 


n 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  mittelst  der 
Formelu  des  §  26  für  sn(i^/+2^) .  sn(a — m)  etc.  trausformiren.  Setzt  man 
zur  Vereinfachung: 


oder: 


=  u, 


2/  =  sn(^,/),  a:  =  sn(w,/f), 


folglich : 

29) 


n     dt        _  u^     r'_^__d(, 

^    1/(1=7^X1=/^)      m'  J^    1/(1-^2) (i_, 

p  dt  _  j^  /*" 

^   1/(1-^2) (i_^2^2)      y¥^   |/(iz; 


^2)(1— ^2f2) 


SO  gehen  die  Gleichungen  28)  zwischen  x  und  y   folgende  Relationen, 
in   denen  zwischen  /,  l\  M^  k  und  k'  die  Gleichungen  27)   stattfinden: 


30) 


2        sn2LÄ^ 


y=l.n 


n  j 


^  1—^2^2  gn2 


2rK 


„-il- 


o:^ 


l/l-j/2  =  l/l-a:2// 


-i--~) 


^        1— ^2a:2  8n2 


2rÄ' 


\/\~r-tß  =  \f\—k'^x^l[ 


^1—^2^:2  sn2  (*vw-^ ) 


,„    ,      „2rÄ\ 
Ar2x2sn2 
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Diese  Bezieh iiugeu  zwischen  den  Variabein  x  und  y  hat  zuerst 
Jacob i  auf^-estellt  in  einer  seiner  frühesten  Pnblieatiouen  über  die 
Tlieorie  der  elliptischen  Functionen,  in  der  schon  erwähnten  Aljhand- 
lung  „Dcmojistratio  thcorcmatis  ad  thcoriavi  functionum  cllipticarum 
spcctantis"  (Astron.  Nachr.  VI,  Nr.  i2y,  Dec.  182^,  Ges.  Werke  I, 
37-^SJ.     Da: 

^         f^Mr)  H-2r/"  +  2r/"4-,. 

tür  wachsende  w  abnimmt,  also  /  gegen  Null  convergirt,  so  wird  durch 
die  Transformation  der  Modul  verkleinert,  wie  auch  aus  der  ersten 
Gleichung  27)  hervorgeht.  Aus  diesem  Grunde  nennt  Jacobi  den 
Uebergang  von  q  zu  q"  die  Transformation  des  grösseren  Moduls 
in  den  kleineren  (Fund.  §  24,  Ges.  Werke  I,  108).  Aus  all- 
gemeineren Untersuchungen  hat  Abel  die  eleganten  Resultate  von 
Jacobi  hergeleitet  in  einem  Zusatz  zu  den  „RecJiercJies  sur  les  fonctions 
elliptiq2ies"  (Grelle  J.  III,  iSy.  Oeuvr.  I,  24g,  2.  ed.  I,  384).  Weitere 
Betrachtungen  und  Anwendungen  der  Gleichungen  30)  findet  man  bei 
Legendre  (S^ipplenient  p.  j  11.  f.). 

Was  den  Wert  des  Moduls  betrifft,  so  haben  die  aus  der  Theorie 
der  Thetafunctionen  gewonnenen  Gleichungen  27)  und  30)  eine  be- 
deutend grössere  Allgemeinheit  als  nach  den  Untersuchungen  von 
Abel.  Basirt  man  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auf  die 
Eigenschaften  der  Thetafunctionen,  wie  es  in  der  oben  (S.  135)  er- 
wähnten, von  Borchardt  herausgegebenen  Vorlesung  Jacobi's  ge- 
schehen ist,  so  muss  man,  um  sn(w,A),  cn(M,/i),  dn(//, /i)  durch  die  Ja- 
cob i'schen  Functionen  ^{x,(i),  d-^{x\q\  i%{^i;q\  li^aGr,^)  ausdrücken  zu 
können,  für  jeden  beliebigen  Wert  von  k  einen  die  Gleichung  2) 
§  21  (S.  148): 

befriedigenden  Wert  von  q  bestimmen.  Wie  dieser  Wert  zu  bestimmen 
ist,  wird  in  §  6  der  genannten  Vorlesung  (Jacobi's  Ges.  Werke  I, 
^20)  nur  für  reelle,  zwischen  0  und  1  liegende  Werte  von  A- 
gezeigt.  Auf  diese  Lücke  hat  Weierstrass  schon  bei  der  Veröffent- 
lichung des  ersten  Bandes  von  Jacobi's  Ges.  Werken  (L  c.  p.  ^4^) 
aufmerksam  gemacht,  und  später  in  einer  Abhandlung:  „Zur  Theorie 
der  elliptischen  Functione?i",  Berl.  Äfonatsber.  188 j,  igj — 203,  26^ — 275. 
i2yi — i2gy,  gezeigt,  wie  man  mit  den  von  Jacobi  in  der  genannten 
Vorlesung  angewandten  Hülfsmitteln ,  besonders  unter  Benutzung  der 
obigen  Gleichungen  1)  und  18)  in  §  21  (S.  148  und  151),  für  Jeden 
eomplexen  Wert  von  k  alle  die  obige  Gleichung  befriedigenden  Werte 

20* 
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von  q  bestimmen  kann.  Als  Resultat  ergiebt  sieh  eine  Reihe,  welche 
nicht  nur  ihrer  starken  Convergenz  wegen  für  einen  numerisch  ge- 
gebenen Wert  von  k  eine  bequeme  Berechnung  der  zugehörigen  Werte 
von  q  gestattet,  sondern  auch,  wenn  man  k  als  eine  veränderliche 
Grösse  und  q  als  Function  derselben  betrachtet,  dazu  dienen  kann, 
die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Function  aufzufinden.  In 
den  Theta-Functionen  hat  q  nur  der  Bedingung  für  die  Convergenz 
der  Reihen  zu  genügen,  kann  also  auch  einen  complexen  Wert  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  27)  und  30)  nicht  notwendig  für 
k  einen  reellen  Wert  voraussetzen.  Es  soll  für  das  Folgende  ange- 
nommen werden,  dass  der  Wert  von  q  nicht  notwendig  reell  ist  und 
nur  der  Bedingung  unterworfen ,  dass  lim  q^  =  0,  wenn  n  unbegrenzt 
zunimmt.  Diese  Annahme  gestattet,  einige  Beti'achtungen,  welche  sich 
auf  Transformationen  beziehen,  sehr  zu  vereinfachen. 

Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  30)  lassen 
sich  in  Beziehung  auf  x-  =  ^vC-u  in  PartialbrUche  zerlegen.  Da  eine 
directe  Rechnung  sehr  beschwerlich  ausfallen  würde,  so  soll  ein  ein- 
faches Verfahren  angegeben  werden,  die  bemerkte  Zerlegung  mit 
Leichtigkeit  ausführen  zu  können. 

Die  beiden  Gleichungen: 

AT  V 

und  die  Gleichung  19),  nämlich: 

K~  m' 

geben: 

oi\  K       L     K  h  ,       K 

K       L     M  K  '      nM 

Für  u^=  K'  ist  also    -  =  L'.     In  den  Gleichungen  30)  setze  man  ^vieder 

x  =  Qnu,  y  =^^n{—pl\-  Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  durch  Zer- 
legung in  PaiüalbrUche: 

sn-M 


Alsnl'-.^l]         2  sn^ 2 


32)  -^j=n ^^•"■^+i: 


^     1 — A^^sn^Msn^ ^    1 — k^^n^u^ii^ 

n  n 

Um  Ar  zu  finden  multiplicire  man  auf  beiden  Seiten  mit: 
1 — Är-sn^Msn^ =  1 — 


n  j2rK 


I 


S 
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2rÄ'  IrK 

und  setze  u  = \-il\'.    Man  nehme   zuerst  ?<  =  t+        4- /A",    also 

n  w  ' 

M  f 

nach    31)    ^,  =  -r,  +  2/-Z  +  /Z'.     Mau  erhält  dann,  wenn  man  zur  Grenze 
M        M 


fc  =  0  übergeht, 

iVsnr^+2rZ+/r,  n 


Jr  =  lim 


*     "     sn  UH h'A 


^      ,,     9,     ,  2rA'  ,   .„A     „2rÄ' 
1 — Zt^sn^  eH yik    sn^ 


oder  einfacher 


Ar  ==  lim 


,   ,  ,,    sn2  eH — sn2 

{—\YkM         V         «  y  w 


/snf  £  + 


2rAr 


sn 


fr') 


Setzt  man  t  =  0,  so  folgt  nach  leichter  Rechnung: 

/ty>/2      2rA',    2rA' 


33) 


Ar  =  2(— l)'"^^cn dn' 

/  n         n 


Multiplicirt  man  in  der  Gleichung  32)  auf  beiden  Seiten  mit: 

n-l 
2 


//i-r- 


sn-^sn 


o2/-A' 


und  vergleicht  die  Coefficienten  von  sn""'^^,  so  folgt  für  4j  die  Gleichung: 

2rA' 


n— 1  n— 1 

^    sn^ 


sn- 


n 


oder: 


A^k' 


sn — sn      ....sn A 

n        n  n 


In  Folge  der  Gleichungen  27)  ist  einfacher: 

kiW- 
"^0=    7'' 
Setzt  man  diesen  Wert  von  Aq  und  den  Wert   von  Ar   aus  83)  in  die 

Gleichung  32),  multiplicirt  mit        r^sn«/,  so  erhält  man  schliesslich: 


kM' 

n—l 

2 


2rAr,    2rA' 
.  suM  cn dn 

34)     ,^,s„    ;.=»«+. V(_,.^^^L^^. 
^       ^  ^  1—k-anhisu^ 
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Die  rechte   Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich   auf  folgende  Art  noch 

etwas  transformiren.     Man  setze  zur  Abkürzung: 

'^1                      2rA'     2;7i' 
2  suMcn dn 

35)  S^2:^(-1Y ^^. 

1  1— A:2sn2MSn2^^^ 

n 

In  dieser  Gleichung  setze  mau  r  =  7i — 5,  dann  ist : 

/    ,.     2sJ^\,    /    ,.     2sK\ 
n—i  suMcn    2Ä dn  2A 

30)     S=.iV^(-l)"-. ^^^ ^^^1 

'H-1  1—^2  sn2  M  sn2   2K—  ^^ 

2  \  n 

Da  n  ungerade,  so  ist  ( — 1)"-*  =  ( — 1)"+'  =  —(—1)*.    Setzt  man  rechts 
in  36)  wieder  ;■  statt  s,  so  ist  auch: 

2rÄ',    2rK 

'»—1  sn  u  cn dn 

■'•t^        ^  n         n 

s=22^(-iy ^■ 

^  1— /t2sn2t<sn2 

2  n 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  35)  addirt,  dann  durch  2  dividirt,  giebt: 

2rK.    2rK 
n—\  snwcu dn 

37)  S  =  ^(-,Y ^^. 

1  1— Ä-2sn2z<sn2^ — 

n 

Trennt  mau  in  der  vorsteheudeu  Summe   die   geraden  und  ungeraden 

Werte  von  r,  so  ist  auch: 

'?=1             4r/ir,    4.rK      "-1             2{2r—\)K,    2{2r—\)K 
2  snifcn dn 2   snz^cn ^-dn- 


^  n  n        "^ 


n  n 


'   l-A-2sn2usn2^       1        l-A-2sn2e.sn2^^^^~^^^ 

11  71 

TT             •*      o                .                    2{2r—\)K               /    ^,    2{2r—\)K\ 
In  der  zweiten  Summe  setze  mau:  cn  ==  — cn  2A ^ 

n  \  n       ) 

=  — cn und  aualog  transformire  man  die  Argumente  von 

dn 5  sn-^ Es  nimmt  dann  n — 2r4-l  alle  geradzahli- 

n  w  ^ 

gen  Werte  an  von  2  bis  n — 1 ;   die   zweite  Summe  ist  also  gleich  der 

ersten  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  und  mithin: 

'L-d             4rA',    4rAf 
2   snz^cn dn 

38)         s=,:^ — "-^. 

'  1— r-sn2Msn2*^ 
n 
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Wegen  der  Gleichungen  35),  37)  und  38)  lilsst  sich  die  Gleichung 
34)  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen: 


39) 

40) 
Es  ist: 


2r/i'     2/'Ä' 
,       /      \  »-1  snwcn       dn 


kM 


M 


/7^/^°(j/''=^°"+'^ 


1— A-2  8n2/<sn2' 


^             4rA'     ArK 
•i  sn  u  cn an 

■^  n         n 


^  1— A-2  8n2w8n2 


4.rK 


sn(«+«)+sn(?< — a)  = 


■irK 


2sn^^cn«dna 
1 — k^BuhiBn-a 


Nimmt  man  a  = 1  so  giebt  die  Gleichung  40) : 


w— 1 
2 


n—1 
2 


41)      7-7-, sn    ,,./   =  sni<+  ^.sn    u-\ +  7,sn    u 

kM     \M  J  ^     \         n  J     ^     \         n   ) 

Da  nun  sn(w  +  4Ä')  =  sn«»,  so  ist  auch: 


B— 1 

2 


sn 


ArK 


=^^sn 


u^AK- 


n—\ 


=  T 


sn 


«+4't:^A- 


n—\ 

=^8n 

2 


ArK 


ArK 


Die  Gleichung  41)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Form  bringen: 


42) 


hATr^=^''' 


«+ 


4rA' 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  30)  lassen  sich  ganz  auf  dieselbe 
Art  wie  die  erste  trausformireu;  da  eine  Ausführung  der  vorkommen- 
den Rechnungen  eine  fortwährende  Wiederholung  der  Operationen  sein 
würde,  welche  zur  Herstellung  der  Gleichungen  84),  39),  40)  und  41) 
dienten,  so  sollen  die  betreffenden  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  den 
bemerkten  Gleichungen,  ohne  weitere  Ableitung  aufgestellt  werden. 
Man  erhält: 
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43) 


"-1                        2rA'       2rK 
2  sn  u  Cü an 


1— Ä'^sn^MSn^ 


n 


n— 1 

2 


*X;r'1"=™«+-^'^(-«' 


cnwen 


IrK 


7w^^(>^=^^^^'+' 


1 

n— 1 


1— Ä:2sn2Msn2 


2rÄ^ 


dn^dn 


2rZ 


^    1— Ä:2  sn2^^  sn2 


2rÄ' 


Der  Gleicliimg  42)  entsprechen  folgende  Gleichungen: 


44) 


^pv.sn   -3;^5/   ==  '  .sn 
kM     \M 


w-h 


4rÄ' 


^^• 


u- 


n 
n 
n 


K 


Nach  31)  ist     j=nL\  lässt   man  in   der   Gleichung  40)  u  um  K  zu- 
nehmen, so  geht  die  linke  Seite  über  in: 

-sn(-+.Z,0  =  (-l)  ^^-— — -• 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  Arguments  ergiebt   sich   aus 
der  Gleichung  40)  die  folgende: 

ArK 


45) 


H— 1  »  -  1  / 

(- 1)  -  /  cn(4'  l)       ,  X.   c"  ^^  f^» "  ^^   ^ 

M   '      kcnu  V^ V^ 

+  2A-  .^d  /        ^rK 


n 


i¥dn(|,0 


dn?« 


°  1— /t2sn2M8n2  NT- 


(--^) 


Nun  ist  aber 


Acnw       1  rf,     l+Asnif 

= loff ' 

dn«        2  du       1 — /rsnw 


folglich : 


(-1)  ^  /cn(|,0       ^  ^        l+(-l)-^7sn(|„/) 


^^^dn(|,,/) 


^^^'''l-(-l)"i^/Bn(^,0 
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Durch    Intcgratiou   iiiul   Uebergaug   von   den   Logarithmen  zu  den 
Zahlen  erhält  mau  aus  i5): 


l  +  (-l)-^  /8n(-,/) 


l-(-l)-^  lm{-.l) 


1  +  kmu  J. 

1 — Ärsnn  // 


l+Ä-sn 


"«^'^"'n'') 


1     1 — Ä:8nM8n(/L' 


■^^ 


Mau  bilde  das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung,  lasse  u  um  iK\ 
also         um  iL',  zunehmen,  dann  folgt: 


46) 


sn(,^. /)+(-!)•-' 


n— 1 


8n(^'/)-(-l)  '' 


snw-|-l    IT 
snw — 1    1 


snw 

( 

+  sn    A'- 
\ 

n  J 

BHU 

— sn  [k- 
\ 

n  j] 

oder  auch: 


u 


H-(-l)  ''  sn(^yi/)      ^  ,  2 

^       u  1 — snw    1 

l-(-l)  2  8U(|,0 


Durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  folgt: 


8n 

4rAr> 

4-8nM 

sn 

4rZ> 

— snz< 

47)   [/ 


!  +  (-!)  ^8n(^^,/) 


l-(-l)  -^snC-,/) 


1  +  snw 

1  —  SUM 


n-l 

"r8n(A: 


77 


4/-A\   , 
n  J 


1    sn 


i'-'-fh 


snu 


In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  Kesultate  enthalten, 
welche  Jacob i  unter  dem  Titel  ,,Formitlac  pro  transformafionc  rcali 
prima"  (Ftmd.  §  24,  Ges.  Werke  I,  102)  aufgestellt  hat.  Ausser  den 
von  Jacobi  gegebenen  Gleichungen  sind  noch  weitere  hinzugefügt, 
deren  Anzahl  sieh  mittelst  der  Entwickelungen  des  §  26  oline  Schwierig- 
keit vermehren  lässt. 


§40.    Die  Thctii-Functioncii,  für  welche  q  durch  «</"  ersetzt 
ist,  wo  a"  =  1. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Theta-Functionen  mit  reellen  und 
imaginären  Argumenten,  enthalten  in  den  Gleichungen  18)  von  §  18 
(S.  134),  gestatten,  mit  einer  bemerkenswerten  Leichtigkeit  die  im  vor- 
hergehenden §  enthaltenen  Kesultate  zu  weiteren  Untersuchungen  zu 
verwenden.    Wird  die  Gleichung  7)  des  §  18  nämlich: 
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1)  \o^  q  Aog  f/  =  Jt^ 

mit    n    raiiltiplieirt    und    durch    )i    dividirt,    so    lässt    sich    dieselbe 
schreiben: 

2)  logry".log/7'"  =  Jl\ 

1 

Geht  also  // in //"  über,  so  geht  v' in //'"   über.     Führt   man  in   die 

Gleichungen   des   §  30   imaginäre   Argumente   ein,    so   ist  das    zweite 

1 

Argument  der   vorkommenden  Theta-Funetionen  respective  (/'"  und  q'. 

1 

Setzt  man  darauf  wieder  q  statt  q\  so  folgt,  dass  sich  d-  {x,  ^")  durch 

ein  Product  von  Factoreu  von  der  Form  f)  {x  +  a,  q)  ausdrücken  lässt, 

wo  a  unabhängig  von  x  ist.    Diese  Behauptung  lässt  sich  auf  folgende 

Art  sehr  einfach  darthun  und  erweitern. 

Es  ist: 

3)  d-,{x,q)  =  l ^j   e       d-l ~,q 

\log— /  MOg 

1 

Setzt  man  nx  statt  x  und  //"  statt  ^,  also  //'"  statt  q\  so  folgt: 

Jl       \^    log?  ^fOtXl 


4)  *,(»a.,,")  =  ('-i^Y  «"■"»/ 


Ol  XI       ,-\ 
]ncr—  / 


71  log  -/  Mog 

^  q  ^q 

In   der  Gleichung  3)   werde  x  mit  x  H —    vertauscht.  Da, = 

n  log  q 


log  q'  in  Folge  der  Gleichung  1),   so  ist: 

^         '*      /       Mog—/  ^log-  ^ 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Gleichungen  11)  und  12) 
des  §  18)  auf  folgende  Formen  bringen: 


&2  (nx,  q")  =  (-  1)  ■-'  '^  hi-^y  'l  "'  ^  ^'^     '^^^  X 
^   ^     0     Mog—/ 

0        ^  log  — 


§  40] 


315 


oder: 


*^<«-")=<->>'^(,^t)-' 


(;t— l)(2n— 1)   na:«4-(»— l)7ra; 


67{ 


log? 


X 


n2  —  1     nx'^      »— 1 


Diese  beiden  Werte  von  ^2  (^^^j  <?")  vergleiche  man  mit  dem  ent- 
sprechenden Werte  ans  der  Gleichung  4).  Setzt  man  zur  Verein- 
fach uuir: 


5) 


n— 1     (»  — l)(2n— 1) 


\/n, 


n—\     »"— 1 

^"(^/)VlogA 


\/n, 


80  erhält  man  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 
1  n — 1  (« — \)nx     ,^_2 


6) 


^log —  /  0        ^loff^  ^ 

i  ¥ 

7)     *(  ^-'-^  ,-/•)  =  „(,)  7/^* f^-ir log ,/,/). 

Vlop-     .  /  «->     Mop-  ^        '*  / 


'log 


log 


Die  beiden  Constanten  ip  (q)  und  ipi  (q)  lassen  sich  auf  Formen 
bringen,  welche  für  die  folgenden  Untersuchungen  übersichtlicher,  als 
die  in  5)  aufgestellten  Definitionen  sind.  Die  vierte  der  Gleichungen 
18)  von  §  18,  nämlich: 


I 
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1/logf        ^'W^' 


q  Q 

werde   nach  .r   differentiirt  und  dann  x  =  0  gesetzt.     Hierdurch  folgt: 

3 


8)  ^;(0,'7)  =  f-^W',(0,^') 


log;^ 

Es   ist  nun   nach   §  21,    oder  auch  in  Folge  der  Gleichungen  10)  von 
§  16  (Ö.  116)  und  2)  von  §  17)  (S.  122): 

00 


oder  da: 

9) 

9'(^)=   //(l-?^0, 

so  ist: 

Die  Gleichung  8) 

nimmt  hierdurch  folgende  Form 

an 

Durch  Ausziehung  der  Cubikwurzel  folgt: 

10)  ^^9)(^)=  f^V^'>(*'). 

Vlog-/ 

In  dieser  Gleichung  ersetze  man  q  durch  q",   also  ^'  durch  ^'",  so  ist 

n  11 


11)  ^'V(?")  =  f-^^)\'''>(*'"). 

\i  log  — ^ 
Die  Gleichung  10)  zur  wten  Potenz  erhoben  giebt: 

q^\^{q)  =  (-^Yq''^^'^iq'). 

Mog-/ 

Aus   der   vorstehenden   Gleichung   und   der   Gleichung   11)   leitet  man 
durch  Division  die  folgende  ab: 

n  — 1 


n— 1 


Nach  5)  ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ip{q),  folglich: 
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Die  (itleiehiin^eu  5)  dividirt  gehen: 

(n  -1)- 


Mit  Rücksicht  auf  12)  ist  also: 


1 


(" — 1)        /    >n  \ 

13)  ^,(„^,.-^2^,}. 

Die  Werte   von  xpyiq)  und  ip{(j)  aus   13)  und  12)   suhstituive  man 


in    die  Gleichungen   G)   und  7);    ferner  werde   einfach  x  statt 
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also  xi  statt   ,    "      gesetzt.     In  den  vorkommenden  Theta-Funetionen 

ist  v'  das  zveeite  Argument.     Vertauscht  man  q'  mit  v,  so  nehmen  die 
Gleichungen  G)  und  7)  folgende  Formen  an: 

14)^(0:,^« )  =  (-!)  '   g   '-    ^'  JJih{x-'^\ogq,q). 

15)  ^ (^,</" )=|^^  77^  C^  -  ~  log  ry, ^). 

Die  Gleichung   15)   zeigt,   dass  die  Function  i^  mit  dem  zweiten 

Argument  q"   als   Product  von   Functionen  i9-   mit   dem  zweiten  Argu- 
ment q  dargestellt  werden   kann.     Analoge  Gleichungen  gelten  auch 

für  die  Functionen  i^^,  \9^^  und  ö^2-     Setzt  man  nämlich  x  -\-  -  statt  x, 

so  erscheint  auf  beiden   Seiten   die   Function   ^^     Lässt  man  x  um 

-  log//  zunehmen,  so  folgt,  dass  ^  durch  %-^  ersetzt  werden  kann;   denn 

aus  den  Gleichungen  8)  des  §  17  folgt  flir  n  =  2/«  +  1: 

"" 
,^  {X  +  2  log  q,  q)  =  (—  0"  q     '  e     .%  (.r,  q) , 

oder  q"  statt  //  gesetzt: 

1  _  n  .  1 

^  (a;  +  ^  log  ^,  ^")  =  (-  0"  Q    *  ^'''' ^1  Cr,  ^ " ) . 
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Durch  Aenderung   des  Arguments   um  -   erhält  man  dann  weiter  die 

Gleichung  für  »^-o.  Da  Jedoch  diese  vier  Gleichungen  nur  besondere 
Fälle  allgemeinerer  Gleichungen  sind,  so  soll  ihre  weitere  Ausführung 
unterbleiben. 

Die   Gleichung   15)   sehreibe  man  auf  folgende  Art,    welche  eine 
directe  Verification  dieser  Gleichung  gestattet. 

16)  Hx.q^)  =  li^,"^  IlHx-irlogq^.q). 

V'  Vi) .-  „_i 


Diese  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art  erweitern.    Es  sei  t  eine 

positive   oder  negative  ganze   Zahl,   welche   nicht  durch  n  teilbar  ist. 

Nimmt  man: 

1         2tni   j 

q»  =^e  "  /;", 

i_        2ljti      1 
so  ist  log^n  = \--\o^p  und  q  =^  p.     In  der  Gleichung  16)  ver- 

tausche   man  q"    mit  e  ^  q",   dann  ist: 

n— 1 
2tTti     1  2 


17)         Hx,e  "  q^)  =  Q,  JJ^Hx  +  ,?i^^ZlÜ^ 


,^), 


wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


2t7ti 


18) 


Ch  = 


<p{e  "   ?") 


'  ^"iq) 

Nach  der  obigen  Bemerkung  gilt  die  Gleichuug  17)  für  jede  der 
vier  Theta-Functionen.  Hierdurch  ergiebt  sich  folgendes  System  von 
Gleichungen: 

2t7ii    . 

2f  Ji  —  Hog^ 


19) 


n— 1 
~2~ 


d-{x,e  «   q")  =  Qy  H^  i^  +  r 


,q), 


n—l 
2 


2i7ii 


{y,{x,e  «   qn  =  Qx  JL%{x-\-r 


2t  Jt  —  ilog^ 


,^), 


2(7ti 


»,ix,e    «    q'')  =  0,    J/r%(x  + 


2l7ti 


&^{x,e  "   qn  =  0,  TI^Ax  +  r 


2t  Jt  —  ilog^ 


2t  Jt  —  üog^ 


,Q), 


,Q), 


I 


wonn 
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islTti  2s 

Die  Herstellung  dieser  Gleichungen   basirt   auf  der  einfachen  Be- 

1 

traehtung,   dass  bei  dem  Uebergange  von  q  in  q"  die   letztere    Quan- 
tität w  verschiedene  Werte  hat,  welche  sämmtlich  enthalten  sind  in : 

2t7ti    j 
e  ^  q"   für  ^  =  0,1,  2,  ...n  — 1. 

Die  Gleichungen  19)  lassen  sich  direet  beweisen,  wenn  die  rechts 
stehenden  Theta-Functionen  in  Form  unendlicher  Producte  dargestellt 
werden.  Sowohl  mit  Rücksicht  auf  die  grosse  Bedeutung  der  Gleichungen 
19),  wie  auch  einer  allgemeinern  Darstellung  derselben,  soll  der  Be- 
weis auf  die  angegebene  Art  ausgeführt  werden.  Das  anzuwendende 
Verfahren  ist  von  Jacobi  angegeben  worden.  Die  erste  gedruckte 
Notiz  hierüber  findet  sich  bei  L.  A.  Sohncke:  „Aequationes  modu- 
lares  pro  transformatione  functionum  ellipticarum" ,  (Grelle ,  J.  VII, 
104  u.f.). 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  9)  gebrauchte  Bezeichnung  (jd(^)  ist: 

ö- (z, q)  =  cf> iq)  JJii-q'^s-^ ^.i^ (i-r/^'-i ^-2..). 
1 
Man  setze  hierin: 

z  =  x-\-  r- ^^, 

71 

wo  //  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  nicht  durch  w  teilbar  ist;   das- 
selbe finde  für  die  Zahl  /  statt.     Es  ist  dann: 

20)  *(^  +  ,&=iL»g*,,)  = 

n 

-  2s-X+'''''^+2xi  2.-1-^-2^^-20:/ 


Nun  ist: 


oder: 


2.— 1+-  -  h(2.— l)+2r 

f  »=(^/") 


^       ,,2r          2t7ti    1       ,^       ,^,  _     -Arini 
2^—1+  ?i(2.— 1)+2;-  -t- 

^  «=(e  "  ^«)  e      «    , 


2rnni 


da  e  ==  \.      Die    vorstehende    Gleichung    mit    e~     "    multi- 


plicirt  giebt: 
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21)  ^  »e       "    ={e  "■    ^")  e~        «        . 

Es  lässt  sieh  flir  ein  gegebenes  //  immer  /  so  bestimmen,    dass  2t — (i 
durch  n  teilbar  ist,  also: 

22)  2t  E^  |M(modM). 

Man  kann  z.  B.  2/  =  //  +  w//  =  {n  +1)//  nehmen.     In  diesem  Falle  ist: 

^2rilt—u)ni 

+ - 

e  «        =  1. 

Hierdurch  wird  die  Gleichung  21)  einfacher: 


n  a 


'lim    1      .-       ,,,i, 
—  n(25— l)+2r 


Setzt  mau  zur  Vereinfachuug : 


23) 
so  ist: 


2tni 
,  n   _ 


25—]+—  +2rfim 


e       n    ={aq*^) 


n(25— l)+2r 


Die  Gleichung  20)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Form  bringen: 


24) 


d-ix-i-r 


fijt — ilogq 


,Q) 


or.  1  1 

=  g>(q)  ri[\  —  {aq  nyi{2s-\)-V2r^2xi-^^^_(^^^nyi(2s-\)-2r ^-2xi-^ 

1 
Ist  n  eine   ungerade  Zahl,   nimmt  s  alle  ganzzahligen,   positiven 


Werte   an,   ferner  r  alle   ganzzahligen   Werte  von 


n — 1 


bis 


2  2    ' 

so  durchläuft  jeder  der  Ausdrücke  w(25 — 1)  +  2r  alle  ungeraden,  posi- 
tiven Zahlen.  Man  findet  dieses  leicht,  wenn  in  n{2s — 1)  +  2r  succes- 
sive   s  =  1,2,...   gesetzt  wird   und  in  jedem   der  so  erhaltenen  Aus- 


drücke r  die  ganzzahligen  Werte  von 
diese  Art  ergiebt  sich  folgendes  Schema: 
Werte  von  n{2s — l)  +  2r  für  r  = 


bis  annimmt.    Auf 


n — 1 


0,.. 


n—1 


2    '■■"'""     2 
5=1,     ?i  +  2r=        1     ,         3    ,....2n— 1, 
5  =  2,  3n  -I-  2r  =  2w  +1,  2n  +  3,  ....  An  —  1, 
5  =  3,  5?i  +  2r  =  4w  +  1,  4n  +  3,  ....  6«  —  1,  etc. 
Legt   mau  in   der   Gleichung  24)  r   alle  ganzzahligen  Werte  von 
n — 1  , .    n — 1 


-1  ,  .    n — 

bis 

2  2 


ungen,  so  ist: 


bei   und   bildet   das   Product  der  erhaltenen  Gleich- 
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n— 1 


/7(,(,  +  ,/f^=il2g*,,)  = 


00  J^  1 

1 

Abgesehen  vom   Factor  (p{aq'')  ist  das   unendliche   Product   auf  der 

1 
rechten  Seite   dieser  Gleichung  j9-(.r,a^").     Hierdurch  ergiebt  sich  fol- 
gende Gleichung: 

I         n — 1 


(p-{q) 


n—\ 


Diese  Gleichung  wird  mit  der  ersten  Gleichung  19)  identisch,  wenn 
links  der  Wert  von  a  aus  23)  substituirt  wird  und  mau  als  Lösung 
der  Congruenz  22)  einfach  (W  =  2/  nimmt.  Ganz  analog  lassen  sich 
die  übrigen  in  19)  enthaltenen  Gleichungen  darstellen,  oder  einfacher, 
durch  Aenderuug  des  Arguments  x  aus  der  Gleichung  25).  Um  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  sollen  die  Gleichungen  für 

»i{x,aq^),    &i(x,aq"),    ^-^x^aq^) 

weiter  unten  (am  Schlüsse  dieses  §)  aufgestellt  werden,  da  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  25)  sich  mit  Hülfe  sehr  einfacher  Betrachtungen 
auf  eine  allgemeinere  Form  bringen  lässt.  Es  sei  g  eine  ganze  Zahl, 
welche  nicht  durch  n  teilbar  ist.  Zur  Vereinfachung  werde  w  =  2?n  +  1 
genommen.     Das  Product  P,  detiuirt  durch  die  Gleichung: 

26)  />-   //  *(.+,.e=iiog_*,,), 

?*=  — m 

ist  gleich  dem  Produete  der  Theta-Functionen  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  25),  multiplicirt  mit  einem  Factor,  welcher  von  x  un- 
abhängig ist.  Die  kleinsten  Reste  der  Multipla  in  Beziehung  auf  2m  -f- 1 
sind   zwischen   — m   und  ;«   enthalten.     Bezeichnet   man    diese   Reste 

durch  ±()|,  db  (>2i  ±  (^»o    so  kann  man  setzen: 

I     ^  =  (2m+ l)Äi  +(>i,        — i/ =  — (2w+ 1)Ä,  —  (>i, 

27)  )    2g  =  i2m  +  1)  h^  -f-  q-,,       —2g  =  — (2/w  +  1)  //■>  —  (>2, 


mg  =  {2m  -\-  !)/*,„+()„,,     — mg  =  —(2m  -|-  !)/<« — Qm- 

Enueper,  ellipt.  Fuuctionen.     2.  Aufl.  21 
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In  diesen  Gleichungen  sind  Äi,  Ä2,  ../?m  ganze,  positive  oder  negative 
Zahlen.  Es  stellen  (),,  ()>,  ..  Qm  die  Zahlen  1,  2,  ...  wi  in  beliebiger 
Reihenfolge  dar. 

Wegen  der  Gleichungen  27)  ist: 

'         ,  ,  UJl ilOg^  .  O     /  ■  l^^ 'log?     ,       ,  T,       -1  X 

(ij[ — «log^ 
2/w  +  l 


=  d-{x  +  Qp'^'^_^^'^—fipi\ogq,fj), 


f^ix—gp^Y^^_^'^^-,q)  =  e-ix-Qp"^  2m+l      +^^i''^ogr/,r/). 
Man  bilde  das  Product  dieser  beiden  Gleichungen.     Da  nun: 

^ (c-Ä/log </, ry)  ^(2,  +Ä/ log q,  q)  =  r-2^*'e-2^'(^-^i)^>(2, q)  Hz^q), 
SO  folgt: 

oo\         a/      1        jM^Tf— «log?     .„,  (IJC  — ilogq 


2m +  1 


2»i  +  l 


0/,  2     A    ^P^^P         .Qphpuni 

Der  Ausdruck  für   P  in   der  Gleichung  26)  lässt  sich  hierdurch  auf 
eine  Form  bringen,  welche  der  rechten  Seite  der  Gleichung  25)  analog 
ist.     Da  in   der   Gleichung   28)  Qp   die   Werte  1,  2,  ...w*   annimmt,    so 
nehme  man  einfach  r  statt  Qp.    Ferner  werde: 
/«r  +  Ä-i^  +  . . .  +  h\  =  ^Ä^  ••  Qih  +  Qih-i  +....  +  Qmhm  =  ^Qh, 
Pi-  +  ()2-  +  ..-  +  (>2^  =  ^()2 
gesetzt.    Die  Gleichung  26)  wird  dann: 


29)    P=q 
Es  ist  nun 


2»J  + 


-l 


-4.S 


Qh  fiTti 


für — üog^ 


im+\  JJ^^^,^^,      2m-{-l 


,?). 


30) 


Ä2  + 


2hQ 
2m-\-l 


^[/K2m+l)+()]2       ^ 


(2m+l)2 


(2w+l)2 


In  Folge  der  Gleichungen  27)  ist: 


und   da   2.q^  = ' — —^ — ' — '—  ist,  so  wird 


,(2m  +  l)(w  +  l)»j 


6 


31) 


A2  + 


_2Ä£_ 

2w  +  l 


(^2  — l)(m  +  l)m 
6(2w+l) 


Die  Gleichungen  27)  quadrirt  und  addirt  geben: 

^•2(1-2^22+  ..  +Wi2)  =  (2m+l)2  2'//2  +  2(2w-f  l)^Ä()+2:()2, 


J 


f 
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(^2_l)(2/«-|-l)m(/;,  +  l) 


2^- 


hQ 


{2m-\-\y-  ^:A2+2 (2//J+ 1)  ^hQ , 


6(2m+l) 


—  ^ä2, 


2m +  1 
also  da    ^-22'^Ä%t^  ^  jg^^ 

-,Qhnni         n{g^ — Y)m{m-\-\)ni 

32)  e~       2"»  +1  =  e  3(2m  +  l)  ^ 

Wegen  der  Gleicbimgen  31)  und  32)  nimmt  die  Gleichung  29)  folgende 

Form  an: 

(xni  1      \— m(»i+l)(^2_.i)     „^ 


,2ot+1^^2/w+1 


2m +  1 


-.u) 


Substituirt  man  für  P  seinen  Wert  aus  26),  nimmt  wieder  2m  -f- 1  =  w, 


also    m  =  ,  so  folgt: 

«—1 


n—l 
2 


/   /£7tJ      1\— (/t^ 

[e  "  ^V 


i^a/     I     fi^—iiogq 

JJ»ix-\-r^ n '^^- 

«— 1 


12 


Diese  Gleichung   endlich   in  Verbindung  mit  der  Gleichung  25)  giebt 
■33) 


n-l 
2 


7» — 1 

~2~ 


wo: 


84) 


/  fiTti    A( 


12 


9)"(^)   * 
;u7t  j  2lm 


Nun  ist  2/  /w  (mod  w),  also  nach  23)  e  ^^  =  ±  e  "  =  ±a.  Mit  Aus- 
nahme der  Zahl  3  ist  jede  ungerade  Primzahl  in  der  Form  6a-|-l  oder 
Ga — 1  enthalten.     Es  ist: 

(6a  ±1)2  —  1 
12 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  offenbar  eine  gerade  Zahl.    Für 

?i  =  3  ist: 

(n2-l)(i^2_i)       2G/2_i) 


=  2a2  -I-  a  (a  ±  1) . 


12 


21 
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Da  nun  g  nielit  durch  3  teilbar  ist,  so  lässt  g  einen  der  Reste  1  oder 
2;    in   beiden   Fällen  ist  dann  ^2 — j   durch   3  teilbar,    also   -^— — - 

o 

eine  gerade  Zahl.    Für  eine  ungerade  Primzahl  n  und  eine  nicht  durch  n 

(w2 — 1)(<72 1) 

teilbare  Zahl  </  ist  also  immer  ^^ ~ ~  eine  gerade  Zahl.    Nimmt 

ßTCi 

man  folglieh  in  34)  <?  "  =  ±  a,  so  folgt: 

1   (n2-l)(^^-l)    ,     ^, 

Da  g  und  /a  nicht  durch  n  teilbar  sind,  so  kann  man  gfi  =  vn  +  m 
setzen,  wo  m  <  n  ist.     Mit  Beziehung  hierauf  folgt: 

^,    .       ujt  —  i\os:q    .        «.     ,  ,     mn  —  gilogq    . 

71  tv 

d-(x  +  r ^^ — -~,q)- 

Die  Gleichungen  2t  ^^  fi  (modn),  gfi  ==  m-\-  vn  zeigen,  dass  2g I  ^  tn 
(mod  n)  ist.  Der  Symmetrie  halber  bezeichne  man  g  durch  m',  so  dass 
also  2m' t  ^  m  (mod  w)  ist  und: 

*(a:+^rc ^^— ^,  ?)  =  *(^  -\-r ^,  q). 

Die   Zusammenstellung   dieser  Gleichungen   mit  den  Gleichungen  33), 

35)  und  23)  giebt: 

«— 1 

36)  *(.r,a,5-)  =  i).     /7^   *(.  +  /ü£L^l«*,,). 

fl— 1 

'•= T 

37)  ()=  («r )  12       ";  ^^^^"\  «= e  «  ,  2m'/  =  w  (mod  n) . 

Die  Gleichung  36)  lässt  sich  noch  auf  verschiedene  Formen 
bringen,  von  denen  die  beiden  folgenden  erwähnt  werden  mögen.  In 
der  Gleichung: 

0-  (z,  q)  =  (— l)"»'  q^"'  e-*"'  ^'  ^  (2  +  mn  —  m'i  log  q,  q) 

mji  —  fii'ilogq     ,  T      TTT   ^      .    ^         w — 1 

setze  man  z  =  x  —  r ^^,    lege   r   die  Werte    1,  2,  ..  -^r- 

n  2 

bei  und  bilde  das  Product  aller  so  erhaltenen  Gleichungen.  Eine 
leichte  Rechnung  führt  dann  auf  folgende  Relation: 
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w— 1 

2 


/iHr-/-^^^""^^.  q)=ri^^  /  ._^,/;.^-m'aog. 


n 


—.  / j\        i      g7n'in—\)xi^       in       g  4n 

n—l 
2 

ry^or   1  /      n'"^ — mV  log  ^     , 

X   Jj»[x+{7i—r) ^^,  4 


1  ^ 

Da  nun  allgemein  für  eine  beliebige  Function  <P{t)  von  (: 

n— 1 

"~2~  n—l 

1  n+l 

2 

80  lässt  sich  die  Gleichung  30)  auch  schreiben: 

A                    ,,      ,,    .  ^"^             mjt — m'iXosq     , 
38)     d{x,  aq")  =  F(q)e'"  («-')''*''// i-^^r+r '  ?)• 

0 

m'{n—l)  m'\ii—\)^      mm'(n^—l)ni 

39)  F{q)  =  (—1)        2~    ,^       4^i       g  4«  _^^ 

In  dem  Product  auf  der  rechten  Seite   der  Gleichung  38)  trenne  man 
die  geraden  Werte  und  die  ungeraden  Werte  von  r.    Es  ist  dann,  auf 

beiden  Seiten  mit  ß—»t'{n—i)xi  multiplicirt,: 

1 

40)  ^(a:,a^»).e-'"'("-')''^* 

n — 1  n — 1 

~2~  2~ 

In  der  Gleichung: 

^(2,  q)  =  (—l)'»'q»'"e-^"''-'{h{z—m:t+m'i\ogq,  q) 

nehme  man  z=x-\-{2r — 1) --^    lege    r    die    Werte    1,   2,  .  . 

n — 1 

— —  bei  und  bilde  das  Product  der  so  erhaltenen  Gleichungen.  Hier- 


durch folgt: 

n—l 

~2~ 


Tr^r       ,  jnji — »i'ilogö      , 

1  " 

m'(«— 1)  m'^(7i—l)    —mni'{ti  —  lfni 


2      g~m'(n-'\)xi^       2n       ^  2n 

I 

/Vnr  /  ^       ■    ^x^"«^ W'ilogfir        , 

X  JJ  H-K—(n—2r-\-l) ~-^q]' 


=  (—1)        ^      g-m\n-'\)xig       m      g 
»—1 

2 
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Mit  Rtteksiclit  auf  die  Gleichung 

»— 1  n-l 

2 


B— 1 


//*(„-3,-+l)  =  77  *(2''=|±i)=//*(2.), 
geht  die  Gleichung  40)  in  folgende  über: 

n— 1 


n— 1 
2~ 


wo: 


»»'(«—!)  /»'*(«— 1)      »im'(n— 1)2 


/(^)  =  (-1) 


2« 


2n 


?), 


.  F{q). 


Für  /'(j)  werde  der  Wert  aus  39)   substituirt.    Da  7i — 1  eine  gerade 

Zahl,  also  (— i)'«'(«-i)  =  i  ist,  so  folgt: 

»i'2(n2— 1)  l{n—\f  ,  n«— 1  \    . 


42) 


/■((?)  =  Oq 


■in 


Nun  ist  identisch: 

(n— 1)2     n2_i       (n— 1)2     7^-— 1 


2n 


2n 


4« 


=  72 — 1- 


n^ 


An 
.n2— 1 


4« 


2«  4w 

also,  da  ?« — 1  gerade: 

In  Folge   der  Gleichung   37)   ist  aber  mii^2m't  (modw),  ferner  ist 

«2 1 

eine  gerade  Zahl,  wenn  n  ungerade  ist.    Hieraus   erhält  man: 

4 

/(n— 1)2    «2—1  \    .         2wi'2(n2— l)i7r/         m'2(n2_i) 

— mrn'X — s — i, —  ini         r- — ■ -. 

e  ^2«  4«    ;     _g  4n  _«        4        ^ 

Der  Wert  von  f(q)  aus  42)  lässt  sich  nun  einfacher  schreiben: 

f{q)  =  {aq^)        ^       .Q, 
d.  i.  nach  37): 

l(»2— 1)(4W>2_1) 

43)  fiq)  =  {aq'~-)  12 


9)(a^«) 


Die  Gleichung  41)  lässt  sich  auch  direct  aus  der  Gleichung  36) 
ableiten,  wenn  man  tu  und  m'  nicht  ohne  gemeinschaftlichen  Factor 
annimmt.  Setzt  man  2m  und  2m'  statt  m  und  m\  so  wird  die  Con- 
gruenz  2m' t :_  m  (mod?i)  nicht  geändert.  Die  Constante  Q  in  37)  nimmt 
dann  die  Form  /(^),  bestimmt  durch  43)  an,  während  iu  dem  Producte 
der  Theta-Functionen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  36)  r  in  2r 
übergeht. 
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Man  kann  die  Gleichungen  36)  und  41)  in  Formen  darstellen, 
welche  etwas  einfacher  als  die  angegebenen  sind  und  zu  ähnlichen 
einfachen  Betrachtungen  Veranlassung  geben,  wie  die  Untersuchungen 
von  §  39. 

Es  ist  nach  37)  m      2m't  (modn),   also   wenn  h  eine  ganze  Zahl 

bedeutet:  m  =  2m' t-{-hn,  mithin: 

mjc — m'ilogq         .      ,     ,2t  jc — ilosq 

5—  =hjt-\-m ^^ 

n  n 

2titi  , 

=  hjt — mi  — ^^ =  hji — mi  log  {e  "  ^  "), 

•Kni 

oder  da  e  '^  =  «,  so  folgt: 

mx— m'ilogq  >■^     ,     K 
=  hji — mi\og{aqn). 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

1 

44)  «^/"  =  <?i, 

so  ist: 

,_s                        mji  —  m'ilogq       .  ,  . 

45) ^-^  =  hjc — m  i  log  q^ . 

In  die  Gleichung  41)  führe  man  aus  44)  //,  statt  q  ein,  so  dass  q=z  q^^ 
wegen  der  Gleichung  45)  ist  dann: 

»— 1 

46)  d-{x,  qi)=riq)JJ^(x—2rm'ilogqu  q-). 

_n-\ 

Zu  einer  analogen  Gleichung  giebt  die  Gleichung  36)  Veranlassung, 
welche  auch  direct  aus  46)  durch  Vertauschung  von  fiq)  mit  Q  und 
2;-  mit  r  folgt,  nämlich: 

n—X 
2 

47)  Hx,  q,)  =  OU'Hx— ^m'ilogq,,  q-). 

n— 1 

In  41)  x-\--  statt  x  gesetzt  giebt: 

n— 1 

48)  »,(x, «,  »)  =  mllfTAx+ir  '"»-»■''•'»g j,  „. 
Es  ist: 
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1  .11 

t  —  1H  —  — 

^hiv-^^^ogq^aq")  =  ^3(0:+ -^log^«,  aq") 

1  1 

7lt  Hl  —  — 

=  ^3['^— 2-loga+  2  log («(?"),  «?"]. 
2tni 
Da  nun  a=  e  "  ,  also  log«  = >  so  ist  allgemein 

mitbin : 

1  .  1  1  1         n2  1 

i  -  ni  —         —  —  —  — 

»■iix -\-^\ogq,aq")  =  &-2ix-[--\og(aq»\  aq")  =  (aq'')    W'^'i^^ix^aq"). 

Wegen  «"  =  1  folgt  schliesslich : 

^3(-^'  +Ö  ^^^^'  aq'')  =  q    ^  e»^'d-2  (x,aq"). 
Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung   giebt  die  Gleichung  48) 
durch  Zunahme  von  x  um  -  log  q : 

n—\ 

■         49)         (>,(.,„,^)  =  A,)/7*,(..  +  2.'?i=^?«,,). 

n — 1 

Lässt  man  hierin  x  um  -  wachsen,  so  folgt,  da  ( — 1)""^  =  1, 


n— 1 
2 


50)  ^.  (.,  «  q-^)=fiq)n^M  +  ^r''''-"!''"^' 


(?). 


Analog  der  Gleichung  36)  kann  man  die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen 48),  49)  und  50)  ausdrücken,  wenn  f{(i)  mit  0  vertauscht 
wird  und  /•  an  die  Stelle  von  2r  unter  dem  Productzeichen  tritt. 

§  41.    Die  n  Transformations^leichuiigen  der  elliptischen  Functionen,  welche 

1 

dem  Uebergange  von  q  in  «y"  der  Theta-Functionen  entsprechen.  Die  zweite 
reelle  TransforniJition  von  Jacobi.    Uebergang  vom  kleinem  zum  grösseren 

Modul. 

Die  Resultate  des  vorhergehenden  §  geben  zu  allgemeinen  Trans- 
formationsgleichungen der  elliptischen  Functionen  Veranlassung,  wenn 
man  die  unnötige  Beschränkung,  dass  der  Modul  eine  reelle  Quantität 
sei,  wegfallen  lässt.     Die  Begründung   der  Lehre  von  den  elliptischen 


I 


§  -il] 


329 


Functionen  mit  Hülfe  der  Theta-Fnnctionen,  setzt  nur  voraus,  dass  die 
in  der  Rechnung  auftretenden  Reihen  convergent  sind.  In  Folge  der 
Bemerkungen  auf  S.  120  ist  die  hinreichende  und  nötige  Bedingung 
der  Convergenz  von  r%r,  q\  dass  flir  einen  complexen  Wert  von  log^ 
der  reelle  Teil  desselben  kleiner  als  die  Einlieit  ist.  Die  allgemeine 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  beruht  auf  der  Gleichung 
11)  von  §  38,  wenn  man  nicht,  wie  es  Abel  thut,  diese  Gleichung 
durch  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Teile  in  zwei  Gleichungen 
zerlegt.  Uebrigens  hat  Abel  in  andern  Arbeiten  die  sämtlichen  Trans- 
formationen betrachtet,  welche  den  Formeln  des  §  40  entsprechen. 

Wir  wollen  jetzt  diejenigen  n  Transformationsgleichungen  herleiten, 

1 

welche  den  Theta-Functionen  entsprechen,  in  denen  q  durch  aq"  er- 
setzt ist,  wo  a  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

1)  ß"  =  1 

und  n  eine  ungerade  Primzahl  ist.    Den  Gleichungen: 


^^  ^3(0,^) 

entsprechend  setze  man: 


\/k'  = 


mg) 

^3(0//) 


2£: 


Jt 


=  MO,q) 


2) 


\/T 


1  Zj{aq"y 

^h{0,ctq")       ^ 


1  X^         ^  .2 

ß-AO^aq")  Zj(«g") 


,9-(0,«/?") 


i{—iy(aq"y 


V 


(aq")' 


W7  1  QO  1 

—  =  {^3 (0,  aq- )  ='^  {aq'*y\ 


3) 


dw 
•/2sin2w 


P2 dn^ 

I      l/i^'2s 


^sin^w 


=  L'. 


Jeder  Wurzel  a  der  Gleichung  1)  entsprechen  nach  2)  bestimmte 
Werte  von  /  und  /',  und  wiederum  diesen  Werten  bestimmte  Werte 
von  L  und  L'  aus  3). 

Die  Gleichungen  50)  und  41)  des  vorhergehenden  §  geben  durch 
Division : 
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&i{x,aq")  »#  n 

&{x,  aq- )        -"7-'  '^  C^•  +  2r ^-^ ^- .  ^y) 

„_i  2  ^,(2r— ^^+a;,g')^,(2r ——x,q) 

^  ._  j.  o  >^iCrv^)^  rt  «  _ '       ^^ n ^'  ^ 

'■'         ^     ^(2r ^^+x,q){h{2r ^-^—x,q) 

n  n 

Wendet  man  auf  diese   Gleichung  die  Prineipien  des  §  17  an,  sowie 
die  in  2)  und  3)  enthaltenen  Bezeichnungen,  so  folgt: 

4;  \/lsn(~,l 


\  jt 


n—l 
2 


=  (—1)  2    l/Ä«8n 11  sn    4rA' -{ X 

:7r     1          \  n  jc  J 

n— 1 
2 

JJm(ir£ ^ ~y 

K' 
In  dieser  Gleichung  setze  man  log<j'  =  — -Tf-^ '  also: 

K. 

müi — ;«'/log^ mK-\-m'iK' 

nji  n 

Zur  Abkürzung  fUhre  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

-,  mK+m'iK' 

5)  =  CO. 

n 

2Kx 
Setzt   man  weiter  — ^  =  w,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die  einfachere 

Jt 

Form  an: 


»—1 

~2~ 


6)      l//  sn  /'^ ,  A  =  (—1)  -^  i/a»  sn  i<  //  sn  (4ra? + w)  sn  (4r<ö— m). 

Nimmt  man    statt   der  Gleichung  41)  die  Gleichung  36)  von  §  40 

1 
und  die  entsprechende  Gleichung  für  d-y  {x,  aq "),  so  erhält  man  analog 
wie  die  Gleichung  6): 


2 


-^,  /j  =  (— 1)^^"  l/F'snn//sn(2roj+M)sn(2m— m). 

Ebenso  wie  für  Sinus  Amplitudinis  lassen  sich  aus  den  Gleichungen 
41),  49)  und  48j  des  vorhergehenden  §  die  entsprechenden  Gleichungen 
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für  Cosinus  und  //  Amplitiidinis  herleiten.    Man  erhält  so  ohne  die  ge- 
ringste Schwierigkeit: 


n-l 
'2" 


^-^       1/  7  ^°  (  7  ■  '  0  ^^  1/  Vn  ^°  "  n.  ^^  ^^''^ + '^)  ^'^  (■*;•« — <^). 

dn(    -W)        ,  2 

\JV  \/k'-     , 

In  diesen  Gleichungen  kann  man  ähnlich  wie  in  der  Gleichung  7) 
unter  dem  Productzeichen  auf  den  rechten  Seiten  2r  durch  ;•  ersetzen. 
Mit  Rücksicht  hierauf  geben  die  Gleichungen  8)  und  9),  wenn  n  =  0 
gesetzt  wird: 


10) 


n— 1 
~2~ 


f  =1/|I  //«"^  *™  =  l/l'l  Z/™--  2'-», 


n— 1 

2~ 


«— 1 
2~ 


n— 1 
2 


11  1 


Die  Gleichungen  6)  und  7)  dividire  man  auf  beiden  Seiten  durch  snw 
und  setze  u  =  0.    Für : 


11) 


-  =  1 
K~  M 


ergiebt  sich  dann  folgende  Doppelgleichung: 


n— 1 


12) 


^     ^\        ^  l/A»//8n2  4rOT  =  \/ k'' JJ sn"^  2ro). 


Durch  Combination  der  Gleichungen  10)  und  12)  folgt: 

n — 1  n — 1 

ttdn-'irco jr 


13) 


n — 1  n — 1 

l  t  idn-  Ar  CO        T  r  cn-  2;«?. 


A" 


n— 1 

M 


dn2  4rtö 


dn2  2/-0? 


11 


1 
dn2  4/To 


// 


dn2  2ra>  ' 


/  /  /      S^  4:ra» 

~  V  \8n  (A'— 4/" 


(ö) 


•2 
##     sn2  2/w 


\^  8u2(^— 2;-oj) 
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Die  Gleichungen  6),  8)  und  0)  lassen  sich  mittelst  der  Gleichungen 
10),  11)  und  12)  auf  folgende  Formen  bringen: 


14) 


sn 


en 


dn 


snw 
AJ 


/  =  cnu 


l]  =  dnu 


Trsn(4rai 

+M)sn(4rOT— 

-M) 

11 

1 

n-l 

•> 

11 

1 
»»—1 

2 

Tt 

sii2  4rQ) 
cn  (4rco  -|-  v)  cn  (4rco- 

-w) 

cn^  4rco 
dn  (4rcö + m)  dn  (4rto 

-V) 

dn2  4ro9 


Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  /•  statt 
2r  nehmen.  Für  einige  Entwickelungen  scheinen  indessen  die  Glei- 
chungen 14)  sich  am  einfachsten  verwenden  zu  lassen.  Die  Glei- 
chungen 7),  8)  und  9)  von  §  26  auf  die  Gleichungen  14)  angewandt 
geben,  wenn  man 

'  u 

?/,  snw 


15) 


sn 


setzt: 


M 


16) 


x^ 


8ii24rco 


X    JJ  8] 

~^^\    \—k'^x 


2sn24ro) 
—1 

2    1 


8n2(Ä'— 4r<») 


n— 1 


i/rz7^=  1/1=^2 /Tkz^^^ü^ic^iii^. 

l/i     ly        1/1     /^a:^^^       i_/t2x2  8n2  4ra> 

Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Gleichungen 
lassen  sich  in  Beziehung  auf  x'^  in  Partialbrüche  zerlegen.  Statt 
hierbei  ein  ähnliches  Verfahren  anzuwenden  wie  bei  den  Gleichungen 
28)  von  §  39,  um  schliesslich  auf  die  dort  erhaltenen  Gleichungen  44) 
zu  kommen,  möge  der  umgekehrte  Weg  eingesehlagen  werden.  Es 
werden  bei  diesem  umgekehrten  Verfahren  einige  difficile  Betrachtungen 
vermieden,  deren  directe  Anwendung  in  diesem  Falle  die  Rechnungs- 
operationen zu  weitläufig  machen  würde. 

Da  nach  5)  no3  =  mK-\-m'iK\  so  ist  sn(c+4nco)  =  snz,  also  auch: 

n — 1  n — 1 

JJsniu—Arm)  =  JjHn[u-\-4:(7i — r)co], 
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17) 


y/ sn(M — 4/'ro)  =y  /  suOi+4ra>). 


n  +  l 


Die  Gleichung;  6)  wird  hierdurch; 


/      (Lu    , 


Ä^^"(¥' V^//«°("+4rQj). 


Auf  diese  Art  lassen  sich   die  Gleichungen   6),  8)  und  9)  durch 
die  folgenden  ersetzen: 


18) 


^°  U/' ' '  = 


y/ sn(?/+4rco), 


™'ä'"  = 


dn|^^,n  = 


k'H' 


'.tu'     -^--. 


r 


0 
n~-\ 


^JjAniu-^Aro)). 


Wegen  nco  =  mK-\-m'ih"  bleiben  die  rechten  Seiten  dieser  Glei- 
chungen ungeiindert,  wenn  u  ersetzt  wird  durch  2^4-4^,  ?<  +  8crj..., 
M+4(n — \)co.    Aus  den  Gleichungen  12)  folgt: 


JJ  k-anHrco  =  k"-^  ]J  snHrw  =  -— • 
1  1  "'"' 

Hierdurch    lässt   sich    die  erste  Gleichung  lü)  für  ?/=:sn("5 
folgt  darstellen: 


5  / 1    wie 


n— 1 
2 


19)      X  JJ{x^—snHr(o)—^y, 
•*,  kjj 


'   ^r.1 1.1)11 


n— 1 
2 


Ä-2  gn'-  4rco 


=  0. 


Diese  Gleichung  wird  identisch  für  x  =  sn  u.    Da  nun  sn  (  -  W 

unverändert  bleibt,  wenn  u+4:g(o  statt  ?<  gesetzt  wird,  wo  ^  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  wird  die  linke  Seite  von  19)  auch  identisch  für  die 
n  verschiedenen  Werte  von  x 

sn?/,  snO/-f  4a>), . .  sn[/<+4(/i — l)coJ. 
Man  kann  deme-emäss  setzen: 


n-l 
2 


X  //(,^™Hre,)--^snQ;,  ,)jlL'.-^^^ 


n—1 
~2~ 


=  JJ[x — sn(w  +  4/a>)J. 


334 

Die  Vergleicliuug  der  Faetoreu  vou  a"-^  giebt 
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kM^^W  ^  ^  ^  ^su(M+4ra>). 


H  — 1 


Behandelt  mau   die   beiden  andern  Gleichungen  IG)  auf  ähnliche  Art, 
so  folgt: 


78—1 
(-1)     ' 


kM  ^nF^ 


21) 


n— 1 


cn(M+4rco), 


H— 1 


f^d"(«'')-I^'i''("+*™)- 


n— 1 

V 


2 


Es  ist 

22) 

Wegen  der  Gleichung  sn(2 — 4nö>)  =  sn2  ist  auch 


sn(?<4-4r<ö)  =  8n?<4-  ^,sn(?<4-4ra>)4-  ^snO<  +  4rco). 


«-t-i 

~2~ 


n— 1 

7J  +  1 

2 


n— 1 
~2^ 


sn(u  +  4rcö)  =  ^^sn  [^<4-4(n — ;■)«>]  =^^sn(M — 4rco). 


Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 


n—\ 


IT 


sn 


(w+4ra))  =  sn?^+^^  [sn(M+4rö>)+sn(?/ — 4r<ö)], 


oder,  wenn   mau   rechts  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Func- 
tionen anwendet: 

n— 1 
n— 1  ~2~ 

sn  u  cn  4rfa  dn  4ra> 
-k^sn^usn'^Ara) 


^sn  (w  +  4ra>)  =  sn?<  +  2^  ._, 
0  1      1      ^ 

Setzt  mau  die  links  stehende  Summe  auf  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  20),  so  erhält  man  snf  -  i/j  rational  durch  snw  ausge- 
drückt. Diese  Methode  ist  von  J  a  c  o b  i  (Fundam.  §  2j;  Ges.  Werke  L97) 
angegeben  worden.  Es  leuchtet  ein,  dass  man  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  21)  ganz  ähnlich  transformiren  kann.  Auf  diesem  Wege 
ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  welche  der  angedeuteten  Zer- 
legung in  PartialbrUche  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  16)  ent- 
sprechen : 


§41] 


335 


23) 


Ä.y'njy'^'  =  '^""+2 


(- 

«-1 

-1)'^ 

-en| 

'u 

kM 

,M 

(- 

-1)    ' 

idn 

fu 

M 

\M 

l]  =  en  ?/  +  2 


"\|^  Sil u eil 4/c/:» du 4rw 

B— 1 

2 

"^       en?<en4ra> 
-^  1 — Ä-2sn2Msn24rco 


/)  =  dnM+2 


^^      dn?^dn4ro? 

-^  1 — /r'^sn-«^sn2  4rtö 

Aus  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht  eine 

neue  Gleichung  ableiten,  welche  der  Relation  46)  des  §  39  (S.  313)  ent- 

\       L  u 

spricht.     Nach  11)  ist  -,  =  .,  ?    nimmt    also    u    um  Ä'zu,    so  e;eht 
^  M      k  M 


über  in       +  Z. 
23)  über  in: 

m 


Durch  Zunahme  von  m  um  Ä'  »eht  die  erste  Gleichung 


M 


rW 


dn 


A-  cn  u 
dnw 


+  2A: 


2i 


sn  w  dn  z^  sn  {K — 4rco) 


— it2sn2w  sn2  (A' — 4rco) 


Beide  Seiten  dieser  Gleichung    sind  vollstäudige  Differeutialquotienten 

in  Beziehung  auf  u.     Durch  Integration  folgt  ähnlich  wie  in  §  39: 

11— \ 


24) 


l+/8n 


M     ) 


1 — /sn 


l+Zrsnz^    TT  l+Asn?/sn(Ä' 


1 — k^nu 


n\ 


— AsnMsn(Ä'- 


-4ra>) 
4rcö) 


Für  einen  gegebenen  Modul  k  entsprechen  nach  2)  den  n  Wurzeln 
von  a"  =  1  eine  gleich  grosse  Anzahl  von  Werten  von  /  und  /',  Es 
ergeben  sich  also  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  IC)  n  ver- 
schiedene Werte  von  y  in  Form  rationaler,  gebrochener  Functionen 
von  .T,  welche  gleichzeitig  mit  x  verschwinden  und  der  Ditfereutial- 
gleichung  genügen: 

25)  ^y = ^^ 

l/(l— »/2)(1— >?/2)       ^/l/(l— a;2)(l— ytV2) 
Diese  n  Werte  von   y  entsprechen   den   verschiedenen  Werten  von  co 
enthalten  in: 


26) 


CO  = 


mK-{-7n'iK' 


Es  haben  in  und  m'  weder  untereinander  noch  mit  n  einen  gemein- 
schaftlichen Factor.  In  Folge  der  Betrachtungen  in  §  40,  z.  B.  Glei- 
chung 26),  kann  m  verschwinden,  abev  nicht  m'.    Nimmt  man  ;/»' =  1, 
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so   kaun   iu  26)   /;/  die  Werte   0,   1,  2,...« — 1    annehmen.     Die   ver- 

sebiedeueu  Werte  von  co  sind  dann  iu  folgender  Reihe  enthalten: 

lA"    K+iK'    2K+iK'  {n—l)J{+iK' 

— ,  ,  )••• • 

n  n  n  n 

Die   letzten   — —  dieser  Argumente  in  umgekehrter  Ordnung  geschrie- 

ben  sind: 

{n—\)h'+iK'    {n—2)K-\-iÄ"     Kw+1)^+*Ä" 


oder: 


^    Ä-— /Ä"     ,,     2K—iK'         ^,    i(n—l)K—iK' 
K — 1  k ,..   Ä — 


11  n  n 

Da   nun   allgemein  su-(4Ä' — y)  =  sn2y,  so  lassen  sich  statt  der  letzten 

n — 1 

~-  Werte  von  oj  der  obigen  Reibe  in  den  Gleichungen  2)  und  16) 

die  folgenden  annehmen: 

K—iK'    2K—iK'  \{n—l)K—iK' 

, , 

11  11  n 

Die  11   Werte    des   Arguments  co  sind    also    auch    in    folgender    Reihe 
enthalten : 

iK   K±iK'    2K±iK'  i{n—l)K±iK' 

n         n  n       ' ' '  n 

Man  kann  die  Werte  von  a>  auch  noch  auf  andere  Art  darstellen, 
welche  natürlich  zu  denselben  Functionalwerten  der  vorkommenden 
elliptischen  Functionen  führen,  wie  die  eben  bemerkten.  In  26)  nehme 
man  m  =  1  und  m  =1,  2, . .  n — 1.  Hierzu  tritt  noch  der  Wert  für 
m  =  0.     Die  Reihe  der  Werte  von  co  ist  dann  folgende : 

iK'    K-\-iK'    K+2iK'  K+l,,i—l)iK' 

n  n  n  n 

Durch  eine  ähnliche  Beti-achtung  wie  vorhin  lassen  sich  statt  der  letzten 

— -—  Werte  die  folgenden  nehmen: 

K—iK'    K—2iK'  K—l{ii—l)iK' 


n  n  11 

Es  ist  dann  die  Gesamtheit  der  n  Werte  von  co  der  Gleichung  2)  und 
16)  in  folgender  Reihe  enthalten: 

1^,  ^±^^'    K±2iK'  K±i(n—l)iK' 

11  n  n       ' ' '  n 

Die   elliptischen   Functionen,  welche  Multipla  dieser  Werte  von  m 

zu  Argumenten   haben,   sind  mit  einer  Ausnahme  complexe  Grössen. 

Nur  in  einem  Falle  geben   die  Gleichungen  2)  für  /  und  /,  also  auch 

für   L    und    Z',    reelle    Werte,    wenn    nämlich    «  =  1    ist.     Dann    ist 
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iK' 
CO  =       ^  wie  z.  B.  aus  den  Gleichungen  19)  von  §  40  für  /  =  0  folgt. 

Mit  RUeksielit  auf  die  Gleichungen  7)  von  §  8  (S.  46)  geben  die  Glei- 
chungen 13)  und  16),  wenn  a>  =        gesetzt  wird,: 


1     dn^ 


,UrK'     ,.\ 
I   ^  ri  __\_n J 


=  TT 1  ,- 

V  n 

2rK' 


n 


en^ 


n 


,  Ä-' 


dn 
sn2 


sn2    ,  Ä: 

sn2  (  Ä — »  A  I 


V  = 


M 


II 


H-A:2a;2tn2 


Die  vorstehenden  Gleichungen  constituiren  nach  Jaeobi  die 
zweite  reelle  Transformation.  Nach  Gleichung  4)  des  §  24 
(S.  169)  ist: 

Nimmt  man  y"   statt  «/,  so  folgt: 


l/7=7/(i=CT) 


1+? 

Die  vorstehende  Gleichung  zeigt,  dass  für  ein  wachsendes  n  der  Comple- 
mentärmodul  /'  unbegrenzt  abnimmt,  mithin  der  Modul  /  gegen  die 
Einheit  convergirt.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  Jaeobi  die  Trans- 
formation als  diejenige  des  kleinereu  in  den  grösseren  Modul, 
im  Gegensatz  zu  der  in  §  39  (S.  307)  behandelten  Transformation. 

Die  Vereinigung  der  Resultate  des  vorstehenden  §  und  des  §  39 
zeigt,  dass  für  eine  ungerade  Primzahl  n  der  Differential- 
gleichung 25)   durch    w+l  Werte   von  y  in  Form  rationaler 

Enneper,  ellipt.    Functionen.     2.  Aufl.  22 
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gebroeheuer  FuDetioueu  vou  .r  genügt  wird.    Die  ?j  +  1  Werte 
von   /  werden   aus   k   erhalten,   wenn  ^  ersetzt  wird  durch: 

1^        1  1  i_ 

q",   fj",  aq",   a^q",    ..«"-V% 
WO  a  eine  Wurzel  von  a"  =  1  ist. 

Dieses  schöne  liesultat  findet  sich  zuerst  in  einem  Briefe  von 
Jaeobi  an  Grelle  vom  Jahre  1828,  welcher  unter  dem  Titel:  „Note 
sur  Ics  fonctioiis  cUiptiqucs"  Cr  die  J.  III,  ig2—ig^  abgedruckt  ist. 
In  demselben  Bande  befindet  sieh,  mit  Beziehung  auf  die  Mitteilungen 
von  Jaeobi,  der  Aufsatz  von  Abel:  „Sur  le  7iomhre  des  transforvia- 
tiojis  diffe'rentes,  qu'on  peiit  faire  subt'r  ä  une  fonction  elliptiqiie  par 
la  siibstitiäion  d'une  fonctioii  rationelle  dont  le  degrd  est  un  nombre 
Premier  donnc"  (p.  394 — 401.  Oeuvr.  I,  jop — ji6,  2.  ed.  1, 4^y — 465)- 
Abel  giebt  Beweise  der  von  Jaeobi  einfach  aufgestellten  Theoreme, 
wobei  die  schon  früher  (s.  S.  239)  erwähnten  meisterhaften  Unter- 
suchungen in  iW.  138  der  „Astron.  Nachr."  zur  Anwendung  kommen. 
Eine  spätere  Arbeit  von  Abel:  „Note  siw  quelques  formules  ellipti- 
ques"  (Crellc  J.  IV,  91,  Oeuv.  I,  305,  2.  cd.  I,  46^)  behandelt  den- 
selben Gegenstand  für  den  Fall,  dass  der  durch  /  bezeichnete,  trans- 
forrairte  Modul  keine  reelle  Grösse  ist. 

In  der  Abhandlung  „De  functionibus  ellipticis  conwiejitatio  altera" 
(Grelle  J.  VI,  ^gy — 403,  Ges.  Werke  I,  ßjg — 326)  hat  Jaeobi  eine 
neue  Herleitung  der  in  den  Gleichungen  16)  enthaltenen  Transforma- 
tionsformeln gegeben,  welche  auf  Betrachtung  der  drei  Reihen  basirt 
ist,  welche  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  bilden. 
Auch  in  diesem  Falle  enthalten  die  Untersuchungen,  wie  diejenigen 
der  ,Fundamenta",  nur  eine  Verification  der  aufgestellten  Formeln. 
Die  beiden  reellen  Transformationen  Jacobi's  hat  Legendre  im 
ersten  und  zweiten  Supplement  zum  Gegenstande  sehr  eingehender 
Untersuchungen  gemacht.  Die  Substitutionsgleichungen  werden  ähn- 
lich wie  bei  Jaeobi  verificirt.  Ungeachtet  einer  Menge  sehr  nütz- 
licher Detailuntersuchungen  bleiben  die  Resultate  innerhalb  der  Grenzen 
der  „Fundamcnta".  Auf  pag.  32  des  „Premier  Supplement"  wird  die 
Relation  zwischen  k  und  /  durch  die  ganzen  elliptischen  Integrale  ge- 
geben, davon  aber  keine  Anwendung  auf  die  Transformation  selbst 
gemacht.  Nur  auf  pag.  12'/  (2.  suppl.)  wird  eine  sehr  kurze  Anwen- 
dung des  Satzes  von  Cotes  gemacht,  auf  welche  schon  früher  Jaeobi 
hingewiesen  hatte  (Crelle  J.  III,  305,  Ges.  Werke  I,  2^y).  Die  grosse 
Allgemeinheit  der  von  Jaeobi  gefundenen  Transformationsgleichungen 
veranlasste  bald  nach  ihrer  Publication  mehrere  Beweise  und  Dar- 
stellungen derselben,  vou  denen  die  folgenden  angemerkt  werden  mögen, 
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welche  als  die  ersten  Arbeiten  frenidlänclisclier  Mathematiker  die  Wichtig- 
keit der  Lehre  der  elliptischen  Functionen  hervorhoben:  Plana:  MctJiode 
dniifiüairc  pour  dccoiivn'r  et  dcviontrcr  la  possibilitc  des  noiweaux 
t/ieorhfies  sitr  la  theorie  des  transccndantes  elUptiqucs  f.  p.  Mr.Jacobi 
dans  le  Nr.  i2j  du  Journal  allcmand  intitule  „^istronoviischc  Nach- 
richten" (Memorie  di  Torino.  182g.  XXXII,  p.  jjj — JS<^J-  Als  Fort- 
setzung: dieser  Abhandlung-,  welche  nur  reelle  Transformationen  in  Be- 
tracht zieht,  enthalten  die  JMemorie  dt  Torino  (2)  XX.  i86j  (p.  20'j 
71./.)  von  demselben  Verfasser  ein  ,,ÄIcvioire  S2ir  la  theorie  des  transcen- 
dantcs  clliptiqucs".  Ferner:  Poisson;  Rapport  sur  un  oiivrage  de 
j\lr.  Jacobi,  intitule:  Fiindavienta  nova  functionum  ellipticaruvi. 
(Mc'm.  de  l'Ac.  18 jo,  X,  73—117.J  Ivory:  O71  thc  TJieory  0/ Elliptic 
Transcendcfits.  (Phil.  Trans.  i8ji,  j^g — 377:)  Diese  Abhandlung, 
welche  nur  reelle  Transformationen  zu  Grunde  legt,  zeichnet  sich 
durch  Untersuchungen  der  Transformationen  gerader  Ordnung  aus. 
Es  ergiebt  sich,  dass  in  dem  bemerkten  Falle  der  Differential- 
gleichung 25)  durch  einen  Wert  von  y  genügt  werden  kann,  welcher 
in  Beziehung  auf  x  niclit  rational  ist. 

Die  Darstellung  der  Fundamenta  findet  sich  ziemlich  vollständig 
reproducirt  in  dem  Artikel  , Elliptische  Functionen"  von  Sohncke, 
„Allgenicine  Encyclopädie  der  WissenscJiaften  und  Künste",  herausg. 
v.  Ersch  u.  Gruber.  Sect.  I,  A — G,  Teil  XL.  N'achtr.  77 — /jj. 
Leipzig  1844. 

Tii 
§42.     Die  Theta- Functionen,   in  welclien  q  durch  q^  oder  \/q   oder  e''\/q 
ersetzt  ist,  und  die  entsprechenden  elliptisclien  Functionen. 

Aehnlich  wie  in  den  §§  39  und  40  lassen  sich  mittelst  des  Satzes 
von  Cotes  die  Theta-Functionen,  in  denen  das  zweite  Argument  g 
durch  q-  oder  \/q  ersetzt  ist,  durch  die  ursprünglichen  Functionen 
ausdrücken.  Man  kann  hierbei  verschiedene  Wege  einschlagen,  z.  B. 
sich  der  Gleichungen  14)  und  IG)  des  §  19  (S.  140)  bedienen,  welche 
die  Darstellung  der  Theta-Functionen  in  Form  unendlicher  Producte 
nicht  voraussetzen.  Dieses  Verfahren  bietet  indessen  keine  Vorteile 
gegen  die  Anwendung  unendlicher  Producte.  Für  die  folgenden  Unter- 
suchungen mögen  einige  Gleichungen  vorangesetzt  werden,  welche 
auch  in  weiterer  Beziehung  sieh  als  sehr  nützlich  erweisen  werden. 

In  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  auf  pag.  143  (§  20)  nehme 
man  /r  =  x  =  y  =  z,  also  tv'  =  2.r,  x'  =  y'  =  z'  =  0.  Man  ver- 
binde darauf  die  Gleichungen  1)  und  2)  durch  Addition  und  Sub- 
traction.  ebenso  verfahre  man  mit  den  Gleichungen  3)  und  4).  Hier- 
durch folgt: 

22* 
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2)  2&l{x)  =  &liO)rU2x)  +  ^^(0)^2(2a:)-^3(o)^(2x), 

3)  2.^'  {X)  =  ^  (0)^3  (2^')  —  »l  (0)  ^2  (2a;)  +  i^HO)  ^(2x), 

4)  2^;  (.t)  =  &l  (0)  d-3  (2a:)  —  ^l  (0)  Ö-.2  (2a;)  —  &^  (0)  .9-  (2.r). 

jt  , 

Für  cT  =  -    geben  die  vorstehenden  Gleichungen : 

20-1  (^  =  2^^(^  =  &l  (0)  ^(0)  +  ^3(0)  ^3(0), 

2^:  (l) = 2k(^  =  d-i(o)Ho)-^m»-Ao)- 

Nimmt  man  hierin  &(o)  =  d-^{0)\/k\  so  folgt: 


5) 


=^^(3=^1/^^1(0), 


Für  a:  = -vlog  ^,  ^%{0)  = -O-^iÖ)  \/k,  leitet  man   aus   den  Gleichungen 


1) — 4)  die  folgenden  ab: 

n  ({log  ^) = K  (|iog  ^) = r  ^  ^  \/k»i 


6) 


(0), 


^:  4iog^  =^^  >g^ 


-\/k^m- 


In  den  Gleichungen  5)  sind  die  vorkommenden  Theta-Functionen 
sämmtlieh  reell  und  positiv,  dasselbe  ist  mit  den  Functionen  ^3,  &^2 
und  ih  in  den  Gleichungen  6)  der  Fall.  Was  die  Function  &i  betrifft, 
so  ist  dieselbe  imaginär  für  imaginäre  Argumente.  Die  Gleichung  18) 
des  §  18  (S.  134): 


log 


log- 


giebt,  x  =  ~  logq  gesetzt: 


m 


■ ')  *'(i.">^*'*)=-<-^y*"^*'S-*')' 


log- 


wo   log^  log^' =  :7r2.     Da   ^ii—,g']   positiv,    so   ist   in   dem  Werte 


von    B^i  f  -  log  ^ )   aus  6)   die  vierte  Wurzel  der  Einheit  gleich  —  i  zu 
nehmen. 
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Ferner  giebt  die  erste  Gleichung  18)  von  §  24  (S.  171): 

^(2a-,ry2)  =  77(1— r/O  n(l—2r/^"-') cos4x-\-q^^^''-% 
Wendet  man  rechts  auf  jeden  Factor  die  Relation: 

l—2p'^cos4x-\-p*  =  (1 — 2pcos2a;+jo2)  (l-}-2p(ios2x-\-j)'^) 
an,    so   lUsst  sich   mit  Rücksicht   auf  die  Bedeutungen  von  d-(x)  und 
1^3 (a)  die  obige  Gleichung  schreiben: 

Nimmt  man  zur  Abkürzung: 


8) 


n 


^n^±C=o, 


(1— //>"•)  2    "  1— r' 

so   ist,    wenn   rechts   das   zweite  Argument  q   der  Einfachheit  halber 
nicht  angemerkt  wird: 


9) 


Jc. 


H2x,q-^  =  QHx)^3(x)  =  QO-{x)d-ix+  -). 


Ganz  auf  dieselbe  Weise  folgt: 


10) 


:7r. 


^l  (2X,  $2)  =  0-^^  (x)  ^2  (X)  =  O&l  ix)  MX  +  -), 


WO  0  wieder  durch  die  Gleichung  8)  bestimmt  ist.    In  den  Gleichungen 


jt 


9)  und  10)  lasse  man  x  um  -  zunehmen.    Nun  ist: 

4 


^hi'  + 


>^  (jT  —  -  +  X)  =  {)■  ij—X 


^2(2x,^')=Q»^(1-hx^^,(^- 


folglich : 
11) 


Auf  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  wende  man  die  auf  p.  147 
unter  6)  und  8)  aufgestellten  Relationen: 

12^   i  »HO)»(x-\-y){^ix-y)  =  &Hx) &Hy)  - d-üx)  &;(y) , 
^  I  »HO)d;(x-^y)»,(x-y)  =  ^■{x){>Hy)-^Hx)»](y) 
an,    so    lassen    sich    die    Gleichungen    11)   auf  nachstehende   Formen 
bringen : 

^    [^^^©^^(-)-.^:g)^;(^r)' 


^3(2X,r/2)  = 


^2  (2a:,  ^2)  = 


^2(0) 
0 


&H0) 


»' 


»Hx) 


»nl]»\{x) 
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Setzt  man  hierin  ^(0)  =  9-^(0)  \/k',  ferner  für  ^  (^  j  und  ^i  (^j   ihre 
Werte  aus  5),  so  erhält  man  schliesslich: 


13) 


k'd-,(2x,q')=0 


A'^.,(2a-,ry2)  =  () 


&^{x)  —  d-](x) 


1-hk' 


1-hk' 


l/^', 


....■)-.;(.)  l/i^]l/i?^/^ 


Geht  q  in   q-  über,    so   mögen  k,  k\  K  und  K'  respective  in  /,  /'' 
L  und  L'  übergehen.    Es  ist  dann  also: 


14)  l//  = 


^2(0,^2) 


.  i/r= 


Aus  den  Gleichungen  13)  folgt  für  x  =  Q 


^(0^^^   2Z^^.(0,./). 


15) 


Ä'^3(0,g2)  =  ^^M0) 


A-'^2(0,^/-)  =  r)^2(o) 


l  +  /^',/;7 


I/A:' 


1—k' 


l/F. 


Durch  Division  folgt  hieraus,  mit  Rücksicht  auf  14) 
16) 


,/r=   1/1=*;  oder  /       !-*■ 


+  ^'  '        1  +  A' 

In  der  ersten  Gleichung  15)  nehme  man  wieder  d-'^iQ)  =  k'  d-l{Qi) 


=  ^^^  k'.    Dann  ist 


17) 


^3(0,^2)  =  ^ 


2K  \  /l-\-k' 


\/¥. 


Die  letzte  Gleichung  14)  des  §  24  auf  pag.  170  giebt; 


d.  i.  nach  8): 


0    y    71 


Man   setze   hieraus   Q   in  die  Gleichung  17),    ferner  nach  14)  ^3(0,^2) 
Es  folgt  so: 


üt 


oder  einfacher: 
18) 


2Z 


K 


2K 

1  +  ^' 


1  +  k' 


Die  Gleichungen  9)  und  10)  dividirt  geben: 
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d.  i. 


i/78nf^W 


x%  (X)  M^r) 

»(x)^,(x) 


2Kx     2Kx 
sn cn 

3t  JT 


(In 


2Kx 


JC 


oder 


2Kx 


=  u  gesetzt: 


19) 


Substituirt  man   noch   links   für  /  und  L  die  Werte  aus  16)  und  18), 
so  folgt: 


sn 


(I+AOm, 


-k' 


1  +  k' 


iX  +  k')  snwcnw 
dnu 


Auf  dieselbe  Art  leitet  man  aus  den  Gleichungen  9)  und  13)  die 
entsprechenden  ab,  so  dass: 


20) 


sn 


cn 


dn 


{l  +  k')n, 
(H-A')w, 


1  —  k'' 
14- Ar' 
1  —  k'' 
1  +  k' 
1—k'' 


^1+^>'1T^ 


(1  +  Ä')  snw  cnw 

dn^^ 
1— (l+AQsn^M 

dnw 
l—{l—k')sn'^u 

dnw 


Aus   der   ersten  dieser   Gleichungen   kann   man  auch   die   beiden 
folgenden    direct   herleiten;    man    muss    dann    die    Gleichung    19)   zu 

Grunde  legen.    Setzt  man  m  =  ~ ,  so  folgt  die  Gleichung  16).    Differen- 


tiiii;  man  ferner  nach  u,   setzt  darauf  u  =  0,    so  folgt 


und 


2A^  4= 

hieraus  der  in  18)  gefundene  Wert  für  Z.    Die  Gleichung  dnMdn(Ä'—M) 

=  k'  giebt,  u  =  ~  gesetzt: 

K  K 

dn2  -—  =  A',  hieraus  sn^  -—  ■■ 
2  '  2 


—  k' 1_        i^_Jl_ 

ä:2"  —  i+A'"  ^"     2  ~1  +  A''' 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Rela- 
tion zwischen  k  und  /. 

Um  ferner  die  Transformationsgleichungen  herzuleiten,  welche 
dem  Uebergange  von  ^  in  \/' q  der  Theta-Functionen  entsprechen,  kann 
man  sich  der  Gleichungen  20)  bedienen.  Wird  u  durch  ui  ersetzt, 
führt   man   darauf  statt   der  elliptischen   Functionen    mit   imaginärem 
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Argument  die  entsprechenden  Functionen  mit  reellem  Argument  und 
dem  Complementärmodul  ein,  so  ergeben  sich  schliesslich  durch  Ver- 
tauschung von  k'  mit  A-  die  in  Rede  stehenden  Relationen.  Für  manche 
Zwecke  ist  es  besser  von  den  Theta-Functionen  auszugehen,  da  sich 
hierbei  Gleichungen  ergeben,  die  nicht  bei  der  Transformation  allein 
ihre  Verwendung  finden. 

Die  in  den   Gleichungen   18)   von  §  24  (S.  171)  enthaltenen  Pro- 
ducte  geben: 

^{x)  d-i  (x)  =  2q\  sinxna—q-y  n{l—2q'-  cos  2x  -}-  q^'-) . 

Nun  ist  aber: 

77(1—2//'-  cos2x+q^'-)  =  77[l— 2(l/#'-cos2.r+(l/^)*'']. 

Das  Product  der  beiden  Theta-Functionen  lässt  sich  hierdurch  auf 
folgende  Art  darstellen: 

21)  ^ (X)  ^1  {X)  =  q^  -^y~J *i  C^.  l/ Q) • 

Trennt  man  die  geraden  und  ungeraden  Werte  von  r,  so  ist: 

/7(i— ,/)  =  77(1-^0  77(1— ry'^'-i), 
folglich: 


na—qn       i—q' 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 
22)  4/7 


1   „1— ^''•-^ 


q^"     l-?2r  -•' 

80  erhält  man  aus  der  Gleichung  21): 

23)  »,(x,\/J)=  OiHx)Mx). 

je  . 

Die  Vertauschung  von  x  mit   "-\rx  giebt: 

24)  ^2ix,\/^)  =  QiM^)&,ix). 
Es  ist: 

Mx-\-^logq)  =  —iq-\e''^{x), 
oder,  X  —  -  log^  statt  x  gesetzt: 

^1  {x  +  ^  log^)  =  — /e^'  ^(x— I  log  q) . 

In  der  Gleichung  23)  werde  x  mit  a:+  -log^  vertauscht.    Die  rechte 
Seite  lässt  sich  nach  dem  Vorstehenden  schreiben: 
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Die  linke  Seite  geht  über  in: 

^,(.r+  ^logr/,l/7y)  =  >^,Gf+^logl/r/,l/^)  =  — /V/-ie-,^Cr,l/^). 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  Argumentes  leitet  man  aus  23) 
folgende  Gleichung  ab: 

25)  d-{x,]/'q)  =  q\Q,Hx^--^\o^q)Hx  —  -^\o^q)- 
Hierin  x-\---  statt  x  gesetzt  giebt: 

26)  r%{x,  \/~q)  =  q\  0,  ,%{x^  ^log^)^3(^-—  ^log?). 

In    der    ersten    Gleichung    12)    nehme    man    y  =  -    log  q    und 

4 

y=  .  + -log^;  wendet  man  die  erhaltenen  Resultate  auf  die  Gleich- 
ungen 25)  und  26)  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  folgende  Formen 
bringen : 

B-  {X,  \J^i)  =  1^  [^2  (^,)  ,9.2  (  i  log  ^)  _  ^-^  (.r)  ^\  (1  log  q)\ , 

'^3C^,  l/*)  =  p|^[^M-r)^^  (^logry)  -  r-,  {X)  d-l  (^logq)]. 

Nimmt   mau   d-  (0)  ==  \/~k'  ^;j  (0)    und    reducirt    die    vorstehenden 
Gleichungen  mittelst  der  Gleichungen  6)  und  7),  so  ergiebt  sich  einfacher: 


27) 


k'&{x,\/q)=Q^[»Hxn^',(x)] 


1—k 


\/k: 


k'Ux,\/q)  =  Qv  [^Hx)-mx)]  \/^^k- 


Geht  q  in  \/  q  über,  so  mögen  A-,  A',  K  und  K'  respective  übergehen  in 
/i,  /'i,  Zi  und  Z'i,    so  dass  also: 

28)   i/7:=M^i),^/,r=  ^J0'J^,2A  =  ^.(0Y^). 
^3(0,1/(7)  ^3(0,1/^)      ^ 

In  den  Gleichungen  27)  werde  x  =  0  gesetzt,  der  Quotient  der  so  er- 
haltenen Gleichungen  giebt  nach  28): 


^'i  =  l/i-q.r  ^''=r-4^ 


mithin: 
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29)  A  =  fg. 

Die  zweite   Gleichung  27)   giebt  x  =  0  und  d-"^ (0)  =  k' d-l(0)  gesetzt: 


»■AO,\/q)  =  0,^1(0) 


l-\-k 


l/I. 


Die   durch   22)   bestimmte   Quantität  Qi    lässt  sich   in  Folge  der 
Gleichungen  14)  von  §24  (S.  170)  auch  definiren: 


30) 

Da  nun  0-^0,]/^)  = 


J_ 


K\/k 


n 


2Z 


jt 


,  ^3(0,^/)  = 


2^ 


jr 


,  so  erhält  man: 


oder: 


2Zi 


31) 


|  =  1+. 


Die   Quotienten    der   Gleichungen   23),   24)   und   27)   führen   auf 

iL/yX      2tlX 

JC  Jt 


elliptische  Functionen   mit  den  Argumenten 


den  Moduln 


k  und  /i.     Zur  Vereinfachung  setze  man 


2Kx 


Jt 


u\  werden  die  Werte 


von  /i    und  L^   aus   29)  und  31)   substituirt,   so  ergiebt  sich  folgendes 
System  von  Transformationsgleichungen: 


32) 


sn 


cn 


dn 


(1+^)«, 

2y  k~ 
1+A:J 

(1+A)  snw 
1  +  A  sn2  u 

(l+^)w, 

2  1/A" 

CUM  dnw 
1  +  A:8n2z< 

(1+A)M, 

21/F 
l  +  A-_ 

1  — Asn2z^ 
1  +  A8n2z< 

Aehulich  wie  die  Gleichungen  20)  lassen  sich  die  vorstehenden  Gleich- 
ungen aus  einer  derselben  herleiten,  oder  besser,  aus  dem  Quotienten 
der  beiden  Gleichungen  23)  und  24). 

Zu  den  vorstehenden  Darstellungen  über  einige  besondere  Theta- 
Functionen  mögen  noch  die  folgenden  Formeln  angemerkt  werden, 
welche  sich  leicht  aus  den  bisherigen  Resultaten  ergeben. 

Trennt  man  die  geraden  und  ungeraden  Werte  von  r,  so  ist 

u{x—(n  =  na—q'-)  (i+r)  = 

n(l—q'n  a—q"--')  il+q"-)  H+q"-') 
also: 
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/7(l~r'-)(l  +  r/'-)(14-(^'^'-'), 


d.  i.  nach  22): 


=  ql  /7(1— r'-)(l  +  (?"-)(l+'/"-0. 


Geht  q  über  in  qe^^  =  — q,   so  geht  -—  über  in: 

VI 
in 

e  ^  ql  i7(l— r/o  (l+rO  (1— /'•-i). 
In  Folge  der  Gleichungen  19)  von  §  24  (S.  171)  ist  dieser  Ausdruck  gleich: 


2  -^         /^*^'(°'- 

Geht  q  über  in  v<?^*,  so  geht  ^3(0:)  über  in  <?•  (.r)  und  umgekehrt.    Die 
Functionen   d-^  (x)   und   ö-^  (x)   kehren  in   sich  zurück,    multiplicirt  mit 

27t 

e'^.    Durch  diese  Aenderung  von  q  geben  die  Gleichungen  23)  und  24): 


33) 


\/kk' 


\/2 
\/2 


=  *3(0)^i(.r,e  V^)  =  e^^i{x)d;{x). 


h(0)d:,(x,  e^\/q)  =  e^  Hx)  &.2(x)- 


34) 


In  den  Gleichungen  27)  substituire  man  den  Wert  von  Qx  aus  30), 
setze    1/ —  =  ^3(0)  und  k'  =  \/l^c  l/l+Ä",  dann  ist: 
1/1+^^3(0)  ^(x,  \/q)  =  9Kv)+&',(x), 

\/l-k  ^3(0)^3  (^',  \/q)  =   ^2(a;)_  ,^-;=(a.). 

Lässt  man  nun  q  in  qe'^^  =^  — q  übergehen,    so   gehen   in  Folge  der 

1  ik 

Gleichungen  4)  von  §  24  (S.  169)  A'und  k  respective  über  in  jj  und  jj.    Es 

geht   d--i  (0)  über  in    d-  (0)  =  [//.'  ^3  (0).     An   Stelle   der   Gleichungen 
34)  treten: 


35) 


k'+ik  ^3 (0)  ,9- {x,  e'^\/q)  =  d-l ix)  +  id-\ {x) , 


1/^ 

Iin 
\j¥^k  ^3  (0)  ^3  Cr,  e^\/q)  =  &l  (x)  -  /^  J 


(^). 
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Elfter  Abschnitt. 

§  43.  Die  Transformatiouen  erster  Ordmiug  von  Abel.   Die  Transformationen 
dritter  und  fünfter  Ordnung  nach  Jacobi. 

Mit  der  Integration  der  Dififerentialgleichimg : 
dy  dx 


1) 


für  den  Fall  dass: 

^^  ^-  a'+ß^ 

hat  sich  Abel  wiederholt  beschäftigt  und  die  sechs  Lösungen  davon 
gegeben  (Astr.  Nachr.  Nr.  ij8,  Cr  eile  J.  III,  jpj  u.  IV,  312;  Oeuvr. 
I,  257,  2^0  u.  jp ;  2.  cd.  I,  408,  4^8  u.  $68). 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  geben: 

M   ~  l/(a'2— «2)    (a'2_/2«2) 

und 

\  =  (1— a:2)  (1— ^2a:2). 

Der  Wert  von  M  lässt  sich  am   einfachsten  in  jedem   besondern 
Falle  direct  finden.    Die  Gleichungen  3)  geben  folgende  Annahmen: 


4) 
5) 
6) 


-a      a +ß  ö — al      a -\-al 

-ß      ß'-ßl  ß'-^ß,ß'+ßl_^ 


— a      a — al         '    a-\-a      ct-\-al 


a — a      a -\-al         '    « +a      a' — al 
Die  Gleichungen  6)  folgen  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  5)  durch 
Vertauschung  von  /  mit  — /. 

Für  die  Gleichung  4)  ist: 

7^  ^''—^'  I  ß''-ß'p  _    (,  , ...   (ß''-ß')  (ß'-'-ßm  _  ,, 

^    a'2— «2  "^"  a'2_«2/2  —       K^^f")^    (a'2_a2)  (a'2_ß2/2)       '^ ' 

Aus  den  Gleichungen  4)  findet  man  aß' — aß  =  0  und  aß' — aßt^  =  0; 
da  nun  /  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  ist  aß'  =  0  und  aß  =  0. 
Da  y  in  2)  nicht  constant  sein  kann,  so  ist  «  =  0,  /3'  =  0,  oder  a 
=  0,  ß  =  0.    Für  a  =  0,  ^'  =  0  geben  die  Gleichungen  7) : 
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^)\l-\-r')=l+k^  (5yr-=A-2, 


a 


1-1 4  Y/^ 


=  0, 


IV^l,  />  =  ,.;  „der  (4)V=l,P  =  i. 


Für  a'  =  0,  ß  =  0  gehen  die  Gleichungen  7)  über  in : 
Hieraus  folgt  leicht  wie  vorhin: 

Durch   Zusammenstellung  des  Vorhergehenden    erhält   man  ohne 
Schwierigkeit,  für  den  Fall,  dass  die  Gleichungen  4)  stattfinden: 


I. 

II. 


y  =  — '    -^  =  ±k. 


±1  .  a- 


a:         M 


Für  die  Gleichungen  5)  ist: 

(ß'-ßß'-ßl  ,    ^'+/?/?'+^/ 

8) 


+  -V 


«  — a  «  — «/       a  -|-a  a  -{-al 
p—ßi  ß''i—ßHi 


=  -(l+A-2), 
=  k\ 


Entwickelt  man   die   Gleichungen   5),   bildet  darauf  die   Summe   und 
Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  ist : 

aß'-\-aßl  =  0,   aß'i-a'ß  =  0, 
oder: 

^  a-     ß    -ß'' 

Setzt   man  hieraus  die  Werte  von  a   und  /  in  die  Gleichungen  8),   so 
gehen  dieselben  über  in: 

'+ßY 
'  -ßJ  J 
Hieraus  folgt: 

ß 


ßY[(lizä\\(ß'+^ 

c^J  l\ß'-\-ßJ'^\ß'-i 


=  1+^-',  ( '-Y=^2. 


a 


4r=±*>  |=±/±*; 


\a  — a/  J  |_\a  — a/ 


^'-/^Y^  1 


a — al        k 


=  0. 
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Stellt  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  9)  und  2)  zu- 
sammen, so  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate : 


III.    /  =  ± 


IV.     / 


V.  / 


y  =  ±  — ,7= 

i—yk 

1— l/Ä 


y=  ± 


l±x\/k 

lTx\/k' 

l±x\/k 

lTx\/k' 

l±x\/- 


2M 


±i{\+\/k)-^. 
2M=  ±/(l— 1/^)2. 


A- 


VI. 


1— l/-A'     lTx\/-k 
2.1/ =  ±/(l+l/=Ä)2. 

~  Vi  —  \/-k/  1  +  1/-A:  1  -\-x\/-k 

2M=  ±1(1— [/^k)\ 


Zu  denselben  Gleichungen  führen  die  Annahmen  G),  Die  Substi- 
tution 2)  giebt  nach  dem  Vorhergehenden  für  P  sechs  verschiedene 
Werte.  Zu  bemerken  ist,  dass  Abel  diese  Transformation  erster  Ord- 
nung mit  der  allgemeinen  Transformation  «ter  Ordnung  combiuirt  hat, 
wodurch  der  Grad  derselben  ungeändert  bleibt,  und  hierdurch  zu  dem 
nicht  richtigen  Schlüsse  verleitet  wurde,  dass  jeder  Transformation 
7iter  Ordnung  Gn  +  G  Moduli  entsprechen.  Dieser  Umstand  ist  schon 
von  Legendre  in  einem  Briefe  an  Abel  (Oenv.  I,  p.  IX)  bemerkt 
worden. 

Als  Anwendung  der  in  §  87  aufgestellten  algebraischen  Principien 
der  Transformation  mögen  die  beiden  einfachsten  Fälle  hier  nach  dem 
Vorgange  von  Jacobi  direct  behandelt  werden.  Die  Gleichungen  26), 
28),  29)  und  37)  von  §  37  geben : 

iüj  yyik         -  x-^^^^^^^^^^^^^~^^^^^^- 

\±h^x''-±h^x^-\-..-Y  hmx^"' 


n) 


12) 


+  x 


=  (1  +x)  (H-ßi  x-ha,x'^+ .  .  +«,„,T'")2. 


Für  die  Transformation   dritter   Ordnung   ist  ;«  =  1. 
Gleichung  11)  wird  dann,  «i  =  «  gesetzt: 

13)  i+biX^±x "'  ;;;^"'-  =  (i -]-x)  (i-\-axy- 


Die 


1   .;     2J.    h±J^ 
l-{-biX^-\-x— — j= — 

Vkl 


Nimmt  man  zur  Vereinfachung: 


15)  bi  =  iv-{-2u^)u-'-v,  bi  =  ~^w3. 
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14)  \/k  =  n,   fl  =  v, 

so  giebt  die  Gleichung  13)  durch  Vergleichung  der  Coefficieuten : 

Setzt  man   aus  der  dritten  Gleichung  a  =    -    in    die    beiden    ersten 

V 

Gleichungen,  so  werden  dieselben: 
Die  beiden  Werte  von  &,  geben: 

1 G)  m4— y4  +  2UV  (1— ?<2y2)  =  Q, 

durch  welche  Gleichung  die  Relation  zwischen  21  und  v  bestimmt  ist. 
Durch  die  Gleichungen  15)  und  16)  sind  bi  und  M  in  10)  und  12) 
bestimmt. 

Für  die  Transformation  fünfter  Ordnung  setze  man  in  11) 
;?i  =  2,  ferner  für  A  und  /  ihre  Werte  aus  14).  Nimmt  man  zur  Ver- 
einfachung «i  =a,  «2  =  ß,  so  wird  die  Gleichung  11): 

Hieraus  folgt: 

[  /v,  =  ,,2^_2(«+|3),   "^'  =  2a^+2i9  +  a^ 
17)  >  ^ 


^  i 

Man  nehme: 


^■^  =  ^-ß+ß-'^   ^  =  2«+^'     ^  =  ^^- 


18)  i9  =  ^' 

V 


Die  doppelten  Werte  von  ^,  und  //.j  aus  17)  geben,  wenn  der  Wert  von 
ß  aus  18)  eingesetzt  wird: 

f  (u'—v"-)  a'^  +  2n'^(\—2ih')a-{-2{u''—v-)~  =  0, 
19)  '  ^ 


2(1— ?/y3)ß4-(,<4_y4)ü  =  0. 
V 

Die  erste  Gleichung  werde  mit  r^-f-u^,  die  zweite  mit  2u*  multiplicirt. 
Die  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen  durch  (//^ — v-)a  dividirt 
giebt : 

20)  0<2  +  y-)«  =  2um-\-uh>). 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  Gleichung  19)  folgt  durch 
Elimination  von  «: 

oder: 
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21)  7i^'—v^-\-5u^'V^'(u'i—v'^)-\-4uv(l—2i*v*)  =  0. 

Die  Gleichung  12)   giebt  für  »j  =  2.   k  =^  u\  /  =  v*  und  Substitution 
des  Wertes  von  b-^  aus  der  letzten  Gleichung  17): 

Nimmt  man  hierin  den  Wert  von  a  aus  der  zweiten  Gleichung  19),  so  ist : 

1   b-i    V — M^ 

M  v'hi^  v(l — wy3) 
Diese  Entwickelungen  in  etwas  anderer  Form  hat  zuerst  Jacob i 
in  A'>.  72J  der  Asfr.  N^achr.,  Ges.  Werke  I,  2g — j<5,  aufgestellt  und 
später  in  §  13  bis  15  der  „Fnndamrnta"  (Ges.  Werke  I,  ^4 — 81)  weiter 
ausgeführt.  Ausführliche  Untersuchungen  über  die  Transformationen 
dritter  und  fünfter  Ordnung  findet  man  im :  „Premier  Suppl."  (p.  6y — 
8j)  der  „Theorie  d.f.  e."  von  Legen dre.  Speciell  über  die  Trans- 
formation dritter  Ordnung  vergleiche  man  einen  Brief  von  Hermite 
an  Borchardt  (Grelle  J.  LX,  304)  und  Caj^ley;  Stir  la  transforma- 
tton  ciibique  d'tine  foiicHo^i  elliptiqiie  (C.  R.  186'/,  LIV,  ^6g — 563)- 
Eine  sehr  einfache  Untersuchung  nach  Analogie  der  „Fundamenta" 
enthält  der  sehr  gute,  kurze  Aufsatz  von  Guetzlaff:  Aequatio  vio- 
dularis  pro  transforinatione  functionum  ellipticarum  septimi  ordinis 
(Grelle  J.  XII,  lyj — 777/ 

§  44.     Die   La  11  den' sehe   Transformation    und   die   Transformationen   tou 

Legendre,  Lagrange,  Gauss.    Lineare  Relationen  zwischen  elliptischen 

Integralen  erster  und  zweiter  Gattung. 

Die  in  §  42  behandelten  Transformationen  gehören  zu  den  so- 
genannten Transformationen  zweiter  Ordnung.  Dieselben  sind 
die  ältesten  Resultate,  was  die  Transformation  elliptischer  Integrale  im 
Allgemeinen  betrifft.  Beinahe  ein  halbes  Jahrhundert  vor  den  bahn- 
brechenden Arbeiten  von  Abel  und  Jacobi  sind  diese  ebenso  einfachen 
wie  nützlichen  Fonneln  zuerst  entdeckt  und  bald  darauf  Gegenstand 
der  Untersuchung  der  ausgezeichnetsten  Mathematiker  geworden. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  20)  des  §  42  (S.  343). 

j j^' 

am{u^  k)  =  99,  am{{l-\-k')u,  ki)  =  g)^  k^  =  -r-j-p ' 

so  erhält  man : 

(l-t-/c')sina)COS(ß 
sin^,  =  — ^^"-    ' 

..  ,  1— (H-Ä:')sin2<jp 

1)  C089.t= ^ ' 

,/. — rr-^-       1— (1— /r>iD^y 
l/l— Ar^sinVi  = ^ 
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und  zwischen  den  Integralen  mit  den  ol)even  Grenzen  <f  und  y,  besteht 
die  CJlcii'huu"; 


2) 


\/l—k\  smV 


/r2  gin2  g) 


oder 

3) 
Nun  ist 

Ä-,  = 

l—k' 
~   1+A' 

A-,)  =  (l+yt')/'(r/',^). 

1— A-'2                     ^ 
(l+A-'P           '  (l+^')2' 

da  aber 


A:  <  1   und  tt^-tt^^  <  1, 


{U-k'f 

so  ist  Ati  < /r.  Die  Gleichung  3)  zeigt  also,  wie  ein  elliptisches 
Integral  erster  Gattung  auf  ein  ebensolches  mit  kleinerem 
Modul  zurückgeführt  werden  kann.  Die  Amplitude  ^,  ist  grösser 
als  die  Am])litude  (f ;  denn  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  1)  folgt : 

sin^qp 


4) 


oder 


^) 


tang^)!  =   ,    ,       „ 
8in(2(p — 9),)  =  Aj  .  sin  9), , 


mithin,  da  Ai  <  A:  ist, 

sin  (2^ — ^i)  <  sin9)i,  2(p—(py  <  9)1,  also  9)  <  tp^. 
Will   man   umgekehrt   das  elliptische  Integral   erster  Gattung   auf 
ein  solches  mit  grösserem  Modul  zurückführen,  so  rechnet  man  aus 
Gleichung  8)  aus 

F  (%  k)  =  j:^  F{(f>,,k,)  =  -^  F{cp,,  k,) 

und  muss  nun  Ai  als  gegebenen  Modul  ansehen,  also  A-  durch  A,  aus- 
drücken.   Es  ist 

//  _  In^    A.'2  _  ^A)""    i-o  __  _4  ^1      .  _  2  i/F^ 

~  1+^.  '  ^    "  (1+^i)^  '  ^"^  (l+A.)^"'  '^~  1+/m  * 
Bezeichnet  man   nun   die   gegebenen   Grössen  «jp,  und  Ai  mit  <p  und  Ar 
und  setzt  oben  V'i  fwi*  ^  und  x,  für  A,  so  erhält  man  das  Resultat: 

1 4-  /t  2  i/ä' 

6)     ir(i/;,,  /r,)  =  -~-  /'(9),  A),  sin (21^1—9))  =  Asin^,  x,  =   y_~- 

Diese  Gleichung  zeigt,  wie  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  auf  ein  solches  mit  grösserem  Modul  und  kleinerer 
Amplitude  zurückzuführen  ist. 

Die  Gleichungen  l)   enthalten   die   sogenannte   Transformation 
von  Landen.     Die   erste    dieser  Gleichungen   hat   zuerst  Landen   in 


Bnueper,   ellipt.  Fonotioueii.      2.  Aufl. 


23 
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den  Phil.  Trans.  LXV,  2Sj,  1775  aufgestellt;  das  geometrische  Tbeovem, 
welches  zu  der  analytischen  Rechnung-  Veranlassung  gegeben,  findet 
sich  indessen  schon  in  den  P/iil.  Trans,  für  1771  ausgesprochen.  (Man 
vergleiche  auch  John  Landen:  Alatheniatical Memoirs  I,  32.  London 
lySo).^ 

Die  Transformation  von  Landen  lässt  sich  nun  beliebig  oft  wieder- 
holen und  dadurch  der  Modul  unter  dem  Integral  immer  kleiner  machen. 
Zur  Berechnung  des  Winkels  (/",  aus  dem  Winkel  q  kann  mau  aber 
eine  bequemere  Gleichung  benutzen,  als  die  erste  der  Gleichungen  1). 
Die  Gleichungen  1)  und  3)  geben  nämlich  sofort: 


7)      tang(^,— y)  =  /t'tang?),    fU>^,  l^'j  =  ^^+^'^  ^^^' 

Setzt  man  nach  dem  Vorgange  von  Legendre: 
1— A:' 


k\ 


l+A' 


tang(9)i — 90)  =  /;:'tang9), 


A--,  =  — -^,' ,  tang(rjP2— ^1)  =  //,  tangg),, 


kr  =  -^,—  5  tangicfr—^r-i) 


1+AV_i 
so  giebt  die  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  7) 


tang^,._i, 


^^^'  ^^  =  J^^(<ri^'^-^)^  F{(p,,k,)  =  ~^F{q>.^,  k^). 


folglich 


F{cp,  k) 


F{(pr^  kr). 


(l  +  Ä-')(l+^'l)....(l+Ä'r-l) 

Um  zu  zeigen,  dass  Lim  Av  =  0   ist,   wenden   wir   den  bekannten 
Satz  an:  „Wenn  in  einer  Reihe  «1,  ifj,  2/3,...«,-  ... 

-1  <  Lim  "-'•±^  <  1 

(r  =  Qc)   Ur 

ist,  so  ist  Lim  m^.  =  o".    In  unserem  Falle  ist  aber 

(r  =  (X) 

^+1    1—k'r         1 k'r^        kr 

kr 


<    h 


kril-\-k'r)  kr(l-{-k'r)'^  (1+^'r)- 

mithin  Lim  Av  =  0,  also  Lim  F{g?r,  kr)  =  q)r.     Für   ein   wachsendes  r 
ist  mithin 

In  Folge  der  Gleichung  18)  von  §  42  war  L  =  -^--A',  d.  h.   geht  q 
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über  iu  o-,  so  irclit  A'  über  iu  -— „ — A' uud  /.  über  in -,•       In     den 

'  -  2  1+A- 

Gleichungen  1)   und  3)   ist   also   r/i  =  jt,   wenn  g^=—-    Sind  A,,  Afo, 

A'a die   ganzen    elliptischen  Integrale    erster   (rattung,   welche   den 

Moduln  A'i,  /:-2,  k-^,  . . . .  entsprechen,  so  erhält  man  unmittelbar: 

A'  =  ■  ^,,  h\  =  (1+A-,)  A„  A',  =  -|  ,   K,  =  (1+Ä-,)  a;,  . . . 

Da  nun  lim  AV  =  — '  so  ist: 
2 


of^  o  o  o 

T  =  T+z  mT  !+*%  -  ^  <'+*■'<' +'-^^  <'+'■■"'  ■  •  ■  • 


also; 


9)  ^  =  Y  (1+^')  (i+^'2)  (1+^3)  •  •  •  • 

Diese  Gleichung  mit  8)  combinirt  giebt: 

10)  ^('^•*)  =  f-|' 

wo  rechts  r  unbegrenzt  zunimmt. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  9)  lässt  sich  der  Wert  von  A'  für  einen 
gegebenen  Modul  A-.  der  nicht  sehr  nahe  an  1  ist,  sehr  leicht  berechnen. 
Setzt  man  nämlich  A-  =  sin  Ö-,  so  wird  nach  G) : 

1— A'        1— cosö-        ,  ,  />       ^  ,  ,  1 

2 

und  wird  dann  wieder  A'i  =  sin  ^i  gesetzt,  so  wird 

1— ^'1         1— cos^i        ,  ,^1 


A-. 


l+Ä'i  l  +  COS^i 


und  so  fort.    Also  findet  man 
A  =  4 


2  ,  ^  0^1  ,^2 

eos^--  •  cos2— ^  •  eos2— ^ 


2 

wo  die  d-  aus  den  Gleichungen: 

sini^  =  A-,   sin^i  =  tg^  o~ '   sin>9-.2  =^  tg^— !^,  ... 

successive  zu  berechnen  sind. 

Ebenso  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  10)  das  elliptische 
Integral  1.  Gattung  F(<f,  A)  für  einen  gegebenen  Modul  A-  berechnen. 
Zur  Bestimmung  der  Winkel  r/-i  (jp.>,  ^3  etc.  dienen  ebenfalls  die  Gleich- 
ungen G),   die  nach  Einführung  der  fh  so  geschrieben  werden  können: 

•23* 
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tg  (9^, — y)  =  cos  &  tg  ^,  tg  (^.,— y>i )  =  cos  ^1  tg  y  1 , 

tg  i(fi—(P2)  =  cos  1^2  tg  f/)2,  . . . 

Würde  z.  B.  cosiö-;,  =  1,   so  wird  tg(9)4— 9:3)  =  tgcpi,  also  9)4  =  29)3; 

es  wäre  also  hm  ^^  =  ~- 
2'       a-* 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  die  Transformation  6),  welche  auf  ein 

Integral  mit  grösserem  Modul  führt,  verwerten,  um  F{k%  g))  numerisch  zu 

berechnen.     Man  erhält  die  grösseren  Moduln  aus  den  Formeln: 

und  die  entsprechende  Reihe  der  Amplituden  durch  die  Gleichungen: 
sin(2V'i— y)  =  -^sing),  siu(2?p2 — V^i)  =  A-isinipi,  sin(2t/';i — ip.i)  =  Ä-2sini^25  •  •  • 
und  die  zugehörigen  Integrale: 

1+ft  1  +  3^1 

^(^2,  X-i)  =    J-—  F(V^3,  X3),  .  .  . 

Hieraus  folgt 


(1+A:)  (1  +  x,)  (I+X2) . . .  (l+x,_i) 
Da  nun  für  jedes  n 

2  __     Xn+l 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben: 

V  / 

F{(p,  k)  ==  -^  l/xi  X2  X3  .  .  .  Xr-\  •  F{lpr  ,  kr). 

yk 

Die  Moduln  Xr  nähern  sich  mit  wachsendem  r  der  1 ;  denn  wenden 
wir  den  S.  354  benutzten  Htilfssatz  auf  die  Reibe  1 — x,,  1 — xo,  1 — X3, 
. . .  1 — X,., ...  an,  so  erhalten  wir 

1— Xr  +  l  ^  (1— 1/^-)2  ^  i_/,c^  ^       1  ^ 

also  Lim  Xr=  1.    Ferner  wird 

(r  =  er.) 

Limite./;.,  X,.)  =  n^J^  =  aang  f  ^  +  ^ 
(r  =  <x)  ^  '  /         cosip  ^  V4  2 

Wir  erlialten  somit  das  Resultat: 


für  ein  unbegrenzt  wachsendes  r.  In  der  Dissertation  von  A.  Ha rp recht: 
„De  computationibus  /unctionum  ellipHcartwi,    quarwii   vioduli  sunt 


§  44]  357 

reales",  Berlin  1862,  ist  /'(y,  k)  für  taogfjp  =  1  /  —  -,  ^  =  sin  75"  mit  Hilfe 

^     K  3 

heider  Transformationen  auf  7  Decimalstellen  berechnet;  in  der  Scala 
der  ahnebmendeu  Moduln  wird  A-4  und  ip^^  in  der  der  zunehmenden  nur 
Tc-i  und  (pi  benutzt. 

Es  ist  wohl  wesentlich  das  Verdienst  von  Legendre,  in  der 
kurzen  Abhandlung  von  Landen  das  eigentliche  Princip  der  Trans- 
formation elliptischer  Integrale  herausgefunden  und  verwertet  zu  haben. 
In  der  ,JIistoire  de  V Acadnjiie"  (Aniiee  iy86,  Paris  1/88,  616 — 642) 
hat  Legeudre  unter  dem  Titel:  „Memoire  sur  les  integrations  par 
d'arcs  d'ellipse"  Untersuchungen  über  elliptische  Integrale  gegeben, 
welche  die  ersten  Spuren  seiner  späteren  bedeutenden  Forschungen 
enthalten.  An  diese  Abhandlung  schliesst  sich  unmittelbar  (pag.  644 — 
68 ß)  eine  weitere  an  unter  dem  Titel:  „Second  memoire  S2ir  les  inte- 
grations par  d'arcs  d'ellipse",  welche  sich  nur  mit  dem  von  Landen 
gefundenen  Theoreme  beschäftigt  und  dasselbe  aus  eigenen  Formeln 
herleitet.  In  dieser  zweiten  Abhandlung  erscheint  auch  zum  ersten 
Male  bei  Legen  dre  der  Name  Lag  ränge  in  Verbindung  mit  Unter- 
suchungen über  elliptische  Integrale.  In  seinem  grossen  „Traitc"  er- 
wähnt Legen  dre  der  tiefen  und  klaren  Untersuchungen  des  grossen 
Mathematikers  nur  sehr  vorübergehend  und  in  Worten,  welche  mit 
dem  reichen  Inhalte  der  Arbeit  von  Lagrange  in  keinem  rechten 
Verhältnis  stehen:  ,Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la 
meme    carriere   en   donnant   une   methode   generale   pour  trouver  par 

^Pdx 
approximation    les    integrales    de    la    forme     /  /      (Fonct.    eil. 


f 


R 

Introd.  p.  jj. 

So  sehr  auch  Legendre  die  Entdeckung  von  Landen  bewundert, 
kann  er  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  derselbe  nur  einen  unbedeu- 
tenden Gebrauch  von  derselben  gemacht  habe  ( —  (lui  d'ailleurs  n'en 
a  tire  qu'un  mediocre  parti).  Am  Schlüsse  von  Chap.  XIX  (Fonct.  eil. 
I,  8g)  bemerkt  Legendre:  „En  terminant  ces  observations  nous 
signalerons  comme  un  fait  digne  de  remarque,  qu'Euler  n'ait  rien  ecrit 
ä  l'occasion  du  Memoire  de  Landen,  imprime  dans  les  Transactions 
philosophiques  de  1775,  d'oü  il  faut  conclure  que  ce  Memoire  n'est 
pas  parvenu  ä  sa  connaissance;  car  dans  Thypothese  contraire,  cet 
illustre  georaetre  aurait  sans  doute  suivant  son  usage,  public  ses  propres 
reflexions  sur  une  decouverte  analytique  qui  devait  paiüculierement 
l'interesser". 

Es   lässt  sich   wohl   ziemlich  sicher  annehmen,  dass  dem  ebenso 
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gründlicheu  wie  gewissenhaften  Lagrangc  die  Arbeit  von  Landen 
unbekannt  geblieben  war,  da  sieli  dieselbe  nicht  citirt  findet  in  der 
Abhandlung  ,Sur  unc  nouvcllc  mctlwdc  de  calail  integral,  pour  Ics 
differentielles  affcctccs  d'un  radical  carrc  sons  leqiicl  la  variable  nc 
fasse  pas  le  quatrieme  degrc",  Memoire  de  VAc.  d.  sc.  A.  1^84 — lyS^. 
IL  P.  Tiirin  1/S6,  218 — 2go.  Oeuvres  II,  2ßj — J12.  Am  Schluss  von 
Nr.  ly  finden  sieh  die  Worte:  „Comme  cette  methode  est  d'un  genre 
assez  nouveau,  et  qu'on  pourrait  rencontrer  encore  quelques  difficultes 
dans  son  usage,  nous  allons  l'appliquer  en  detail  11  la  reetifieation  des 
arcs  elliptiques  et  hyperboliques". 

In  der  oben  erwähnten  zweiten  Abhandlung  Legend re's  vom 
Jahre  1786  ist  der  von  Lagrange  gefundenen  Resultate  in  der  Ein- 
leitung kurz  gedacht  worden.  Hierdurch  erledigt  sich  die  Bemerkung 
von  Richelot  im  Vorwort  zur  Schrift:  Die  Landen' sehe  Transfor- 
mafion  (Königsberg  1868):  „Dass  Lagrange  in  seiner  Abhandlung 
(Turiner  Memoiren  1/84,  218)^  worin  er  die  später  nach  Gauss  ge- 
nannte Transformation  der  elliptischen  Integrale  und  den  Algorithmus 
der  arithmetisch  -  geometrischen  Mittel  angegeben  hat,  nirgend  der 
Arbeit  Landeu's  erwähnt,  dürfte  weniger  auffallend  sein,  als  dass 
Legend re  nirgend  der  Abhandlung  von  Lagrange  erwähnt,  obgleich 
er  den  Zusammenhang  der  Lagrange'schen  und  Landen'schen  Trans- 
formationsformeln (T/ie'orie  d.  f.  e.  8pJ  angiebt." 

In  uVr.  7  der  genannten  Abhandlung  giebt  Lagrange  folgendes 
Resultat  über  die  Transformation  elliptischer  Integrale:  Man  nehme: 

p'  =  p  +  \/p^  —  q\p"==p-i-\/p-^  —  q\p"'=p"-h\/p"^^'''^... 

4  =  p- 1/;^^ - q\  q"  =  p'-  l/y--?'S  q'"  =  p"-  \/p"' - 4'\  ■  ■  • 

ferner: 

y     1  +  ,^2 j/2 '  y     1  +  ^ly'i '  y     r+  ,/%7'2 '  •  •  •  • 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Ä  =  l/OÖVHlSVy,     ■ß'=l/(l±/2y'-^)(l-J_,/2y2), 

R"  =  l/(l±y'2y"2)(l+^"2/-2),  .... 
Es  finden  dann  die  folgenden  Gleichungen  statt: 

^  ±2p^         '  ^  ±2/2 

"2  _  ±£ly2zzl±^'l 


und: 


^  +2/'2 

dy  _  dy'  ^  dy' 
R        R         R 
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Es  werde  q<p  angenommen;  dann  nimmt  die  Roiiie  der  Quantitäten 
P>v\p"-'    ^")    ^^  P  >  P'  p"  ^  P    cte.    und    es    ist    q<p'.     Nun    ist 

(/  =     ,  =  ([  .  A-,  folglich  f/  <  f/.     Ebenso  findet  man  //'  <  (/',  f/"<  ([' 

etc.,  so  dass  also  y,  q  ,  q" . . .  eine  Reihe  unbegrenzt  abnehmender  Quan- 
titäten ist. 

Diese  Gleichungen   von   Lag  ränge  sind   im    Grunde   genommen 
eine  Wiederholung  der  Gleichungen   1)   und  3).     Setzt  man  nämlich 

z  t        z 

y  =  —  und  !/  =  ->,   so  folgt: 

P  P 

il  =  P  —  \/p^—9^      '  ^  P  +  \/p'^—i' .  z\/l±z'^    _ 

P        P  +  \/p'^^-'  P 


p2 


dz  j9+l//>^ — q^  dz 


Nimmt  man  die  unteren  Zeichen,  so  folgen  die  Gleichungen  1)  und  3) 
unmittelbar  für  q  =  pk,  z  =  siny  und  z'  =  sin9?i.  Die  vorstehenden 
Differentiale  lassen  sich  nach  der  Tabelle  auf  Seite  17  immer  auf 
Normalform  elliptischer  Differentiale  bringen. 

In  A-r.  II  und  12  hat  Lagrange  ein  zweites  System  von  Reduc- 
tionsgleichungen  aufgestellt,  welches  aus  dem  ersten  folgt,  indem  die 
Reihen  der  p,  p  .. .  und  (/,  q  . . .  über  p  und  q  hinaus  nach  den  ent- 
gegengesetzten Seiten  weiter  fortgesetzt  werden,  so  dass  diese  Reihen 
folgende  sind: 

•  •"  P\.  Pi,  P,  p\  /'  . . .  • 

••••  qu  Q-i^  fh  q\  4'  ■'■- 
Zur  Bestimmung  von  PuPi,...  und  q^q-i,.-.  dienen  die  Gleichungen: 

p  =  p\  +\/p\—q\ ,  Pi=Pi  +  \/pI—qI,  ' '  ■ 

Q=Pi—\/p-,—Q-^^  ^i  =P2  —  \/pl—Qh  ••• 
Die  Gleichungen  geben  umgekehrt: 

A--^-,  P'2-      2     ,  ••• 

Qi  =  \/pQ ,    fli  =  l//>i  ?i ,  •  •  • 
Da  q  <  p,   so  ist  77,  <  q,  ferner  ist  q^  <p,  also  p^  <  P[.    Die  Quanti- 
täten p,P[,  pi  . .  nehmen  ab.     Da  /;  >  q,   so  ist  q^  >  q.    Es  ist  ferner 

Pi  —  (/i  =      (\/p  —  \/qy^,  also  pi  >  Y,  mithin  auch  ^2  >  Vi ;    tlie  Quan- 

titäten  q^q^q-i...  nehmen  also  zu.    Mau  setze  nun: 
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y  = 


y\R\ 


^±q\yV  ^'    '^  '  ""•■"' 


y-iRj 
^±Qlyl 


wo: 


/?i  =  l/(i±p?yDa±(/?y?),  ^2  =  l/(i±)»^!/D (1+^/2 !/D,- 


Diese  Gleichungen  geben: 


und: 


c     ±  fj]  y}  —  i+Ä     , 
±2,y] 


rfy  ^  dyj  ^  rfy2  ^ 

Um   diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  2)  und  4)  in  Verbindung 

=  -    und  --  =  k.    Es  ist  dann: 


zu  bringen,  setze  man  j/  =  — ,    j/i 


(h 


2\/k    Py  _\+k     (u 


=  \l-k- 


Py        l+/f     p  2        p 

Kimmt  man   in   den  Ausdrücken  für   R^  R^  . ..   die    unteren  Zeichen, 
so  folgt: 

dzi  l-\-k  dz 


11) 


i/<-+-(fg;^^ 


2        /(l_z2)(l_Ä2  22) 


10X  .  -Az^-l+j/g— z2)(l-;^2^2) 

Für  2  =  singp  ist: 

1  +  A:  sin^  9)  —  cosg)  J  (9-) 


13) 


z:  = 


Wenn  2  =  am  ?<  genommen  wird,  so  giebt  die  Differentialgleichung 
zwischen  z  und  21 : 


2,  =  sn 


l+Ä-      21/^' 


2       '1+A:_ 

Nun  ist  aber,  wie  aus  Gl.  2)  und  3)  des  §  26  (S.  195)  sich  ergiebt: 

1 — en2w 


sn^  w  = 


l  +  dn2w 


folglich: 


1  — cn   il+k)u, 


2\/F 
l-\-k 


14-dn 


(1+^)m, 


2jA' 


Setzt    man    hierin    die   Werte    aus   32)    des   §  42   (S.  346)    ein    und 
amu  =  <p  so  folgt : 


§  44]  361 

l-\-k  sin^y  —  cos  ip  A  (g>) 
,.  = ^ , 

welche  Gleichung-  mit  der  obigen  für  z]  übereinstimmt. 

Eine  gleich  bequeme  Berechnungsmetode  wie  die  Landen'sche 
Transformation  liefert  die  Transformation  von  Gauss  und  das  von 
ihm  so  genannte  „arithmetisch-geometrische  Mittel".  Dieser 
Algorithmus  findet  sich  zuerst  in  der  inhaltreichcn  Abhandlung:  Deter- 
viiuatio  attractioiiis  quam  tu  punctum  qiiodvis  positionis  datac  cxcrcct 
plancta  si  ejus  tnassa  per  totaiii  orbäam  ratioiic  tcmporis  quo  siugulae 
partes  describuntur  icniformiter  esset  dtspertita.  (Commentat.  Gotting. 
i8iS,  IV,  21— 48.     Werke  III,  333  u./j. 

Aus  den  Gleichungen  32)  des  §  42  ergiebt  sich,  wenn 


am  {u,  k)  =  ipi ,  am 
gesetzt  wird 


1+^ 


=  rp 


und 


sin  ip  =  \  ,  / .  c 


Setzt  man  hier  k  =  — r — ,  so  erhält  man: 
m  -\-  n 

. ,,  .  2»»sint/;i 

14)  sin  %p  = 


(m + n)  cos2 1^1  +  2m  sin^  ^p^ 

drv 


/> dw rvh 

I      /4»»2co82w+4n2  8in2«;       J     \/ 

*0  *0 


/(w+w)2  cos2/y-i-4m?i  sin^w 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  =  m',  \/mn  =  n',   so  lässt  sich  die 

Integralgleichung  auch  schreiben: 

in     Z*'^'  ^^"  —   f*— -- 

/      l/»i2  0032^4- w-'sin^n;         /        l/m'^cos^/y-f-n'^sin^«; 

,       m  +  n       ,        ,/— 
m  =  -~ —  ,    n  =  ymn. 
z 

In  der  Form  der  Gleichungen  14)  und  15)  hat  Gauss  seine  berühmte 
Reduction  elliptischer  Integrale  gegeben,  über  welche  in  §  16  der 
oben  citirten  Abhandlung  (Werke  III,  352)  sich  folgende  Bemerkung 
findet:  „Lectoribus  autem  gratum  fore  speramus,  si  hacce  oceasione 
determinationem  harum  aliarumque  transcendentium  per  algorithmum 
peculiarem    expeditissimum    explicemus,    quo  per   multos   jam    abhinc 
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annos   frequeuter   usi  sumiis,   et  de  quo  alio  loco  copiosius  agere  pvo- 
positnm  est." 

Bildet  man  die  Reihe  der  QuaDtitäten: 

m  = — - — ,    n  =  \/?)mi 

u 

„       ?}i'-{-n'       „       j—n 
m  =  — - — ,    M  =  ym  n  , 

so  ist  //i"+^^  das  aritbmetisehe,  w*'+')  das  geometrische  Mittel  der  ent- 
sprechenden vorhergehenden  Quantitäten  w^'"^  und  n^''^ 

V      ■,      '       '        {\/m—\/n)'^        „        „        m'  +  w'  ,-r-, 

Es    ist    m — n  =  — —^ ,    m  — m    =  — ~ —  —  \/mn     oder 

m"—H"  =  ^^^^  —  (l/m^—  l/^)  \/i^.    Hieraus  folgt  m"—n"  <  "^'~^' 


2  '"  "     '"  °  ^2 

(\/m \/n)'^  fn" — n" 

d.  i.  m"—7i"  <  ^^ — ^-^^.     Ebenso   findet   man   m"'—n"'  <  — ^—  ' 
4  ^ 

(i/^ \/n)~ 

mithin   um   so   mehr  ?n"' — ?/"  <  — —^ — -,  allgemein: 

o 

Für  wachsende  r  ist  folglich  lim  (m^'') — w^))  =  0,  d.  h.  m('">  und  n^*") 
convergiren  gegen  eine  gemeinschaftliche  Grenze //,  welche  Gauss  das 
arithmetisch-geometrische  Mittel  der  beiden  Quantitäten  fn  und  w 
nennt.  Ueber  dieses  arithmetisch-geometrische  Mittel  enthält  der  dritte 
Band  der  Werke  von  Gauss  /.  j6i — 404  aus  dem  Nachlasse  des 
grossen  Mathematikers  eine  Keihe  ungemein  scharfsinniger  und  inter- 
essanter kleiner  Aufsätze  und  Notizen.  Durch  fortgesetzte  Transfor- 
mation wird  die  Integralgleichung  hergestellt: 

d/v 


16)      /^    ,  "'" :  =      /"V 


wo  y)'  der  Wert  ist,   gegen  welchen  der  Winkel  ipr  convergirt,  wenn: 


m  cos2 ipi-{-m sm- tp,  m  cos^ tp2-\-m  sm^ip-i 

Zu  der  Methode  von  Gauss  hat  Jacobi  in,  §  38  der  „Funda- 
mental (Ges.  Werke  I,  is-  /•)  folgende  weitere  Ausführungen  ge- 
geben. 

TU  —~7l 

In   den  Gleichungen  1)  setze  man  fo  =  tp,    und  k  =  — ; — ,  also 

^  ^  711+71 
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2m  sin  w, 

sin  tp  = i- — . , 

{m-{^tl)C09^^|)l-{-2mBm-^pl 

costfj.  l/(»i+«)2  C082  w.  4-  4mn  sin^  ti), 
im-\-?i)co8^rpi-\-2m8m-y)i 
,1-7, 7, — ; — „  .  „  m-\-n — im — n)sin2«;. 

Aus  der  letzten  der  vurstehenden  Gleichungen   ergiebt  sieh   ohne 
Schwierigkeit : 

,       „  m-{-n      m — \/  m-aos'^rp+n'^sm'^il) 

2  [/m^cos^t^+n^sin^i^ — n 

oder  auch: 

,       „  m-\-7i  ^      „     ti-{-\/m-(i08^ii)-\-n-8m^ip 

m  .  taug-  %\  =  — — tang2  tp  —  ^  -^— ^  -^  • 

2  m-{-\/m^(ios'^ip-{-7i-BiB}tp 

Für  =  m  und  l/»j2co82i^+n2sin-T/;=  J  ist  einfacher: 


tangi^i  =  — ^:^  /  ^m  — f-. 
Setzt  man  mit  Jacobi: 

m  =  —^ — 1  ?t  =  ynm,    A  = 
m  =  — - —  1  7i  =  y  m  n  ^   A  =^ 


m-\-n       ,       ,  / —       .,        I  /       /  n-\-A 

mm  — .— -. 


m  -\-n       „      ,  i—r-T      .„       \        .   „  n'-i-A' 

m  m   -r—'-r, 
m  -\-A 


ferner : 
tangv>,  =  "^-t^,  ta,>gv,  =  *Äfij"...,  ta^g ^v  = '''«^ z.« 

m  ^  in  'CT  ni('^~^> 


m  ^  '  -  m  '        "  '  m^ 

80  giebt  das  Product  dieser  Gleichungen: 

äA'...A^^^ 

mm'. . .  m' 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  16)   für   ein  unbegrenzt  zunehmendes  r: 
\imipr  =  ip'.    Setzt  man: 


17)  tangtp.  =  _,  tangtp. 


/> 


\/m'^  cos^^-\-n-  sin^  9? 

0 

80  giebt  die  Gleichung  16)  ip  =  fi<P.     Nimmt  r  in  der  Gleichung  17) 
unbegrenzt  zu,  so  dass  tpr  =  ^\  so  giebt  dieselbe: 

,  ^       -  A'Ä'A'" 

tang  ju  ^  =  tang«? . j—r, — -  > 

mmm 

was  die  von  Jacobi  gegebene  Gleichung  ist. 
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Fttr  ip  =  —  ist  in  Folge  von  7)   auch  t^i  =  —  •  Man  findet  so, 

dass  allgemein  ?/'»•  =  ir '   also   auch  V^'  =  -^ '   wenn  ^>  =  -^'      Für 
diesen  Wert  von  xj)  geht  die  Gleichung  9)  über  in: 


/ 


7t 

2  (in)  üc 


durch  welche  Gleichung  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  der  Quan- 
titäten 711  und  n  allgemein  definirt  ist. 

Zur  Litteratur  über  das  Gauss'sche  arithmetriseh- geometrische 
Mittel  sind  folgende  Abhandlungen  zu  ueuuen:  C.  W.  Borchardt: 
„  Ueher  das  arithmetisch-geometrische  Mittel",  Grelle  J.  L  VIII,  i2y — 134. 
Ein  ähnlicher  Algorithmus  für  4  Elemente  führt  auf  hyperelliptische 
Integrale;  vgl,  C.  W.  Borchardt:  „Uebcr  das  arithmetisch-geo?netrische 
Mittel  aus  vier  Elementen" ,  Bert.  Monatsbcr.  i8y6, 611 —  621.  H.  v.  M  an  - 
goldt :  „  Ueher  eine  Stelle  ans  den  von  Gazcss  nachgelassene?i  Schriften 
über  das  arithmetisch-geometrische  Mittel" ,  Schlömilch  Z.  XX,  362 — j68, 
18 /ß.  C.  H.  Kümmel:  The  quadric  tra?isfor?nation  of  elliptic  integrals, 
combined  zvith  the  algorithm  of  the  arithmetico- geometric  mea7t", 
Washington  BiUl.  VII,  102 — 121,  i88ß. 

Im  Chapitre  XVII  seines  „Traite  d.  F.  e."  hat  Legendre  die 
beiden  von  Lagrange  angegebenen  Methoden  in  etwas  einfacherer 
Form  auf  die  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  an- 
gewandt.    Setzt  man  in  der  Gleichung  13)  z^  =  sin 9p',  so  folgt: 

18)  2sin2  9)'=  H-Zfsin^^p — QO^(pA{q)) 

und  hieraus: 

2co82  9)'=  1 — kmiP-(p-\-QO^fp  A{(p\ 
2 sin 9)' cos 9p' =^  sin2g)'  =  sin^[/iCOS9)+z/(9?)], 
cos- 9)' — sin^'^gp'  =  cos'i^)'  =:  — k^vür(p-\-Q.o^(pA{(p). 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben: 

1 9)  sin  (2r/)' — (f)  =  k  sin  (p. 

Für  z  =  sin^  und  z^  =  sin 9p'  wird  die  Gleichung  11): 
d<p  1+k         d(p 


1/-(?^IT--' 


2    l/l— A'2sin2  9) 


Da  nach  18)  9)'  =  0,  wenn  <p  =  0,  so  folgt  durch  Integration : 
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Ubereinstimnieud    mit   eleu    (Ueicbungen    G).      Flir    <p  ^         giebt    die 

Gleichung   19)   (p  =  ji.     Da   nun   F{7c,  A-)  =  2 /' (  "^  i  k\  so  erbält  man 
aus  der  Gleichung  20): 

Von  den  Transformationsgleichungen  zweiter  Ordnung  hat  Legendre 
sehr  ausgedehnte  Anwendungen  in  den  Chap.  XIX — XXII  auf  die 
numerische  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  aller  drei  Gattungen 
gemacht.  Bemerkenswert  ist  das  Problem,  welches  sich  Legendre  stellt 
und  durch  Approximation  behandelt,  (Traitc  des.  fonct.  rll.  I,  g2),  aus 
dem  gegebenen  Werte  des  Integrals  /'(^p,  k)  die  Amplitude  tp  zu  be- 
rechnen. Bei  Anwendungen  der  Gleichungen  18)  auf  elliptische  Inte- 
grale zweiter  Gattung  gelangt  Legendre  zu  einer  sehr  bemerkens- 
werten einfachen  Relation.    Die  Gleichung  18)  giebt: 

2l//cy  .  .^   ,  _  — /r'24.2(l— ^2sin2y)+2Aeo8yi/l— ^•■^sin^y 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit: 

dq>'  l+Ä  d(p 


2/ÄV  .  ,    ,  2     i/i_A-2sin2  9) 


und  integrirt  darauf,  so  folgt: 

Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  /'(t,  ^)  lässt  sich 
mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  durch  zwei  elliptische 
Integrale  zweiter  Gattung  ausdrücken.     Setzt  man: 

22)  .S'=  taugf/.//(r/)— £(9,  Ä)  +  A'2/''(r/,/t), 

80  lässt  sich  .S'  durch  Substitution  des  Wertes  von  /''(9^,  k)  aus  21)  auf 
die  Form  bringen: 

23)  ,S'  =  tangrpJ(f/.)  +  £(9^,  A)  +  2Asin9--2(H-A)^(9',  ^^^V 

Es  sind  die  beiden  Gleichungen  22)  und  23),  welche  das  Theorem 
von  Landen  entlialten,  das  den  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
durch  zwei  Ellipsenbogen  ausdruckt  und  welches  bei  dieser  Darstellung 
sich  auf  eine  einfache  Anwendung  der  von  Legendre  gegebenen 
Gleichung  21)  reducirt.  Wir  werden  auf  das  Landen'sche  Theorem 
bei  den  geometi'ischen  Anwendungen  der  elli])tischen  Functionen  zurück- 
kommen. 
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Sind  die  Winkel  g),  9)'  und  cp"  durch  die  Gleichungen  verbunden: 
sin (29p' — (p)  ==  ksmg),  sin(2(jp" — (p')  =  Aisin^' 
wo: 


2  i/a" 

setzt  man  ferner  k^  =        /  '   so   hat  man   analog  wie  die  Gleichung 
21)  die  beiden  folgenden: 

il-\-k)Ei(p',  k,)=-^F{(p,  k)-\-E((p,  k)-\-ksmq>, 
24)  '   ,, 

(i+^,)^(<p",  ^2)  =  — Y^^^''  ^'•)+^^^''  ^')+''i  ^^°9''. 

Mittelst  der  Gleichung  6): 

Fi(p\k^)=^F(<p,k) 

lässt  sich  F{q),  k)  zwischen  den  Gleichungen  24)  eliminiren;  es  ergiebt 
sich  dann: 


(1+^)^ 


£(^,  A)  — (2  +  ^;)  i:(r/)',  Ai)  +  2(l+A-,)^(9'",  h) 
+  ^  (1+^)2  ^^°  ^~2Ar,  sin  cp'  =  0. 


Diese  Relation  zwischen  drei  elliptischen  Integralen  zweiter 
Gattung  findet  sich  „Traue  des  f.  eil."  1,8^.  Mittelst  der  Gleich- 
ungen 1) — 4)  lassen  sich  der  von  Legendre  aufgestellten  Gleichung 
21)  die  folgenden  an  die  Seite  stellen: 

25)  (!+*•)  £(,,„.;^|)  =  2^(^,;^)+2/t'^(^,*)-*^5»', 

tang(9)i — (p)  =  Ar'tanggp. 

26)  (1+A)£(v>,  f-g)  =  2£(^.  .)-A-«ny,  ,)  +  ?M«^eo«J'^W. 


+A:sin2  9) 
(H-Ä)sin9D 
l+Afsin^^) 

Bei  der  zweiten  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen  ist  die 


sini^  = 

iiten  Rel 
Reductionsformel 


ri  A-Usi  /l-^sin-yV    1     _  2//ra)^ ^  -  4-  g;-  ^  /8inycosyJ(y)\ 

^l  +  ^>    l^l+/tsin29)j  JC^))-^"^^^^      zl(^)^^'^d95V    l+A-sin29,    ^ 

anzuwenden,    welche    sich    mittelst   der  Gleichungen   7)    und  9)  §  26 
Seite  207  ergiebt.    Durch  Einführung  elliptischer  Functionen   und  der 
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2Ax 


auf  Seite  218  unter  GleieliuDg  17)  aufgestellten  Definition  von  £"(  am 

lassen  sich  die  Gleiebungen  25)  und  2G)  auf  andere  Formen  bringen. 
Die  etwas  weitläufigen  Rechnungen  sollen  nicht  weiter  ausgeführt  werden; 
nur  sei  bemerkt,  dass  bei  diesem  Verfahren  in  beiden  Gleichungen  die 
Variabein  verschwinden,  ein  Umstand,  der  sich  a  ])riori  erwarten  lässt. 
Die  Relationen  zwischen  Constanten,  welche  übrig  bleiben,  folgen  direct 

aus  den  Gleichungen  25)  und  2G)  für  y  =  -- ,  (p^  =  jt  und  ip  =  — 

Eine  kurze  geometrische  Ableitung  der  Transformation  von  Landen 
findet  sich  in  einem  Briefe  von  Jacobi  an  Her  mite  (Crclle  J.  XXXII, 
iy8  und  Jacobi 's  Ges.  Werke  II,  n^).  Das  von  Jacobi  angewandte 
Verfahren  findet  sich  weiter  ausgedehnt  bei  Küpper:  Demonstration 
gcomctriquc  de  ccttc  propositioii ,  que  toutc  fonction  elliptique  de 
premicre  espcce  peut  etre  reviplacee  par  deux  fonctions  elltptiqiies  de 
seconde  csplxe,  et  Dcveloppe^neiit  d'uiie  formule  relative  ä  la  rectifi- 
cation  de  l'hyperbolc  f Grelle  /  IV,  8g — gj).  Die  vollständigste  Arbeit 
über  die  sogenannten  Transformationen  zweiter  Ordnung  istRichelot: 
,,Die  La7i  den' sehe  Transformation  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Ent- 
7vickchmg  der  elliptischen  Functionen.  Ans  einer  Gorrespondoiz  mit 
Herrn  Professor  Schröter."  (Königsberg  i868.)  In  seinen  Vorlesungen 
hatte  Richelot  direct  aus  der  L an den'sehen  Transformation  die  Ent- 
wickelung  der  elliptisclien  Functionen  in  unendliche  Producte  (also  die 
Resultate  in  §  11)  hergeleitet.  Es  folgt  nämlich  aus  der  L  an  den'sehen 
Transformation  für 

l+A: 

(k;u    , 


sn  (?^,  k)  =  -V  sn 


da 


^  ^  dn(  4^5 


.,) 


',-  I  ■..:'x-,-';-/2fc,-"+«'- 


mithin  wenn    man 


sn(?(,  k)  =  -^  sn  (  ^y.  /■, )  sn(  4,    +  A',  A 
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Es  lässt  sieb  also  Sinus  Amplitudo  als  Prodiiet  zweier  solcher  Func- 
tionen mit  vergrössertem  Modul  darstellen.  Diese  Formel  wird  nun 
wiederholt  angewendet,  indem  man  jeden  Factor  rechts  wieder  zerlegt: 
schliesslich  nähert  sich  der  Modul  der  1  und,  statt  der  Function  sn 
haben  wir  die  Exponentialfunctiou.  Richelot's  Methode  wurde  von 
seinem  damaligen  Zuhörer  Durege  in  Abschnitt  XIII  seiner  „Theorie 
der  elliptiscJien  Functionen" ,  Leipzig  i86i,  veröffentlicht.  In  der  oben 
genannten  Schrift  Richelot's,  deren  Titel  den  ebenso  wertvollen  wie 
reichen  Inhalt  nicht  ganz  erraten  lässt,  hat  Richelot  die  Transformation 
von  Landen  auch  dazu  angewandt,  die  elliptischen  Functionen  in 
Form  unendlicher  Reihen  darzustellen.  Eine  analoge  interessante  An- 
wendung der  Transformation  von  Gauss  hat  Schröter  auf  sehr  ein- 
fache Art  ausgeführt. 

§  45.    Die  Miiltii)licatioii  iiiul  Division  der  elliptisclien  Fiinetioneii.    Theorem 
von  Jacol)i.    Litterarisclie  Notizen. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  26  (S.  195) 
u^=  w,  dann  suceessive  v  =  n\  2w, . . ,  setzt  zur  Abkürzung  sn  w  =  x% 
so  folgt: 

J)2  sn  2w  =  2x  \J\—x^  \J\—k'hc^, 

I).2dn2w  =  l—2k'^x--\-k^x\ 
(  wo/>2  =  1—k'^x*. 
I  Z>3sn3w'  =  .r[3— 4(l+A-2)a'2  +  6A-2.r*— A'4.,.s]. 

2\       J  />:iCn3;/'  =  [l—'ix''--\-6kKr^—U^x^-\-k^x^]\/l—x\ 

1  DidnSrv=  [l—W-x^-\-6k'''X^—U-'^x^-{-kix^]\/l—k^-x'^, 
I  woZ>3  =  l—Gk\x^-h4:kHl-\-k'')x^—U*x». 
Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Formeln  ist  nicht  wohl  thunlich  wegen 
der   ungemein   raschen  Zunahme   der  Anzahl   der  Terme.     Setzt   man 
allgemein : 

ö)  sn  7ifv  =  —  1   en  n?v  =  -^  r   dn  n/r  =  -—  ? 

SO  erhält  man  leicht  durch  Inductiou  folgende  Resultate.  Bezeichnet 
allgemein  P{m)  ein  Polynom  von  x  vom  Grade  w,  so  finden  für  ein 
gerades  n  folgende  Gleichungen  statt: 

4)  An  =  l/(l— a:2)(l— A:2a:2)/>(n2— 3),  B ,,  =  P{ji^\ 

Cn  =  Pin-^),    D„  =  />(n2). 
Für  ein  ungerades  n  hat  man : 

^.  A„  =  P{n-^\  Bn  =  P(m2— 1)  l/l— a:2, 

C„  =  />(n2— i)i/i -/^^   D^^  =  />(n2--l). 


1) 
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Es  ist  sell)stverstiindlit'li,  dass  die  symltoliscli  anp:edentcteu  Polynome 
/'(?t'2)  etc.  für  die  versoliiedeueu  Ausdrücke  J„,  />'„,  r„  und  />„  ver- 
schieden sind.  Die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  4)  und  5)  lässt  sieh 
leicht  darthun  durch  Bildung  der  Ausdrücke  für: 

^2h+1,     ß-2n+l,      C^n+li     D-2n-\-\' 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  i),  2)  und  3)  von  §  20  u  =  v  =  nn\ 
bildet  also  sn2>//r,  cn2/i/i',  dn2rtw,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  B): 

B%n         Bn—k-^Al     '     ^2«  Bn—k'^-Al 

_^_    ClDl—hr-AlBl 


oder: 

0) 


^2»  Bl—K^Al 


7) 


J    An  =  2/i«  Bn  Cn  />„,      ^2«   =  B'n  Bn—An  C'n, 
\    C2n   =    ClDl—k^Alßl,    D.2n  =  B"n  —  k'Ä\. 

In  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  26  nehme  man  u  =  mv, 
V  =  (?j4-1)w',  bilde  also  sn(2«+l)«',  cn(2/i+l)w  und  dn(2«+l)y/'.  Ganz 
analog  wie  die  Gleichungen  6)  findet  man  unter  Zuziehung  der  Gleich- 
ungen 3): 

A2n-\-\  ==  An  B„^i  C„+l  Dn  +  An-\-\  B„  Cn  Bn+1 , 

Bin+l  =  B„  Bn+1  Bn  Bn  +  \ An  An+\  C„  Cn-\-\  , 

6'2h+1   =    Cn  C„  +  l  Bn  B„  +  i k"^  An  An+1  Bn  Bn  +  1, 

B2n-\-\  =    B'n  B'n  + 1 AT "  AnA^i  +  \. 

Ist  nun  n  eine  ungerade  Zahl,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 
0)  nach  5)  auf: 

A2„  =  l/{l— a;2)  {l—k^x^  p(4n-'—3),  B.n  =  /^(4n2), 
Co„  =  />(4n2),  A„  =  Pi4:n'-). 
Diese  Gleichungen  folgen  auch  direct  aus  4)   durch  Vertauschung  von 
ti  mit  2n.    Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  für  ein  gerades  7i. 

Nimmt  man  wieder  n  ungerade,  so  geben  die  Gleichungen  7)  unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  4)  und  5): 

A-2n+i  =  P[i2n+iyi  B'2n+i  =  i^(4n2-|-4«)  \/l—x\ 
Co„+,  =  />(4w2-h4«)  l/l^^2^  /?2„^,  =  />(4n2-|-4«). 
Diese  Gleichungen  folgen  direct  aus  5)  durch  Vertauschung  von  w  mit 
2«.    Zu  demselben  Resultate  führt  die  Annahme  für  ein  gerades  7i. 

Finden  also  die  Gleichungen  4)  und  5)  für  eine  Zahl  n  statt,  so 
l>leil)en  dieselljen  allgemein  gültig.  Ist  nämlich  7i  =  2m,  so  gelten  die 
Gleichungen  für  2«  =  4m  und  2n-{-l  =  4;>/-|-l;  ist  n  =  2wi-|-l.  so  ist 

Knaeper,  ellipt.  Fuiictioiieii.     2.  Aufl.  24 
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die  Gültigkeit  für  2n  =  4m-\-2  iiiid  2n-j-\  =^  im-}-:]  uacbgewiesen. 
Wegen  l)  imd  2)  gelten  die  Gleichungen  3)  und  4)  für  7i  =  2  und 
M  =  3.  also  auch  für  4,  5,  ß  und  7.  Durch  wiederholte  Anwendung 
ergiebt  sich  auf  diese  Art  die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  4)  und  5), 
Der  vorstehende  Beweis  findet  sich  bei  Sohn cke  (Allg.  Encyclopaedic. 
Sc  ct.  I.  T.  40.   Art.  Ellipfisclic  Functionen). 

Geht  man  von  den  Additionsgleichuugen  der  elliptischen  Func- 
tionen aus,  so  kann  man  snww  als  besondern  Fall  von  sn(M|  +«2+- ••+?'«) 
für  Mj  =  ^2  ==...  =  Wn  =  ?<  auffassen;  dasselbe  gilt  auch  für  cnn?/ 
und  dn  n  u.  Untersuchungen  über  eine  derartige  Erweiterung  der 
Additionsgleichuugen  von  zwei  Argumenten  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Argumenten  finden  sich  bei  Cayley:  „Note  siir  Vaddition  des 
fonctions  elliptiques"  ( Grelle  J.  XLI,  57 — 6^). 

Um  die  Ausdrücke  für  snww,  oxanu  und  dn?«?<  allgemein  darstellen 
zu  können,  oder,  was  dasselbe  ist,  um  y  als  algebraische  Function  von 
X  auszudrücken,  wenn 

dy  ndx 

reicht  die  blosse  Anwendung  des  Additionstheorems  von  Euler  nicht 
aus.  Legen dre  (Traue  d.  fonct.  dl.  I)  versucht  die  Multiplications- 
gleichung  F{<p„)  =  nF{<p) 

durch  die  Reeursionsformel 

,    .  2J(g)).cos9).sin9)„  .  /^ ;,- .-   ■ 

sm(jr„+i+sin9)„_i  =  :, ^.  „        .  ^ — ?  wo  J9)  =  l/l— c-sm^^)» 

aufzulösen. 

Die  vollständige  Lösung  des  Problems  lässt  sich  nur  ermöglichen 
durch  Einführung  elliptischer  Functionen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
das  Princip  der  doppelten  Periodicität.  Sehr  bezeichnend  für  das 
Problem  sind  die  folgenden  Worte  von  Lejeune- Dir ichl et  aus  seiner 
„Gedächtnisrede  mif  Jacoln"  ( Grelle  J.  LI I,  igg,  Ges.  Werke  I,  pj: 
, Die  Theorie,  wie  Abel  undJacobi  sie  vorfanden,  bot  mehi'ere  höchst 
rätselhafte  Erscheinungen  dar,  zu  deren  Erklärung  die  damals  bekannten 
Principien  nicht  ausreichten.  So  hatte  man,  um  nur  eine  dieser  Er- 
scheinungen zu  erwähnen,  gefunden,  dass  der  Grad  der  mit  Hülfe  des 
Eul  er 'sehen  Satzes  gebildeten  Gleichung,  von  deren  Lösung  die  Teilung 
des  elliptischen  Integrals  abhängt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage 
der  Kreisteilung,  der  Anzahl  der  Teile,  sondern  dem  Quadrate  dieser 
Anzahl  gleich  ist.  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln  war  leicht  er- 
sichtlich, wogegen  die  zahlreicheren  imaginären  ganz  unerklärlich  er- 
scheinen  mussten.     Aber    dass    hier    ein   Geheimnis    verborgen    liege, 
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darüber  hatte  man  vor  Abel  und  Jacobi  kein  Bewusstscin,  und  ihnen 
war  es  vorbehalten,  sieh  zuerst  über  diese  und  ähulielie  Erseheinung-eu 
zu  wundern,  was  in  der  Mathematik  wie  in  anderen  Gebieten  oft  schon 
eine  lialbe  Entdeckung  ist." 

Die  Multiplication  der  elliptisclien  Functionen  hat  Abel  zuerst  in 
sei  neu  „RccJicrcJics  sur  Ics  fondions  clliptiqucs"  (Crcllc  J.  II,  114 — 12^ 
u.  146 — 1^4,  Ocuvr.  1, 1^4 — 16^  u.  186 — ig4.  2.  öd.  26 j — 388)  behandelt. 
Es  werden  --^ 

(pa  =  Bn&^,  fa  =  \/ l—e"^ (p"^ a]  Fa  =  1/1+029)2« 

durch  ^if?ia),  f{ma),  F{ma)  ausg-edrückt  mittels  einer  Gleichung  vom 
Grade  m'-.  Diese  Gleichung  enthält  in  Bezug  auf  a  keine  andern 
Irrationalitäten  als  Wurzelzeichen.  Das  giebt  eine  sehr  allgemeine 
Klasse  von  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen.  Aus  den  Ausdrücken  der 
Functionen  ^{{2n-\-l)a),  /'((2w+l)a),  /'((2«  +  l)«)-^ls  Functionen  von  90«, 
/«,  Fa  werden  dann  die  Werte  von  9)«,  /"«,  Fa  als  Functionen  von  a  her- 
geleitet. Diese  Functionen  lassen  sich  auf  zwei  Arten  darstellen: 
einmal  lassen  sie  sich  in  Partialbrüche  zerlegen,  deren  Gesamtheit  un- 
endliche Doppelreihen  bildet,  zweitens  werden  sie  zerlegt  in  eine  un- 
endliche Zahl  von  Factoren,  deren  jeder  wieder  aus  einer  unendlichen 
Zahl  von  Factoren  zusammengesetzt  ist.  Diese  Darstellungen  gewinnen 
dann  durch  Einführung  der  Exponential-  und  trigonometrischen  Func- 
tionen eine  wesentliche  Vereinfachung.  Die  Untersuchungen  von  Jacobi 
über  diesen  Gegenstand  enthalten  eine  sehr  schöne  und  feine  Be- 
merkung, dass  nämlich  die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 
sich  durch  Transformationen  bewerkstelligen  lässt.  In  §  26  der  „Fun- 
damciita"  (Ges.  Werke  I,  in)  findet  sich  folgendes  Theorem:  „Itaque 
post  transformationem  primam  abhibita  secunda  seu  post  secundam 
abhibita  prima,  modulus  k  in  se  redit,  seu  transformationes  prima  et 
secunda  successive  adhibitae.  utro  ordine  placet,  multiplicationem 
praebent". 

Zur  Vereinfachung  sei  n  in  suwm  eine  ungerade  Primzahl;  auf 
diesen  einfachsten  Fall  lassen  sich  alle  anderen  reduciren,  in  Verbindung, 
wenn  nötig,  mit  den  leicht  zu  bildenden  Ausdrücken  für  sn2M,  cn2?< 
und  dn2M. 

In  den  Gleichungen  10)  von  §  40  setze  man  /  =  0  und  — m  statt 

r.    Ist  zur  Abkürzung: 

00 

8)  (P(^)=  II  {\-e), 

s=  1 

so  geben  die  bemerkten  Gleichungen: 

24* 


t 
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-  / 


7n'i\ogq 


9)        -  -'   — ^^    "  ^  ^ 

(p{qY9;{x,  q")  =  g>iq")ll^i  \''^~^ 

^{qr^,ix,q")  =  9i(t)ll^-i\^+—:^^ 
In  Folge  der  Gleichung  6)  von  §  39  ist 


,qy 


'9 


n— 1 
•2 


9)« (^)^(»a-,  ^»)  =  9>(«")  77    ^(''*'+'^'' '  ^) 


oder,  ^"  statt  q  gesetzt: 


«—1 

2 


10) 


<p 


\q-)^{nx,q)  =  (p{q)    U      i^(.r+  —  >^") 


In  der  ersten  Gleichung  9)  werde  x-\ statt   x   gesetzt;    legt   mau 

darauf  m  alle   ganzzahligen  Werte  von bis  — —-   bei,    bildet 

das  Product  sämtlicher  Gleichungen,  so  folgt: 

9       T  t  nm      -  'j.  -    TT  TT  n(    .  mjT+tn'ilosq 

<  (^)//^(-^-+— '  r)=^p  {qnlllh^[x+ ^^ 

d.  i.  nach  10) : 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  aus  den  Gleichungen  9): 

11)  ) 
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2ÄX 
Wird  zur  Vereinfaeliung  — '  =  u  gesetzt,  so  geben  die  drei  letzten 


Gleiehungcn  11)  durch  die  erste  dividirt: 

„_,    «2— 1 


12) 


^nHu  =  {—\)'^k    2     l£lJm[u  +  2 


inK — m'  iK' 


cn«M  :=  (  7j 


«2—1 


JJ/f,n(u+2'.!^^^=^} 


dn  ?iu  =    ^2_7  n ri^^  ( "  +  2 


niK — m'  iK 


Um  die  rechten  Seiten  passend  zu  transformiren,  hat  man  ähnlich 
wie  bei  den  Transformationsgleichungen  in  §  39  und  §  41  zu  ver- 
fahren,  nämlich   die  factoriellen  Elemente  m   und  m'  auf  die  Grenzen 


1  und 


n— 1 


zu  reduciren.  durch  Trennung  der  negativen  und  positiven 


Werte. 


u 1)2 

Da  n  ungerade,   so   sind  n — 1  und  ^^ — — ^    gerade   Zahlen,      Die 
erste  Gleichung  12),  auf  die  angegebene  Weise  umgeformt,  wird: 
13)  sn?i?<  = 


(— 1)  -  k    2     snujjani 


—+u]  sn  ( w  )x 


rr      C^m'iK'  ,    \      /2m'iK'       \ 
II  ri       ,^  mk'-{-m'iK'  ,    .       .mK+m'iK' 


-u)X 


JIIlM^ 


-|-M)sn(2 


mK — m'iA'  ,    v      ,^  mK — m'iK'       . 

f  u)  sn  (2 -^ v) . 


n  '    '       '  n 

In  den  beiden  einfachen  und   den  beiden  Doppelproducten  nehmen  m 
und  m'  unabhängig   von   einander   die  ganzzahligen  Werte  von  1  bis 

— -—  an.    Die  Gleichung  13)  nach  u  diflferentiirt,  darauf  w  =  0  gesetzt, 


führt  auf  die  Relation: 
14)         >i 


n— 1      n^—l 

(-1)  ^  k    * 


2mK 


7/-'^!'^// 


sn^ 


2m' iK 


X 


1/1/ ^n^  2 


mK-\-m'iK' 


sn2  2 


mK—  m'i  K' 
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Die  GleiehunfT  13)  werde  mittelst  der  Gleichung  7)  in  §  26  (S.  196) 
transformirt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung-  14)  lässt  sich  dann  sn?m 
auf  folgende  Art  als  rationale,  gebrochene  Function  von  anu  dar- 
stellen : 

sn^M  _  sn^w 


1- 


m- 8ii2 


sn  nu  =  n  sn  u  JJ — /J TT^^i/' ^ 

l_A-2sn22"-sn2,.         l-kHn-^-^^'^sn'^u 
n  n 


,    mK-^m'iK'                                    ^mK—m'iK' 
80^2 sn2  2 


11    11  «,/r'_L«>';i7'  11   11 


1— Ä2sn2  2 ^ sn^w  1— A-2sn2  2 sn2M 

n  n 

Einfacher  lässt  sich  die  Formel  in  folgender  Weise  schreiben: 

sn2M 

^  ^2mK-\-2nKK' 

sn2 

15)        sn 7iu  =  n sn ulf  ^    ,. ,  „    , .  j., ' 

1 — Ä:-sn2 sn2M 

n 

wo  das  '  an  dem  Productzeichen  bedeutet,  dass  das  Product  auf  alle 
Werte  m  =  0,  1,  2,  . .  .  ——  ?  m'  =0,  ±1,  ±2,  . .  .  ±——— auszudehnen 
ist  mit  der  Beschränkung,  dass  für  m  =  0  ni  nur  die  positiven  Werte 
1,  2,  3, .  . .  -— —  annehmen  darf.    Ebenso  wird  14): 


Ha)      ^^=11' 

k       2 


(— 1)  2  n          1  rt      „  2mK-\-'2m'iK' 
—  '  '    sn2 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  12)  geben   nach  einigen  leichten  Um- 
formungen, M  =  0  gesetzt: 

«2-1 

,2mK+2m'iK' 


cn-i 


-)  ©  '  -11' 

17)  k'         =11   dn2 

Unter  Zuziehung  der  Gleichungen  8)  und  9)  von  §  26  (S.  196), 
sowie  der  vorstehenden  Gleichungen  16)  und  17),  ergeben  sich  aus  12) 
für  cnn«  und  du /uc  die  folgenden  Gleichungen: 
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snc2— (2»jÄ'+2w'«Ar') 

18)  CÜHU  =^  QUu/ 1     


1— A2sn2— (2wÄ'+2»}'iÄ")sn2M 

71 


1— snc2 — {2mIC-{-  2m' i  K')  sn2  u 
19)       dü/iu  =  dnuJJ  


1  — A:2  sn2  —  (2mZ+  2m' iK')  sn2  u 
n 

wo  das  Zeichen  snc  fiir  sincoam  gesetzt  ist  (s.  S.  35). 

Die  Formeln  15),  18)  und  19)  für  die  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen  entsprechen  den  Formeln  4),  5)  und  6)  in  §  28  der  Funda- 
nicnta  Jacobi's.  Die  Entwiekelungen  rationaler  Verbindungen  der 
Functionen  sn?^,  cnw,  dni<  und  der  Froducte  solcher  Verbindungen  mit  der 
Function  Zu  (s.  S.219),  sowie  die  Entwickelungen  beliebiger  Potenzen  von 
Zu  sind  hergeleitet  von  Dumas  ,,Zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen''. Pr.  Berlin  i86o.  In  dieser  Arbeit  wird  als  Ausgangspunkt 
genommen  eine  von  Richelot  ( Cr  eile  J.  L)  gegebene  allgemeine  Formel 
für  die  Zerfällung  eines  Quotienten  aus  Producten  von  0-Functionen  in 
Partialbrüche. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  15),  18)  und  19)  lassen  sich 
auch  in  Form  von  Summen  darstellen,  durch  Anwendung  des  obigen 
Theorems  von  Jacobi  auf  die  Resultate  von  §  39  und  §  41.  In  den 
Gleichungen  44)  von  §  39  setze  man  für  M  seinen  Wert  aus  19)  §  39, 
nämlich : 

L  —  ^ 
~M~  k' 

Die  bemerkten  Gleichungen  werden  dann: 


20) 


nlL 


nlL       fnuL     \       -^^       /     ,   ^7nK 
——  (in[-^  ^  /    =  >  cn    «<H ■ : 

kh  \  K         J         ^ad,        \  71 

nL  ,    (nuL     \       ^^  ,    /    ,  4wÄ^ 
> . an] u 


A''*Hr''j=2:n"+"'* 


Es  sind  /  und  L  die  entsprechenden  Werte  von  k  und  A',  wenn  q"  an 

Stelle  von  q  tritt. 

1 

Wird  q   durch  q''  ersetzt,  so  mögen  k  und  K  respective  in  X  und 

A  Ubergehn.     In   den  Gleichungen  20)   und  21)  von   §  41   setze   man 

1          L  iK' 

aus  11)  §  41  für  M  seineu  Wert  — -  =  — -   ein,  ferner  oj  =  —  und  r 
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=  m'.    Werden  darauf  /  imd  L  respeetive   durch  X  und  A   ersetzt,   so 
lassen  sich  die  bemerkten  Gleichungen  auf  folgende  Art  darstellen: 


21) 


XÄ    (uÄ   ; 


n— 1 

V 


m'=  0 


sn(  u-\ »  Ä-)i 


,     .'^XA      (uA     . 


x:<       /     ,  Am'iK'     ,  . 


1 
In  den  Gleichungen  20)   werde  q  mit  q"  vertauscht,  wodurch  /r,  A',  /, 

u/t 

L  respeetive   übergehen  in  X^  J,  A,  K.    Nimmt   man  noch  --  statt  w, 

H. 


SO  erhält  man: 

7ikK 
JA 

nkK 
JA 

Ji 


22) 


sn  {nu,  k) 


sn 


cn  («?<,  Ä)  =  ^^  cn 


^^mK\A     : 


dn  0«^,  A)  =  "V^,  dn    {n-{ —  ]  —  i  X 

-^       LV  n    jh       _ 


Auf  der  rechten  Seite   der  vorstehenden  Gleichungen   lassen   sich 

AniK 
die  Gleichungen  21)  anwenden,  wenn  in  denselben  u  -\ an   Stelle 

von  u  gesetzt  wird.    Da  auf  beiden  Seiten  derselbe  Modul  k  vorkommt, 
so  erhält  man  mit  Weglassung  desselben: 
n — 1     n — 1 


n^nnu  == 


m  =  0  //i'  =  0 


sn    u-}-4: 


mK+m'iK' 


^   ^  ( — 1)  ^  wcnn^i  =^^  cn  I  ?f+4 

( — 1)  -  ndnnw  ^^^  dn(  M+4 )• 

In  §  27  A-Qx  „Fundamenta"  (Ges.  Werke  I,  114)  hat  Jacobi  ähn- 
liche Gleichungen  gegeben  wie  die  Gleichungen  22).  Die  für  einige 
Zwecke  sehr  brauchbaren  Gleichungen  23)  hat  Abel  aufgestellt  (Grelle 
J.  II,  149,   Oeuv.  1, 18 g;  2.  cd.  I,  318). 

Wegen  sn  [v — 4Ä')  =  sn  v,  sn  (y — 4/Ä")  =  sn  y,  ist : 
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«—1 


SU     v  + 


Amk 


H  -\ 


«+1 


n— 1 

•2 


SU    j; — 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  folgt: 


4///A' 
n 


n— 1 
2 


m  =  0 

Nimmt  mau  hierin  v  =  u-\- 


.  n—m    \         v^      /       4///Ä\ 

V — 4       -/i     =   ^su   v 

n       J        '^■■,    V  11    I 


8U|.+  -^    j  +  snf.-- ^-j 


1   wendet    auf  das   summireude 


SU  (  y+  '    '^  )  =  sur  + 

m  =1 

n 

Element  m\  wenn  m'  die  Werte  0,  1,  2, .  .  n — 1  annimmt,  dieselbe  Trans- 
formation wie  für  m  an,  so  ergiebt  sieh  ohne  Schwierigkeit,  dass  die 
erste  Gleichung  23)  auf  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

on  ,  X""'       /    ,  ^mK+4:miK'\   ,        /       4:mK-{-4.m'iK' 

24)   n  sn nu  =  sn  w  -|-  2^   sn ( ii-\ )  +  sn ( z< 


wo  ^'  bedeutet,  dass  die  Summe  auf  alle  Werte  von  m  =  0,  1,  2,  3, 


-— -,  m  =  0,  ±1,  ±2,  ±3,  .  .  .  ±— ^-  auszudehnen  ist  mit  der  Be- 

schränkung,  dass  für  m  ^  0  dem  m  nur  die  positiven  Werte  1,  2,  3, . . . 

n — 1 
-— -  gegeben   werden   dürfen.    Als   rationale  Function   von  snw  lässt 

sich  die  rechte  Seite  in  folgender  Weise  schreiben: 

^niK^-^miK'  ,    4:f?iK-i-4m'tK' 


25) 


nsnnu  =  8iiu-\-2 


V 


SU  u  cn 


dn 


1— A-2sn2z<sn2 


4»iÄ'+4w'«Z' 


»— 1  n — 1 

Die  beiden  Werte  von  ( — l)  -  7i .  cn  7iu  und  ( — l)  -  n .  dn  im  aus 
23)  lassen  sich  ähnlich  wie  nsüuu  in  24)  und  25)  darstellen.  Setzt 
man  in  der  Gleichung  25)  u~\-/i  statt  m,  so  geht  nsnnu  über  in: 

n— 1 

. J^nennu 1    d  .    .l+( — 1)  ^  ksntiu 

^     ^  "    dnnu   ~2kdu  ^^  ^ 

1 — ( — 1)  ■'  Äsnnw 

Es   lassen   sich   so   beide  Seiten  der  neuen  Gleichung  als  DifFerential- 

quoticuten  nach  u  von  Logarithmen  darstellen,  durcli  deren  Integration : 

n— 1 

l+(  — 1)    "  k  811  HU 
n—1 

1 — ( — 1)  ^  Ä'snmf 

in  Function  von  sn  n  folgt.    Da  der  resultirende  Ausdruck  etwas  weit- 
läufig ist,  seine  Darstellung  weitere  Schwierigkeiten  nicht  darbietet,  so 
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soll  eine  Ausführung'  desselben  unterbleiben.  Es  ergeben  sieh  weitere 
integrable  Ausdrücke,  wenn  in  jeder  der  Gleichungen  23)  ii  durch  u-\-K 
oder  u-\-iK'  ersetzt  wird. 

Combinirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  den  Gleichungen  15),  18) 
und  19),  oder  den  Gleichungen  23),  so  lassen  sich  allgemeine  Relationen 
für  snm<,  cnnw  und  dn?m  aufstellen,  in  denen  n  eine  beliebige  Zahl 
bedeutet. 

Das  Problem  der  Multiplication  involvirt  naturgemäss  das  um- 
gekehrte Problem  der  Division,  d.  h.  snu  algebraisch  durch  snww 
auszudrücken.  Die  Untersuchung  kommt  auf  die  Lösung  der  Gleichung 
15)  hinaus,  welche  in  Beziehung  auf  8n^^  vom  Grade  w^  igt.  Für  den 
Fall,  dass  n  =  2,  giebt  die  erste  Gleichung  1) : 

26)  {1—k'^x^)  sn  2w  =  2x  l/(l— a^s)  {i—W^x^ 

wo  X  =  snw.     Da  nun 

sn2/?'  =  sn(2Ä'— 2/i)  =  8n(2/A'+2«)  =  8n(2/Ä"+ 2Ä"— 2w), 

so  folgt,  dass  in: 

2xl/(l— a:2)  (1— A:2a:2) 
sn  2/1'  =  — - — - — r^-^ 

die   linke   Seite    uugeändert    bleibt,    wenn   w   durch   K — w,    /ä"+w, 
iK'+K—7v  ersetzt  wird.     Sind  also  x^,  x-i,  .1-3,  .^4  Werte  von  x,  welche 
der  Gleichung  26)  genügen,  so  hat  man: 
x^  =  snw, 

x.y  ==  sn  (K—w)  =    j —  5 
^         dnw 

0:3  =  sn(^■Ä"+/^•)  = 


Xi  =  sn{iK'+K—w)  = 


k  sn  7v 
dn/i; 


kcnw 
Setzt  man  y  =  sn  2/t',  so  findet  man : 


X4  = 


f— cn2w        1/1— l/l 


l+dn2w;        V    ^_^^ -^^j^iyt 
H-cn2w        1  /  1+1/1— y'^ 


l+dn2w        1/    i^^/i_Ä:2y2 
l+cn2w       1/  1 +1/1— 1/2 


1— dn2w  V     j^_|/i_yi.2y2 

1—  cn  2w       l  /  l—\/\^y^ 


1— dn2w        ^    1— i/l— /c2^2 
Wir  erhalten  also  als  Resultat  der  Zweiteilung  der  elliptischen 
Functionen :  Ist 
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und 
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w  =  i     — ,         ^—^~  1  «p  =  am  w 

«^0 


==-- '   9'i  =  am  — 


so  ist 

27) 

oder 

28) 

sin  y,  = 

l±cnn;        1/    l±\/l—m'^iv 


l  +  dn/y        1/    i_j_|/i_A-2gn2/y 


/l±coS9)        1/    l±l/l— sin29p 


1  +  J(^)        1/    i_|_|/i_Ä-2sin2^ 
Die  Beziehung  zwischen  <f>y  und  (p  kann  man  auch  schreiben: 
ooN  •    0  2sin2if/j 

Setzt  man  die  Zweiteilung  weiter  fort,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 

der  Winkel: 

mm  m 

9)2  =  am  — ,   9:3  =  am  — - .   ...  cp„,  =  am  — 

die  Gleichungen 

.  ^  2sin2ig:i      .  2sm'^ h(pi      . 

sm-(r->  =  ^  .    .,    \ ^  am^a)>  =  ,  .    . .  -vi   etc., 

welche,  nach  Einführung   von   Hülfswinkeln   mittelst  der  Gleichungen 

(da  A:  <  1  ist) : 

30)     /t sin 90  =  sin/,  Asin^i  =  sin/j,  /:sin9?2  ==  sin/i,  etc., 

übergehen  in 

(    .  sin  2  op         .  sin  h  y 

\8m(pi  = f- 7      sin/i  =      V^5 

)  cos  ^7  '         eos^fp 

^  ^    -  smi<pi       .  sini/i       ,      , 

sin/2  = 7^    '  etc.  etc. 


sinr/o 


cos'/i  cos  i  9)1 


Für  ein  unendlich   grosses  m  nähert  sich  das  Verhältnis  zwischen  — 

und  y,„,  oder  das  Verhältnis   zwischen  —    und    siny;,,,    der   Einheit; 

mithin  hat  man: 

32)  w  =  F{(p)  =  Lim  (2'"  sin  9)«). 

(m  =  er) 

Eine  direete  Benutzung  dieser  Formel  zur  numerischen  Berechnung 
des  elliptischen  Integrales,  wie  sie  Legen dre  gegeben  hat,   ist  nicht 
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immer  vorteilhaft.  Deshalb  bat  Schellbacb  („Lehre  von  den  clUpt. 
Int."  §  ii8  und  i6o)  den  Kunstgriff  einer  besonderen  Art  von  Inter- 
polation von  massigen  Werten  auf  das  Unendliebe  binzugenomraen. 
Auf  einfachere  Art  bat  Seidel  („Ucber  cüic  Darstellung  des  Kreis- 
hogejis,  des  Logarithmus  7tnd  des  elliptischen  Integrales  erster  Art 
durch  unendliche  Producte",  Grelle  J.  LXXX,  27J — 2gi)  mittelst  der 
obigen  ]\Ietbode  für  F{fp)  einen  Ausdruck  in  Form  eines  unendlichen 
Productes  gewonnen,  der  sich  nicht  nur  für  die  numerische  Berechnung 
eignet,  sondern  auch  dadurch  interessant  ist,  dass  er  die  unendliche 
Vieldeutigkeit  von  F{(p)  in  zweierlei  Richtung  erkennen  lässt.  Dieser 
Ausdruck  wird  durch  folgende  Transformation  gewonnen.  Es  ist 
identisch 

„,„  .  .       2sinopi     28inöp2  2sinö),„ 

sm^p        singpi  smgDm_i 

aber  nach  31) 

2sinyi  1  2sing)2 1 

sin  9)  cosigDCos^y      sin^^i         cosi^PiCosiyi 

mithin 

33)     Fisp)=  '^^^ 


cos ^ 9) cos i 7. cos ^9)1  cos i 7t  .cosl9>2COS-2  72  •••iß  iifin- 
Auch  für  die  Berechnung  des  elliptischen  Integrales  zweiter  Gattung 
hat  Schellbach  (l.  c.  §  118)  die  wiederholte  Zweiteilung  angewendet. 
Setzt  man  in  die  Formel  15)  S.  217   für  das  Additionstheorem   dieser 
Integrale  r/;  =  95  =  9:1  und  0  =  9),  so  erhält  man 
34)  E{(p)  =  2  E{q)^)  —  Ä:2  sin  9?  sin2  9)1 

und  mit  Hülfe  der  Formeln  31)  schliesslich: 

35)     E{!Cf)  =  F{(p) — (sin95sin-7i  +  28in9)igin2  72  4-4  8in9)2sin2  73  4- ...). 

Eine  ähnliche  Formel  entwickelt  Schellbach  (l.  c.  §  141)  für  die 
elliptischen  Integrale  dritter  Gattung.  Die  Division  für  das  vollständige 
Integral  erster  Gattung 


dq) 


■c2sin29) 


wird  von  Legendre  (Traitc  d.  fonct.  eil.  I)   auf  eine  Gleichung  vom 

Grade  — ^ —   zurückgeführt.     Mit  Hülfe   von   Quadratwurzeln  löst  er 

das  Problem    der  Dreiteilung   des   vollständigen  Integrales   K  in   den 
speciellen  Fällen 

c2  =  y ,    c2  =  2  (l/'2~l),  c'  =  y  C2±i/3). 
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Zu  ülmliclien  Betraebtungen   wie  die  Gleichuug  2G)   fUr  die  Yer- 
doppeluug  giebt  die  Gleiebung  15) 

&u?u 

8n2  — (2wA'+2m7A") 
IT'  ^ 

1— /t2  sn2  —  (2mK-{-2m'iK')  sn^?^ 
n 

Veraiilassimg.     Ist  sn  ???/•  ==  sn  7m,  so  bat  mau  allgemein : 

nn>  =  nu-\-Am/i-\-2?7i'iK', 

oder: 

,  4mK-\-2m'iK' 

W  =U-\ 5 

n 
wo  7n  und  7n'  ganze  Zablen  sind.     Die  linke  Seite   der  Gleiebung  15) 

bleibt  uugeäudert,  wenn  ii  durcb  7i-\ ersetzt    wird,      Ist 

also  SUMM  gegeben,  setzt  man  x  statt  sn?/,   so  sind  die  verscbiedenen 
Werte  von  x  in  der  Gleichung  enthalten: 


opx  /      ,    ^77lK+277l'lK'\ 

36)  a:  =:  sn  [  w  H j  ■ 


Legt  man  ;«  und  771'  alle  ganzzabligen  Werte  bei.  so  kann  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  3(3)  nur  ?i-  Werte  annehmen,  welchen  die  ?i2  Werte 
von  X  entsprechen.  Was  die  algebraische  Lösung  der  Gleichung  15) 
in  Beziehung  auf  sn  u  betrifft,  so  würde  eine  Ausführung  dieses  Gegen- 
standes zu  weit  führen.  Mit  Hülfe  der  Theorie  der  Substitutionen  ist 
diese  Gleichung  untersucht  in  dem  Werke  von  Camille  Jordan, 
„Traitc  des  Substitut ions  et  des  eqiiations  algcbriqnes" ,  Paris  iSyo, 
Livrc  III,  ^ZÜ-  Die  ersten  und  einfachsten  Untersuchungen  über  die 
Teilung  der  elliptischen  Functionen  hat  Abel  in  seinen  „Recherches 
S2ir  les  fonctioiis  clliptiques"  gegeben  (Grelle  J.  II,  12^ — 146,  Ocuvr. 
I,  16^ — 186,  2.  ed.  I,  jo^  u./.J.  Das  Resultat,  zu  welchem  Abel  unter 
Nr.  20  seines  Aufsatzes  gelangt,  besteht  darin,  dass  sich  sn  u  ausdrücken 

2K  2iK' 

lässt  durch  snn?/,   sn        und  sn ;    die   Bestimmung   dieser   letzten 

71  n 

Ausdrücke   ist  aber   abhängig  von   einer  Gleichung  vom  Grade  w  +  1 

71 — 1 
und  w-fl  Gleichungen  vom  Grade  •     Die  n-\-\  Gleichungen   vom 

Grade  lassen  sich  algebraisch  lösen  mit  Hülfe  eines  Verfahrens, 

welches  dem  analog  ist,  dessen  sieh  Gauss  zur  Lösung  der  Gleichung 
a" — 1  =  0  bedient  hat.  Die  Gleichung  vom  Grade  w+1,  von  welcher 
schbesslich  das  Problem  der  Teilung  abhängt,  ist  aber  im  allgemeinen 
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uielit  alg:ebraiseb  lr»sl)ar,  ein  Umstnud,  welcher  sieb  wobl  voraus- 
sehen Hess.     Für  deu  besoudereu  Fall  dass  der  Modul  A-  bestimmt  ist 

durch  k  =  k'  =  —  hat  Abel  in  vS  VIII  seiner  „Rcchcrches"  (Cr eile 

1/2 

/.  ///.  i6o — 168,  Oaivr.  I,  221 — 22g,  2.  cd.  I,  361  sq.)  eine  Untersuchung 
durchgeführt,  von  welcher  Gauss  (man  vergleiche  Seite  G)  eine  kurze  An- 
deutung gegeben  hatte.    Abel  findet,  dass  für  den  gegebenen  Modul 

sn sieh   durch   Quadratwurzeln    ausdrücken  lässt,    wenn   n  eine 

11 

Potenz  von  2  oder  eine  Primzahl  von  der  Form  2/"  +  l  ist. 

Indem  er  dieses  Resultat  auf  die  Lemniskate  anwendet,  gelangt 
er  zu  folgendem  Satze:  ,Mau  kann,  allein  mit  Zirkel  und  Lineal,  den 
Umfang  der  Lemniskate  in  n  gleiche  Teile  teilen,  wenn  n  von  der  Form 
2"  oder  2"  +  l  oder  ein  Product  aus  mehreren  Zahlen  von  den  genannten 
Formen  ist." 

Bei  dieser  Gelegenheit  wendet  Abel  ein  neues  und  sehr  merk- 
würdiges Verfahren   zur   Multiplication    und   Division    der   elliptischen 

Functionen  an,   für  den  Fall,   dass  k  =  -j^-    Lässt  sieh   eine  Zahl  g, 

1/2 

wie  dieses  bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4Ä+1  der  Fall  ist,  als 
Summe  zweier  Quadrate  darstellen,  so  dass  r/  =  a--\-ß'^  =  {a-{-ßi)  {a — ßi\ 
so  lässt  sich  suffu  auf  folgende  Art  darstellen.  Man  bilde  zuerst 
Bn{a-{-ßi)rv  und  setze  darauf  w  =  {a — ßl)u.    Für  die  Teilung  bilde  mau 

sn(a-j-i3/)w.   nehme  dann  w  =  — --t^t'   wodurch    sich   eine   Gleichung 

a-\-ßi 

2mJt 

für  sn  — -tt;  ergiebt.    Lässt  sich  diese  Quantität  bestimmen,   so  erhält 
a-\-ßt 

man   unmittelbar   durch  Vertauschung    von   i  mit  — i    den   Wert   von 

sn v:  •     Die  Combination  beider  Werte  giebt : 

a — ßi 

(  ImK   ,    "ImK  \  ^maK 

\a-^ßi      a — ßi)  a^-\-ß^ 

2iöÄ' 
Um  den  Wert  von  sn  —.-tt»   zu  bestimmen,   nehme   mau  p  ^  2;««  — 
a'--\-ß'- 

{a--\-ß'^)t.  Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  m  und  /  immer  lösbar, 
wenn  a'^-\-ß'^  eine  Primzahl  ist,  da  dann  2a  und  a'^-\-ß'^  keine  gemein- 
schaftlichen Factoren  haben. 

Im  C/m^.  I  §  4  und  Chap.  IV  §  g  und  §  10  des  „Prects  d'unc 
theorie  des  fonctions  elliptiques"  hat  Abel  sowohl  die  Multiplication 
wie  die  Division  der  elliptischen  Functionen   in  etwas  anderer  Art  als 
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in  dein  vorhin  erwähnten  Aufsatze  heluuulelt  (Crellc  J.  IV,  2^6 — 260 
11.  337  f'  Oeuv.  L346 — 3^0  k.  3^6 — 402,  2.  /ö'.  /,  540 sq.  u.  ^gösq). 

Werden  in  der  Gleichung  ]ö)  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen 
von  %\iu  entwickelt,  so  hat  Jacobi  ein  Verfahren  ani:,eklindigt,  die 
Coefticieuten  dieser  Potenzen  als  Functionen  von  k  darzustellen.  (Crcllc 
J.  III,  403 — 40^.  Ges.  ]Vcrkc  I,  264 — 26^).  In  der  kurzen,  sehr  be- 
merkenswerten Abhandlung  „Suite  des  notices  sitr  les  foncHons  elh'p- 
h'ques"  (Grelle  J.  IJ\  /(S'j — /pj.  Ges.  Werke  I,  266 — 2"/^)  hat  Jacobi, 
angere^  durch  die  Tlntersuchung-eu  von  Abel,  die  Lösung  der  Probleme 

gegeben,  sn?<  durch  su  f    ^^  l\  und  sn(— ?  H  durch  sn/m  auszudrücken, 

wo  sn[-  1  /)  sich  auf  die  in  §  39  und  §  41  behandelten  Transforma- 
tionen bezieht.  Jacobi  scheint  seinen  Resultaten  mit  Recht  einen  hohen 
Wert  beigelegt  zu  haben,  wie  man  aus  den  Worten  von  Lejeune- 
Dirichlet  folgern  muss:  ,Als  Jacobi  das  Resultat  dieser  Arbeit  in 
einer  kurzen  Notiz  bekannt  machte,  hoffte  er  Abel  durch  die  Vervoll- 
kommnung des  Teilproblems  in  Verwunderung  zu  setzen;  aber  diese 
Hoffnung  blieb  unerfüllt.  —  Abel  war  eben  gestorben,  kaum  27  Jahre 
alt,  weniger  als  zwei  Jahre  nach  der  Bekanntmachung  seiner  ersten 
Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen." 

Auf  die  complexe  Multiplicatiou  der  elliptischen  Functionen 
wird  Abel  zuerst  geführt  in  den  „Recherches  siir  les  fo7ictwns  elh'p- 
tiqiies"  §  X (Oeuvres  2.  ed.  3//).  Er  führt  dort  den  Satz  an:  , Nimmt 
mau  in  der  Gleichung 

dy  dx 


l/(l-j/2)  {l+ntß)  l/(l— a:2)  {l+(ix'^) 

a  nicht  reell,  sondern  imaginär,  so  ist  diese  Gleichung  nur  dann 
algebraisch  lösbar,  wenn  a  von  der  Form  w  +  / — l.\/n  ist.  wo  m 
und  n  rationale  Zahlen  sind;  und  in  diesem  Falle  ist  der  Modul  ^ 
nicht  mehr  willkürlich,  sondern  genügt  einer  Gleichung,  die  eine  un- 
endliche Zahl  reeller  und  imaginärer  Wurzeln  hat."  Er  behandelt  dann 
die  beiden  Fälle,  wo  a  =  [/  —  3  und  a  =  / — 5  ist.  Ferner  bemerkt 
er  (l.  c.  f>.  426),  dass  diese  singulären  Moduln  durch  Quadratwurzel- 
auszichung  aus  dem  Gebiete  der  rationalen  Zahlen  abgeleitet  werden 
können. 

Die  von  Alicl  und  Jacobi  (Grelle  J.  III,  181  u.  ig^)  bemerkte 
complexe  Multiplicatiou  in  Verbindung  mit  der  Teilung  des  Um- 
fangs  der  Lemniscate  hal)en  zu  einer  Reihe  von  Untersuchungen  Ver- 
anlassung gegeben,  von  welchen  die  folgenden  angeführt  werden  mögen. 
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Liouville:  „Siir  la  division  du  pcrimctrc  de  la  Icniniscatc,  le 
divtsatr  ^tant  un  nombre  cnticr,  red  ou  complcxe  quelcoiiquc" .  (C.  R. 
1843  XVII,  635). 

C lausen:  „Die  Constmdion  des  Stcbenzehnecks  der  Lemniscate". 
(Astron.  Nachr.   1842  XIX,  243). 

An  die  Notiz  von  Claus en  sebliessen  sich,  ihrem  Inhalte  nach, 
folgende  Abhandlungen  au: 

Wiehert:  „Die  Fünf-  und  Siehzehntheüung  der  Lemniscate". 
Conitz  Gymn.  Pr.  1846. 

Hoffmann:  „MuÜiplications- Formeln  für  die  elliptischen  Func- 
tionen mit  coviplexen  Vielfachen  des  Arguments  und  dem  Modul 
i/i"  (Grelle  fXLVIII,  332-347)- 

Kiepert:  „Siebzehntheihmg  des  Lemniscatemimfangs  dtirch 
alleinige  Anwendung  von  Lineal  und  Cirkel"  (Grelle  f.  LXXV, 
255—263  u-  348)' 

Sehr  tiefe  zahlentheoretisehe  Betrachtungen  enthalten  die  Abhand- 
lungen von  Eisenstein:  „Beiträge  zur  Theorie  der  elliptiscJien 
Functio7ien  I.  Ableitung  des  biquadratischen  Fundanicntaltheorems 
aus  der  Theorie  der  Lemniscatenfunctionen,  hiebst  Bemerkungen  zu 
den  Multiplications-  und  Transformationsformcln"  (Grelle  f.  XXX, 
185 — 210)  und  „lieber  die  Irrcductibilität  und  einige  andere  Eigen- 
schaften der  Gleichung,  von  welcher  die  Theilung  der  ganze^i  Lemni- 
scate abhängte   (Grelle  f.  XXXIX,  160 — lyp,  224 — 2^4,  275 — 28'/). 

Eine  vollständige  Theorie  der  singulare n  Moduln,  die  mit  den 
quadratischen  Formen  von  negativer  Determinante  im  innigsten  Zu- 
sammenhange stehen,  gab  Krön  eck  er  in  mehreren  Arbeiten  über  die 
com])lexe  Multiplication  (Bcrl.  Monatshcr.  2g.  Oct.  18 ^j,  26.ßmii862, 
22.  f an.  1863,  I.  Dec.  i8yo,  ig.ßili  i8y^,  16.  April  iSyy,  2.  Febr.  1880, 
7.  Dec.  1882).  Eine  systematische  Behandlung  der  Theorie  der  complexeu 
Multiplication,  bei  der,  ebenso  wie  in  den  Abhandlungen  von  Eisen- 
stein und  Kronecker,  die  algebraisch-zahlentheoretische  Seite  in  den 
Vordergrund  tritt,  findet  man  ferner  in  den  Aufsätzen  von  H.  Weber: 
„Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen'^  Act.  Älath.  VI,  1885, 
32g — 416,  G.  Piek:  „Ueber  die  complexe  Multiplicatioji  der  elliptischen 
Functionen" ,  Glebsch  Ann.  XXV,  433 — 44^,  188^  u.  XXVI,  21g — 230, 
1886,  und  L.  Sylow:  „Sur  la  mtiltiplication  complexe  des  fonctions 
elliptiques" ,  Liouville  f.  (4)  III,  log — 2^4,  188'/.  Einige  Punkte  der 
Theorie  der  complexeu  Multiplication  sind  l)ehandelt  von  Jacobi 
(Ges.  Werke I,  4g i,  403,  234),  Königsberger  („Die  Transformation  etc. 
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/.  /jcS*  2iiid  Elliptische  Functionen  II),  6.  H.  Stuart,  ,,Coi}iflex  mul- 
tiplicatioii  of  ellipfic  fuiictions",  Quart.  J.  XX,  i8 — 57,  221 — 2^4,  1884, 
A.  G.  Green hi  11,  „Complex  imdtiplication  0/ elliptic  ßmctiofis" ,  Proc. 
of  Cambridge  V,  4 — 22,  1884. 

Die  älteste  Bemerkung  über  die  Teilung  der  Lemniscate  enthalten 
die  ,,Disqiiisitioucs  arithnieticac"  vom  Jahre  1801  (Gauss  Werke  I, 
412):  „Ceterum  prineipia  theoriae,  quam  exponere  aggredimur,  multo 
latius  patent,  quam  hie  extenduntur.  Namque  non  solum  ad  functiones 
circulareSf  sed  pari  sueeessu  ad  multas  alias  functiones  transcendentes 


applicari  possunt,   e.  g.  ad  eas,   quae   ab  integrali    /    .       —  pendent; 


praetereaque  etiam  ad  varia  eongruentiarum  genera:  sed  quoniam  de 
illis  funetionibus  transcendentibus  araplum  opus  peculiare  paramus,  de 
eongruentiis  autem  in  eontinuatione  disquisitiouum  arithmetiearum  eo- 
piose  traetabitur,  hoc  loeo  solas  functiones  circulares  considerare 
Visum  est." 

Der  dritte  Band  der  Werke  von  Gauss  enthält  nur  Bruchstücke 
(p.  4yo  u.  f.),  welche  zur  Erläuterung  des  vorstehenden  Satzes  dienen 
können.  Es  scheint,  dass  andere  Arbeiten  den  grossen  Mathematiker 
gehindert  haben,  das  „amplum  opus"  auszuführen.  Der  Herausgeber 
des  Nachlasses,  Schering,  hat  schon  den  relativ  geringen  Umfang 
der  Arbeiten  über  die  Teilung  des  Lemniscatenbogens  hervorgehoben 
(Gauss  ]V.  III,  496).  Ueber  die  hinterlassenen  Arbeiten  von  Gauss 
vergleiche  man  Schering:  „Ueber  den  III.  Band  von  Gauss  Werken" 
(Clebsch  Ann.  I,  ijg — ^40). 

Gauss  hat  in  seinen  Arbeiten  über  die  neuen  Transcendenten 
zahlreiche  sehr  interessante  Beziehungen  zwischen  Grössen  gegeben, 
die  nichts  anderes  sind  als  die  Ja cobi 'sehen  Functionen  ö-(0,<?),  ^2(0,?) 
und  ^3(0,^).  Desgleichen  finden  sich  Reihen  für  ö(0,^/),  ^?-.,(0,r/),  ^^3(0,^«) 
in  den  speciellen  Fällen  a  =  4  und  a  =  5.  Alle  diese  bei  Gauss 
meist  zusammenhanglos  und  ohne  Beweis  gegebenen  Beziehungen  sind 
im  Zusammenhange  entwickelt  und  für  den  Fall  a  =  1  erweitert  in 
der  Abhandlung  von  Göring:  ,,Untersuchungen  über  die  Teilwerte  der 
Jacobi' seilen  Thetafunctionen  und  die  im  Gauss' sehen  Nachlasse 
mitgeteilten  Beziehungen  derselben"  (Clebsch  Ann.  VII,  jii — 2^86). 

Algebraische  Untersuchungen  über  die  ^Iiiltiplieation  der  elli])tischen 
Functionen,  unter  Zuziehung  des  Algorithmus  der  Determinanten,  ent- 
halten folgende  Abhandlungen:  Brioschi:  „Sur  quelqztes fortnules pour 
la  viultiplication  des  fonctious  elliptiques"  (C.  R.  1864  BIX,  ggg — 1004). 
Kiepert:    „Wirkliclie  Ausführung   der  gan::zahlige)i   Multiplication 

Enneper,  eUipt.    Fanctioneu.     2.  Aufl.  25 
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der  elliptischen  Functionen"  (Grelle  J.  LXXVI,  21 — 33).  Kiepert: 
,,Auflösnng  der  Transfer tnatio7isglcichungcn  und  Division  der  ellip- 
tisc/ien  Functionen"  (ibid.  p.  34 — 44). 

Ausser  diesen  angeführten  besonderen  Abhandlungen,  von  denen 
eine  vollständige  Zusammenstellung  dem  Zwecke  dieser  kurzen  Notiz 
nicht  entsprechen  würde,  ist  das  Problem  der  Multiplication  in  Ver- 
bindung mit  der  Transformation  in  speciellen  Schriften  behandelt,  von 
denen  die  folgenden  hier  angemerkt  sein  mögen.  Betti:  „La  teorica 
delle  fnnzioni  cllitichc"  (Brioschi  Ann.  186 1,  IV,  2g/.).  Mansion: 
„Theorie  de  la  multiplication  et  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiqnes".  Gand  iSyo.  Königsberger:  „Die  Transformation,  die 
Älultiplication  und  die Älodulargleichungen  der  elliptische?i  Functionen". 
Leipzig  1868.  Königsberger:  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
elliptichen  Functionen" .    Zweiter  Teil.    Leipzig  18^4. 

Namentlich  das  erstgenannte,  ausgezeichnete  Werk  von  Königs- 
berger enthält  die  vollständigste  Zusammenstellung,  nebst  eigenen 
Untersuchungen,  der  auf  dem  Titel  bemerkten  Gegenstände  und  bildet 
in  Folge  davon  eine  sehr  hervorragende  Leistung  auf  dem  Gebiete  der 
elliptischen  Functionen. 

Es  liessen  sich  bei  dieser  Gelegenheit  noch  mehrere  geometrische 
Abhandlungen  anführen,  bei  welchen  Multiplicationen  und  Divisionen 
elliptischer  Integrale  und  elliptischer  Functionen  vorkommen.  Hierbei 
scheint  es  indessen  sich  mehr  um  eine  Anwendung  der  elliptischen 
Functionen  auf  gewisse  geometrische  Probleme  zu  handeln,  wie  um- 
gekehrt, um  Erläuterung  und  Lösung  verwickelter  analytischer  Probleme 
durch  geometrische  Betrachtungen. 


§  46.    Die  elliptischen  Fiiuctioiien,  deren  Modul  grösser  als  die  Einheit  ist. 
Anwendungen  derselben  auf  yerschiedene  Transformationsgleichnngen. 

Die  Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  des  primitiven  Mo- 
duls k  einer  elliptischen  Function  mit  dem  Modul  X  der  ti-ansformirten 
Function,  wenn  die  Resultate  von  §  39  und  §  41  zu  Grunde  liegen, 
veranlassten  Jacobi,  die  elliptischen  Functionen  zu  behandeln,  deren 
Modul  grösser  als  die  Einheit  ist.    Um  zu  zeigen,   dass   die  Modular- 


gleichung  zwischen  u  =  \J  k  und  v  =  \/ 1  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
leitet    Jacobi    in    .'^'  j/    der    ,, Ftcndamenta" 


für  w,  V  setzt  — 1   — 
u        V 

(Ges.  Werke  I,  i2ßj  einige  Gleichungen  her,  „quae  ad  alias  etiam  quae- 

stiones  usni   esse   possunt".    Diese  Gleichungen,  welche  wir  jetzt  her- 
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leiten  wollen,  sind  auch  von  Abel,  doch  in  etwas  anderer  Form  als 
bei  Jacobi,  aufgestellt  worden;  man  vergleiche  hierüber  die  schon 
früher  citirteu  Abhandlungen:  „Sur  Ic  nombrc  des  transformations 
diffcrcntcs  etc." ,  (Grelle  J.  III,;^g4,  Oeuvres  I,  ^og,  2.  öd.  1 457),  „Precis 
d'iine  thdoric  des  fojictions  elliptiqucs"  (Grelle  J.  IV,  312,  Oeiiv.  I,  jyi, 
2.  öd.  I,  369)- 

Geht  der  Modul  k  über  in  —  5  so  mögen  die  Integrale  K  und  Ä" 

A" 

übergehen  in  A',   und  h"\.     Es  ist  dann: 

''  div 


J.   \ 


1)  h\  —  .       , 


oder  w  =  hl  gesetzt : 


J^  \/{\-t'^){l-kU' 


Nimmt  man  in  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  §  8  (S.  45)  sin  «  =  1, 
so  erhält  man  unmittelbar: 

2)  ATi  =  k  (ä'+ y)  =  ^  (A— Ä"0. 

Der  Complementärmodul  von  —  ist : 

'"3X  =  1/— ^  _  JK.  • 

yt2~      k      ~   k  ' 
mit  Rücksicht  hierauf  folgt: 

dw 


K\  = 


,  _  r^  drv     ^_^=.t,r       _1 

und  die  Substitution  w  =  \/l — t"^  giebt: 

3)  K\  =  k  f  -—=rJL-^=  =  kK'. 

J       1/(1— /2)(l_^'2^2) 

Die  Gleichungen  2)  und  3)   enthalten   die  Beziehungen   zwischen  den 
vollständigen  Integralen,  deren  Moduln  reciproke  Werte  haben. 

Was  nun  die  unbestimmten  Integrale  betrifft,  so  folgt  für  y  =  A.r : 
dy  kdx 

und  da  für  .r  =  0  auch  ?/  =  0  ist,  durch  Integration: 

25* 
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r 


dy 


Wird: 


(1— /f2.r2) 


dx 


.r2)  (1— r-x-2) 


=  il 


gesetzt,  so  ist: 


/'  dy         _ 


A?/. 


4) 


Die  beiden  letzten  Gleicliungen  geben  x  =  sn(w,  k)  und  i/  = 
sn(/:M,— ).    Da  mm  y  =  kx,  so  ist  sn(ÄM,  -.  )  =  Asn  (//,  A).    Man  erhält 

ff  n 

SO  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

sn  i  ku,  -t]  =  k  sn  (m,  A),    cn  [  ku^  —  j  =  dn  (?/,  A), 

dn  (  Atm,  —  1  =  cn  {u,  k). 

Diese  Gleichungen  führen  durch  Combination  mit  den  Gleichungen 
des  §  8  zu  bemerkenswerten  Transformationsgieichuugen.  Es  finden 
nach  7)  §  8  (S.  46)  die  Gleichungen  statt: 

,8n(w,  A')     _/..,  ,.^ 1  A„  f..:  ,A        dn(M,  A:') 

cn  (?i,  A') 


5)    sn  (?«■,  A)  =  i  - 


cn  (?«■,  Ar) 


dn  (?«',  A) 


cn  (u,  k')  '  ^" '''"'  "''        cn  (m,  A:') 

Zur  Vereinfachung  soll  der  Modul  k  bei  den  elliptischen  Functionen 

nicht  mit  angemerkt  werden.    Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  5) 

A  und  A',  so  gehen  dieselben  über  in: 

r\  /   •  7^        -^"^^^  /   •  7^  1        1    /   •  7^        ^"" 

b)     sn (uu  k)  ^  i 1  cn (uu  A )  = ?   du {ul  A )  = 

CUM  ^    '     ^        cjj^^  cn^^ 

In  den  Gleichungen  4)  vertausche  man  A  und  k\  setze  ui  statt  u. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  folgt: 

dn?/ 

CUM 


7) 


,  ,.    .     1  \        .,,snM 

sn    A?«,  -—    ==  iA:  5    cn 

*  Ä7  cnw 


f  A'w/,  -^ 


dnfA'M«,  -rr)  = 

(^      \  k  J       cnw 

Führt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  links  die  Functionen 

ik  1 

mit  reellen  Argumenten  und  dem  Complementärmodul  —,  von  ^r    ßJn, 

80  lassen  sich  folgende  Gleichungen  herstellen: 
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8) 


sn  U' 


,      ik\      k' 


(lUM 


cnf^'w,  ^1  = 


dnw 


Die  GleicbuDgeu  4)  wende  man  auf  die  Gleichungen  6)  an,  indem 
in  den  Gleichungen  6)  ku  statt  ?<  und    ,    statt  Ä-  gesetzt  wird.    Es  geht 


dann  k'  über  in 


/A-' 


9) 


Auf  diese  Art  folgt: 


ik' 


sn    /«//,  — -    =  — , •>    cn    kiü^  —    = 


dn 


{kui,  y) 


ik' 


k 


1 
dn?« 


//f  sn  ?< 
dnw 
en  w 
dnw 

Die  Gleichungen  8)  und  9),  in  unwesentlieli  verschiedener  Dar- 
stellung, findet  man  in  ,§  ji  der  „Fundavicnta"  (Ges.  Werke  I,  126). 
Die  Gleichungen  4) — 9)  hat  H  e  r  m  i  t  e  auf  die  Substitutionsgleichungen 
von  Landen  und  Gauss  angewandt  und  ist  dabei  zu  einem  Systeme 
von  Formeln  gelangt,  welche  auf  die  Entwickelung  der  elliptischen 
Functionen  nach  Potenzen  des  Arguments  eine  interessante  Anwendung 
gestatten.  Ueber  die  nachfolgenden  von  Her  mite  aufgestellten  Gleich- 
ungen vergleiche  man:  Her  mite:  „Stir  la  theoric  des  fondions  ellip- 
ttgues"  (C.  R.  186 j,  L  VII,  613 — 618),  etwas  erweitert  reproducirt  unter 
dem  Titel:  „Rcmarque  sur  le  dcveloppcment  de  cosavix".  Liouinlle 
J.  (2)  IX,  28g — 2g^)  ;  Riehelot:  „Dte  Landcfi'sche  Transforviation" , 
p.  ^4  u.  ^j/  Königsberger:  „Die  Transforination  der  elliptischen 
Functionen".    Leipzig  1868,  Abschn.  VII,  ^8 — 6j. 

Die  nach  Landen  und  Gauss  benannten  Gleichungen   sind  nach 
§42  folgende: 


10) 


11) 


sn 


cn 


dn 


sn 


cn 


dn 


(1+A'')w, 
il+k')  u, 
{l+k')u, 

a  +  k)u, 
(1+/:)«, 


\—k'~ 

(l+Ä')snMCn^^ 

l+k'\ 

dn  w 

l-k'~ 

1— (l+A')sn2M 

'   1+^'J 

dnw 

1—k'' 

1— (1— A:')sn2M 

l+Ä'J 

dnz« 

21/ A'^ 

(14-A)8nw 

l+A-_ 

l  +  Arsn''^M' 

21/A" 

cn  u  dn  u 

H-A-_ 

~~  1  +  Asn2w' 

21/a~ 

1 — k^nrii 

1+A_ 

l  +  A8n2M 
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Die  Gleichungen  11)  folgen  dnreli  Anwendungen  der  Gleichungen 

0)  auf  die  Gleichungen  10).    Nimmt  man  in  den  Gleichungen  4)    ^  ,  , , 

statt  Ä-,  ferner  (l+Ä'')u  statt  u,  so  kann  man  auf  die  rechten  Seiten  die 
Gleichungen  10)  anwenden.  Die  sich  ergebenden  neuen  Gleichungen 
folgen  aber  auch  direct  aus  10)  durch  Vertauschung  von  k'  mit  — k', 
wodurch  A-  unverändert  bleibt.     Man  erhält  so: 


12) 


sn 


en 


dn 


il—k')u, 
(l-A-')M, 


1+r 

l—k' 
1+A-' 
1— A' 
1+A'- 


1-A' 


(1 — A^suMcnw 

dnu 
1— (1— AQsn^z^ 

dn« 
1— (1+A')sn2w 


dnu 


2\/k 


Vertauscht   man  in  den  Gleichungen  4)  A  mit  t^-t'  setzt  (1+A)i 

l~rA 

statt  w,  so  giebt  die  Anwendung  der  Gleichungen  11): 


13) 


sn 


H''  wl)  = 


2\/k 


csnu 


2\/k. 
cn(2Ml/Ä,  ^] 


21/ A/ 


l+Asn^M 
1 — Asn^w 
H-Asn2M 
cn  M  dn  M 


l+A8n2M 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  11)  A  mit  A'  und  u  mit  w/,  so 
geben  dieselben: 


14) 


sn[(l+A>/,|^, 

21/A'' 


cn 


dn 


(1+A')wi, 


1+A' 


(!+*')  «^.fig; 


i(l+A:')snMCnM 
1— (1+A')8n2z7' 

dnw 
1— (l+AOsn^w' 
1— (1— A')  sn-M 
1— (14-A')8n2M' 


1  .     if^ 

In  den  Gleichungen  10)  werde  u  mit  ku,  k  mit  —  i  also  A'  mit  -7^ 

vertauscht;  die  Anwendung  der  Gleichungen  4)  giebt  dann: 


15) 


sn 


cn 


dn 


(A+/A>, 
(A-}-/A')w, 
{k+iU)u. 


k — ik 


k-\-ik' 
k—ik 


A+/A 
k—ik 


k-\-ik 


(A+iA')snMdnM 

CUM 

1— A(A+iA>n22/ 

CUM 

1 — A(A — ik')m-u 

CUM 
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In   den  Gleichungen  11)  werde  Ic  u   statt  u  und 


ik 


~f    statt    k    ge- 


16) 


sn 


cn 


dn 


(A''  +  //t)w, 


setzt;  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)  folgt  dann: 

2l/^7c//~|  (//+?A)sn?aln?^ 

k'-Yik]  ~  l—klk~ik')snhi' 

2\/ikk''\  cnu 

k'  -\-  ik  J        1 — k  {k — ik')  sn'-?/ 
2\/Jkk'^  _  l—k{k+ik')m'^u 
~  l—k{k—ik')m'^u' 


{k'+ik)u,  ^,^.^ 

Die  Gleichungen  10)  endlich  geben  durch  Yertauschung  von  k  mit 
k'  und  u  mit  ui: 

\—k' 


17) 


sn 


cn 


dn 


(1+A')m-, 
(1+Ä')w?, 
{^+k)ui, 


1+k 
1—k 
1+k 
1—k' 
1+k 


i{l+k)8nu 
cnwdn?^ 

l+A^sn^M 
cn  u  dn  u 

1 — /tsn^M 

cnwdnw 


In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  Anwendungen  der 
Gleichungen  4)  und  6)  auf  die  sogenannten  Transformationen  zweiten 
Grades  enthalten.  Durch  leichte  Aenderungen  lassen  sich  ohne  Mühe 
weitere  Gleichungen  ableiten,  die  indessen  nicht  materiell  von  den 
gegebenen  Gleichungen  verschieden  sind.  An  Stelle  der  Gleichungen  15) 
findet  man  bei  Königsberger  ein  System,  welches  aus  15)  durch 
Vertauschung  von  i  mit  — i  folgt.  Setzt  man  in  den  Gleichungen  15) 
{k-\-ik')u  =  (k' — ik)iii,  wendet  dann  links  die  Gleichungen  6)  an,  so  er- 
hält man  ein  von  Königsberger  aufgestelltes  System,  welches  den 
Gleichungen  16)  entspricht. 

1  Ä" 

Geht  k  über  in  -77 '  so  geht  der  Ausdruck  -^  in  Folge  der  Gleich 
ungen  1),  2)  und  3)  über  in: 


a: 


Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

18) 

also: 
19) 


=  w 


q  =  6--^^ 


so   geht  rj  durch   Vertauschung  von  k    mit        über  in  c     ^~"" .      Es 
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lässt    sich  iimgekehii;  zeigen,    dass    durch   Vertausehiing  von   w   mit 
:  in  der  Gleichung  19)  A-  seinen  reciproken  Wert  annimmt.    Dieses 


1 — rri 


ist  nur  ein  speeieller  Fall  einer  allgemeinen  Transformation  der  Theta- 

Functiouen,  welche  in  einem  der  folgenden  §§  weiter  ausgeführt  werden 

soll,  und  wozu  der  specielle  Fall  als  ein  einfaches  Beispiel  dienen  möge. 

In  den  Gleichungen  18)  von  §  18  (S.  134)  setze  man  für  q  seinen 

Wert  aus  19).    Es  ist  logq.  logq'^jt-,  also  log  ^' = und: 


20)  q'  =  e    "'. 

Die  bemerkten  Gleichungen  nehmen  mittelst  der  Gleichungen  19)  und 
20)  folgende  FoiTaen  an: 


21) 


TttV. 


nrv 


\Jrv 


9-  (x,  e 


')  = 


x^ 
mv 


71  rv. 


\/w 

^    TtTV 


O-', 


d-2{x,  e         ) 


i/. 


TTWv 


H^^e—)  = 


-le 


X' 
TltV 


f. 


\/' 


^,   -'  e 


In  Folge  der  Methoden,  die  im  §  19  angewandt  wurden,  traten  wie 
in  den  Gleichungen  19)  und  20)  statt  q  und  q  Exponentialgrössen  auf, 
in  denen  der  Exponent  der  einzigen  Beschränkung  unterworfen  ist, 
dass  die  Theta-Reihen  convergent  sind.  Die  Gleichungen  19)  und  20)  gelten 
also  allgemein ;  es  kann  w  complex  sein,  nur  muss  dann  der  reelle  Theil 
eine  wesentlich  positive  Grösse  sein. 

Geht  w  über  in  n>±i,  so  ist: 


-71  (rv+i) 


-TliV 


e       ~         = — e 

Die  Function  {}-;>.{x)  geht  dann  über  in  ^(a;);  umgekehrt  geht  d-{x)  über 

in  ^3  (x) ;  die  beiden  Functionen  i9-,  (x)  und  d-^  {x)  kehren  in  sich  zurück, 

— -  7ii 

respective  multiplicirt  mit  e     * . 

In  der  ersten  Gleichung  21)   vertausche   man  w  und  x  respective 
w  ,       X 


mit 


1 — wi 


und 


-JVl 


dieselbe  wird  dann: 
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X 


22)       *»l  ,_„,'" 


TttV 

l—wi 


1 — wi 


7V 


ntv{\ — Tvi)  o    (XI      --■    w 
'  w 


Es  ist  aber  mit  Kücksieht  auf  die  dritte  Gleichung  21): 

n  71  x^ 


>V\  „  I XI  JV 

=  .1 1  —  1   e 


=  y w  e      ir-iix,  e        ). 


x^'t 


XI      "■ 

\w  /  \w 

Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch 

71W 

23)      ^3(7-''-'    e~'^ 

Aehuliche  Relationen  lassen  sich  aus  den  drei  andern  Gleichungen 
herleiten.     Man  findet  leicht: 


=  i/1 — wi  e      ^        'd-i{x^e        ). 


24) 


^•2 1  .1  e 

A — tvi 


d- 


d-s 


X 


1 — n>i 

X 

1 — wi 


1  c 


-.1  e 


TtTV 
\—TVi 


nrv 
1 — wi 


nw 
1 — wi 


=  M^^iix,  e        ), 


=  Md-  (x^  e        )  e    , 


=  Md-^{x,  e        )  e    . 


x^t 


nr       I  /Z ■•        n(l—wi) 

M=  yi — wi  e     ^        '. 
Bildet  man  die  Quotienten  der  Gleichungen  23)  und  24),   so   fällt  der 
Factor  .1/  weg   und  durch  Einführung  von  elliptischen  Functionen  er- 
hält man  wieder  die  Gleichungen  4).    In  den  Gleichungen  23)  und  24) 


1 — wi 


werde  .r  =  0  gesetzt.     Geht  w  über  in 

K' 
gehen  in  k^  /f/,  A'i.     Setzt  man  w  =  -,  so  folgt; 

K. 


SO  mögen  /r,  /:',  K  über- 


2Aj_ 

IC 


K—iK' 


K 


2kK 

31 


JC 


K—iK' 
K 


2K 

— » 

jC 


n\K, 


K—iK' 


jt  V        K 

Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 


nt 

2k' K  ^T 


-_  e 


üt 


A-i 


1      .,        k'e 
V   ^^  =  ~k 


ii<: 


=  ™,   K,=k{K-tK'\ 


übereinstimmend   mit  den   Resultaten   zu  Anfang  dieses  Paragraphen. 
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§  47.    Eni  Wickelung'  der  ellintischon  Functionen  in  Reihen,  die  nach 
Totenzen  des  Arguments  fortschreiten. 

Unter  dem  Titel:  „Stir  la  thcorie  des  fonctions  clliptiqucs"  (C. 
R.  iS6j,  L  VII,  6ij — 6iS,  ggj — looo,  Liouvülc  J.  (2)  IX,  14^ — 1^8) 
hat  Hermite  die  Transformationen  zweiter  Ordnung  in  einer  sehr  in- 
genieusen  Weise  zu  Entwiekehingen  angewandt,  deren  Deduetion,  wie 
die  meisten  Arheiten  dieses  eminenten  Geometers,  sieh  durch  grosse 
Eleganz  auszeichnet. 

In  Folge  der  zweiten  Gleichung  15)  von  §  46  ist: 


cn 


{k-Vik')u, 


k—ik'' 


l—k(k+ik')m'^u 


cn 


(k—ik')  M, 


l—k(k—ik')m'^u 


k-{-ik'  cnw 

Wird  i  mit  — /  vertauscht,  so  folgt 

k+ik'' 

k — ik'^  QTiu 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht 
k+ik'^ 


{k-\-ik')(in 


(k—ik')u, 


+  (k—ik')en 


(k-{-ik')u, 


k—ilf 
k+ik' 


=  2AcnM, 


k—ik' 
oder  Ä  =  cos  a  gesetst, : 

1)       e"'cn(we~"*,  (?^"*)  +  e~"*cn('/c"',  e~^"')  =  2  cosacn  O^^cos«). 
Wird  CUM  nach  der  Formel  von  Macl aurin  entwickelt,  so  findet  man: 

2) 


cnM  =  l-|^  +  (l+4^2)^ 


(1+44A:2-|-16ä'4)  -.  +  (1+408A:2  +  912ä:4+64ä6) 
0! 


•  (1  +  3688A'2  +  30768^4  +  15808A:6+ 256^«») 


10! 


wo   zur  Abkürzung  n\  statt  l.2,3...w  gesetzt  ist.    Von  w  =  l  an  hat 

die  Form 


der  Factor  von  ^ 


(2?i+2) 


r  =  0 
wo  ^0  =  1,  da  für  A-  =  0  sich  anu  auf  cosm  reducirt.    Die  Gleichung  1) 
giebt  durch  Vergleichung  der  Factoren  von  m-"+-: 

n  n 

3)  T^^r  cos(2w+l— 4r)a=  V  Ar  cos^'^+i  «. 

r  =  0  r  =  0 

Drückt  man  rechts  cos^''+^  «  durch  die  Cosinus  der  ungeraden  Mul 
tipla  von  a  aus,   so   erhält   man  aus  3)  durch  Gleichsetzung  der  Fac- 
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toren  von  cos(2»i+l)«  ein  System  linearer  nicicliungcn  zur  Restimmnng 
von  ./,,  A.I...A,,.    Die  Rcebnun^  vereint'aelit  .sieh  etwas,  wenn  Ar  =  2-''ar 
gesetzt  wird,  wo  Aq  =  aQ  =  l.     So  giebt  die  Gleichung  3)   flir  ;i  =  4: 
cos9«+2^«4Cos7rt4-2-ai  eos5ft+2^a3C08  3a4-2^«2COsa  = 
eos  «4-2-01  eos-'a-f-  2^0-2  cos^a  -|-  2^^;}  cos'«  +  2*04  cos'-*«. 
Hieraus  folgt: 

1  =  04,  2''a4  =  9a4+Ö3,  22«i  =  SGa^-^la-^-^-a^, 
2%  =  84a4-f  2103  + 502  + «1,  2^00  =  12604  +  3003  + 10a2  +  3ai  +  l, 
also: 

a^  =  1,  «3  =  247,  «2  =  1923,  a,  =  922. 
Mit  der  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen   nach   Potenzen 
des  Arguments   bat   sieb   zuerst   Gudermann   eingebend  beschäftigt. 
Nach  Aufstellung    der   in   2)   gegebenen  Reibe   wird   die   zweite   der 

Gleichungen  4)  von  §46,  nämlich  cn(A-M,  ~)  =  ([n(ii,  k),   zur   directen 


Herstellung  der  Reibe  für  dnu  benutzt, 
folgt  aus: 


Die   Entwickelung   von  amw 


amw 


/ 


dn  u  du. 


(Grelle  J.  XIX,  80  u.  f.).  Für  die  Entwickelung  von  sn?/ hat  Guder- 
mann (l.  c.  p.  yS)  die  ersten  Tenne  ausgefülirt.  In  Beziehung  auf  diese 
Function  hat  Hermite  auf  folgende  Gleichung  aufmerksam  gemacht. 
In  Folge  der  Transfonnation  von  Landen  (Gl.  20)  §  42,  S.  343)  ist: 


sn 


(1+^0  w, 

Man  vertausche  hierin  k  mit 


\—k' 

1— A- 


(l+Ä')sn?^cnM 
dn« 

21/Ä 


1+A- 


also  A'  mit  "'^~<  ferner  u  mit  (1 +A)  ui. 


Unter  Zuziehung  der  Gleichungen  17)  §  4(5  auf  Seite  391  folgt; 


4)    sn 
Nun  ist: 


(l+l//t)^ 


w<, 


1— j/A 

1+i/Ay  j 


=  K1+1//0- 


snw     l+Asn^M 
cnwdni^  1 — Asn^u 


1 — A:8n2  2M — cn2Mdn2M 
sn2u 


=  (1-A) 


■\t 


snw     l+Asn^M 
cnwdnw  1 — Asn^w 


Setzt  man  in  4)  -  statt  u.,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  auch  schreiben: 


sn 


(l+l/^)^ 


'li+i/Ayj 


1 — Asn^M — cnwdm« 


(1-l/A)^ 


sn2< 


Vertauscht  man  A  mit  — A,  so  leitet  man  aus  der  so  erhaltenen  Gleichung 


und  der  vorstehenden  die  folgende  ab: 
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{l—y-kysn 


"(l+l/— ^)2     .    fl—\/—kY 


.  fi-V-k\ 


-{i-\/ky 


sn 


.     2  Vi+i/a 


=  2/^sn?<. 


Die  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  Entwiekelung  von  snw  ist 
indessen  nicht  so  einfach  wie  die  Anwendung  der  Gleichung  1)  auf 
CUM.  Eine  Anwendung  wesentlich  verschiedener  Art  hat  Hermite  von 
den  Transformationen  zweiter  Ordnung  auf  die  Darstellung  der  Zähler 
und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  gemacht.  Das  Verfahren  be- 
steht einfach  darin,  Zähler  und  Nenner  mit  derselben  Theta-Function 
zu  multipliciren  und  die  Resultate  des  §  42  zur  Anwendung  zu  bringen. 
Setzt  man  in  die  Gleichungen  9)  und  10)  für  Q  seinen  Wert  (S.  342) 
ein,  so  folgt: 


5) 


^i(x)9-i(x)  =  ^,(2x,^2)  1  /2K  \/k' 


JC 


Die  Gleichungen  23),  24)  und  30)  des  §  42  geben 
{  d-  (x)  ^1  {x)  =  ^,  (X,  \/q)  [/^^ 

\  ^3  {xh%  (x)  =  ^2  C»,  VÖ)  \/  ^^^ 


6) 

Wegen  &--^(0) 


_  erhält  man  aus  den  Gleichungen  33)  des  §  42: 


7) 


Es  ist: 


d;{x)&,(x)=e    ^M^.e  V'?) 

ni  Tci 

d-{x)d-^i  (x)  =  e~^&i(x,e  2  \/qj 


J^/k/^ 


K\/'kk' 


Jt 


^i(x)  =  2^(— !)'"(? 


sin(2wi+l)vr. 


Man  trenne  rechts  die  geraden  und  ungeraden  Werte  von  w«,  setze  im 
ersten  Falle  »j  =  2n,  im  zweiten  w  =  — (2n+l).    Man  findet  so: 


^^       /<n+l  v2 


Vi 
2?Z-' 2  ?/''""+-"  sin  (4«+ 1)  X. 


Ebenso  folgt: 


§  47]  397 

{^.^(x)  =  2q^y]q^"^+^"  C08(4n  +  l).r. 

Im  Folgeuden  soll   das   summirende  f]lement  n  alle  ganzzabligen 
Werte  von  — cv  bis  +oc  annehmen.    Es  ist  nun: 

sn  2Aa:  ^  J^  Q;{x)  _     1^  Mx)^{x)  _  ^  ,^,  (x) ».,  (x) 
^         \Jk   ^(-'0        \Jk    Hx)M^)        sj'k   Hr)&i(x)  ' 

jc         V  k  d(x)        V  k  ^{x)&3ix)        V  ~k  &ix){^,(x)  ' 

Ar,  2Ä^-  _  i/^'  ^)  _  ^/y  »■Ax)&-2(x)  _  /-  &,  (x) »,  (x) 
"^^    ^    -^'^  &{x)~^''   d-{x)ß-,{cc)  ~^      Hx)&,&)' 

Mittelst  der  Gleichungen   5),  6)   und   7)  geben   die  vorstehenden 
Gleichungen  zu  folgenden  Entwickelungen  Veranlassung: 

7ti  in 

„.        2Ji'x_    e~  ^    &-i{x,e^\/q)  _  \/2  jL2(-l)V"'+"sin(4«+l)a: 
ö )   sn —     .  — „  / ii^ —  —  - — Q  •*  — ^=^4 • 

^         \/2\/~k   ^(2^-^'^')  \/J,         ^{-iyq^'^\oB4nx 

2Jix  _    1     ,  yk' .%ixAß)  _  ,/-  1  yrxl^^^"'^"cos(4n+l).r 


1/2    1/   A-^(2a',r/-)  l//:      V(_i)y„^  eos4na: 


10)  an  ^A^  ^  /^-  ,T1^,.  ^  /,T     2.-/""  -"  cos(4n+l)^ 
^  „  .      ?.  /-r  ^(— 1)V/"'  +»  COS  (4n  + 1)  a: 


ITC 


2Ä^r       1/2  e^     ^i(2.T,r/)         1/2     ;,     ^$'"'+'»sin(8«+2)rr 

11)  sn —  '- — ~ — -— — - —  —  \ Qvi     ■^ • 

m 

^  ^,  (a:,  1/  ^/)  ^^2"'  +"  sin  (4w+ 1)  x 

Nimmt  mau  in  8)  a-==^,    in    10)    x  =  0,    so    ergeben    sich    die 
Gleichungen : 
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14)  \/k  =  \/2q^^-~^ ,   \/k'  =  "^'       \; 

Diese  Gleichungen  für  \/U-  und  \/k',  sowie  eine  Anzahl  ähnlicher  Glei- 
chungen hat  zuerst  Jacohi  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  „lieber 
unendliche  Reihen,  deren  Exponenten  zugleich  in  zwei  verschiedenen 
q2iadratischen  Formen  enthalten  sind".  (Cr eile  J.  XXXVII,  y6 — yy, 

Mathcm.   Werke  II,  82—83,  Ges.   Werke  II,  217—288). 

4  _ 
Mittelst  der  Gleichung  für  \/k   lässt   sich   ziemlich  leicht  die  von 
Sohncke  (Grelle  J.  XVI,  113)  aufgestellte  Reihe  finden.    Setzt  man: 

multiplicirt  mit  dem  Nenner  des  links  stehenden  Bruches,  so  findet  man 

ohne  Mühe: 

«1  =  2,   «2  =  4,    «3  =  8,   «4  =  14,  «5  =  24,  «6  =  40,  «7  =  64,  ög  =  100, 

Ö9  =  154,  öio  =  232,  flu  =  344,  0,2  =  504,  0,3  •=  728  .. . 

4  

In  Folge  der  Gleichung  für  \/k  folgt  dann: 

\/k  =  \/2q^  [1— ^-^3+^6+^in_^i5_^2i . . .  ]  [i^aiQ'^-^a^q'-^a^q'^ . . .] 

Um  die  Entwickelung  bis  q-^  zu  führen,  hat  man  nur  nötig,  im  zweiten 

Factor  rechts  die  Reihe  bis  «13^-^  fortzusetzen. 

^  ,    .  ,    ,  j     T^      j_.  cnwdnM    snwdnM    shmcum         , 

EntWickelungen  der  Functionen  »  >  — 3 und 

°  snw  cnu  dnw 

snu,  cnu,  dnw,  1  ?  j —   nach   Potenzen   von    q    enthalten   die 

snu    cnu    anu 

Noten  von  J.  W.  G 1  a  i  s  h  e  r :  „A  chapter  in  elliptic ßmctions" ,  Quart. 

J.  XVII,  50 — 6^,   1880    und    „Note   on   a  method  0/  ohtaining  the 

q-formula  for  the  sine  amplitude  in  elliptic  functions" ,    Proc.  Lond. 

Math.  Soc.  XI,  45 — 4y,  1880. 

Nimmt  man  in  11)  x  =     ?  in  13)  x  =  0,  so  findet  man: 


15) 


'/-  /-    -.      "S(4n+l)$S"'-H« 


^(— l)"(4w  +  l)g''""'+" 


2(— l)"(4nH-l)^2„2+„ 


Von  den  Gleichungen  9) — 13)  hat  Hermite  noch  folgende  inte- 
ressante Anwendung  gemacht.    Es  sei: 
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16) 


X  (m,  Ä')  =  \/l-{-8nu  l/l+Äsn«, 
Xi(u,k)=  l/l+SüMl/l— AsnM. 
Nach  (leu  Transformationsgleicliungen  von  Landen  (S.  343)  ist: 


sn 


(1+A')M, 


1— A' 
1+A' 


(1+A')sm<cn2< 


dnw 


1— /c' 


Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  IG)  k  mit  — --—und  n  mit  (H-A')"> 
so  findet  mau: 


17) 


(1+A>, 
(1+A-')m, 


1+A' 
1— A' 
l+A'" 


GÜU 


=  snu-i- , —  =  8n?<+sn(Ä''— ?/), 
dn?^  ^' 

=  cnw  +  -, —  =  enM+cn(A— w). 
dnw 


Die  Gleichungen  9)  und  10)  geben  durch  Division: 
2ÄX 


18) 


cn iTt  ~ö  /-T 

2Kx       ./-.*/-  i^(2.r,^2) 


dn 


:7r 


1/2  i/ä 


Ebenso  erhält  man  aus  8)  und  13): 

2Fx 


A'sn 


19) 


Es  ist  ferner: 


Jt  1    \'/k'd-i{x,\/g) 


20) 


dn^        1/2  l^  A  ^(2x,^2) 

:7r 


,jr 


^i (x, P) + ^2 (^, P)  =  ^2  — '^'  Z')  +  '^•i (^' P) 


,:;r 


cos(2?i+l)(^— x)+cos(2«+l).r] 

^-(        2W-1-1        (?^^)'  jr 

=  2  >^C08^^jr  /  2   >»  cos(2n+l)0t— 7) 

^^  «(n+l)    f^n+lY 

=  1/2^  (—1)'  2    p^  2    ^  cos(2«  +  l)(a:— ^), 


da: 


cos(2n+l) 


.    I 


1/2 
(— 1)"+' 

1/2 


5    w  =  2;», 


5  w  ==2wj+l, 


n(n+l) 
(-1)      ' 


1/2 


Mit  Rücksicht  darauf,  dass: 
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Ttii  2w  + 1 Y  n(n+ 1 )  tti 


giebt  die  Gleichung  20),  p  =  e'^\/q  gesetzt : 

711  TCi 

21)  *,(a',  e^\/q)+&.i{x,e^\/~q) 


Für  />  =  \/q  erhält  man  aus  17): 

=  l/2^(— l)~^(l/7)^^cos(2n  +  l)(a;— ^)=l/2^     ^^2G^•— f'  ^'^\/'q). 

2ÄV 
In  den  Gleichungen  17)  nehme  mau  ?<  =  — ~.    Mit  Rücksieht  auf 

die  Gleichungen  8),  9),  18),  19),  21)  uud  22)  folgt: 

Tii  ni  Tci 


I 


23) 


(i+A)-— -'       ,   ,, 
Jt         l-j-n 


^^+^^^^'  1+A^ 


\/2    V  k  d'(2x,q^) 


_ni  ^  .  ^^.^{x—-i  e^ 


=  e 


\/q) 


k         ^(2a:,(?2) 

Geht  q  über  in  \/q,  so  gehen  nach  den  Gleichungen  29)  und  31)  von 

21/  A" 
§  42  k  und  K  respeetive  über  in  --—-,  und  (H-A-)Ä'.    Es  geht  also  k' 


1+k 


1—k 


über  in  ~—    uud  (1  +  A')ä'  über  in  2/r.    Lässt  man  in  den  Gleichungen 
1+A* 

23)  q  und  x  respective  übergehen  in  [/q  und  -,  so  folgt: 
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1+k 


2q^< 


Vn    +  - 
,    .</       '-cos(4n4-l) 


2x — Jt 


2 1/  /f  5j  (—  1)"  ?  "^  cos  2 wo: 


<-^^  ^-m 


m 

.  „   f2x — X      ^ 
_mß-^[ ,  e  ^  q'' 

e    8  — 


»ix,q) 


»(n+l)    „2  ,    « 


2x — Jt 


y-— ^  ]^(-l)    '    q"  '  2cos(4n+l)-^- 

=  1   / —  2^TS  — 

Die  Gleichimgen  27)  und  28)  von  §  24  (S.  173)  g-eben  auch: 


2/1^- 

ji 


2Kx  ,       2K(üt 
sn        +sn—      — .T 


00         —^ — 


,:7r 


1/2^ 


2m+ 


2r— 1 

2  2r 1 

sin — - —  üi  cos  (2r — 1)  ( . — a;) 


,;7r 


l_^4m+ieos(4m+l)(j-:»:) 


,jr 


00  2m-l+^ 

+  ^-^(-1)'"-^  f— ,^-1  cos(4m-l)r^-a:). 


Nimmt  man  in  der  ersten  Summe  m  =  w,  in  der  zweiten  m  =  — ?/, 
so  ist  auch : 


2kK(      2Kx 

ji  \ 
Ebenso  folgt: 


2n+ 


so  ^-f^+»^(^-.)  =  41/2  V(-l)-  ^^^ eos(4«+l)(2-.). 


»»+1- 


,jr 


2kK(      2Kx  ^      2K.n       \       .,/7:V^/     .x„    7      "  /^     .  ^x /•'^       n 

' ^  r   ^-  +''■'^(2  -'V  =  *l/^ ^<-«  r+7*^T  eos(4«+l)  (^  -.r). 

Lässt  man  in  diesen  Gleichungen  q  in  \J q  und  x  in  .    übergehen,   so 

dt 

erhält  man  für  die  Functionen  1  und  -ii  die  folgenden  Reihen: 

l\         ,  /:=  ^^-j^2J<—^y ^ i  cos(4n+l       — 

^'  '  ^'  H  -^-  \2d  — 1    — ' — i  eo8(4n+l  r  — 

\  ^         /         Ji:\/k  ^  l  +  (/^"+.  V2       4 


Euiieper,  ellipt.  Fuuctiuneu.     2.  Auä. 


20 
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Später  (1875)  hat  Hermite  einen  andern  Weg-  eingeschlagen, 
um  die  ganzen  rationalen  Functionen  von  k-  zu  bilden,  die  in  den 
Entwickelnngen  der  elliptischen  Functionen  sni<,  cnw,  dni<  nach  Po- 
tenzen von  u  auftreten.  Seine  Resultate  sind  veröifentlicht  in  Crclle 
/.  LXXXI,  220—22S:  „Ex trau  d'tine  lettre  de  M.  Ch.  Hcr^nite  ä 
M.  L.  Köiiigsbcrgcr  yiir  le  de'veloppcme7it  des  fonctions  elliptiques 
s^iivant  les  puissanccs  croissantcs  de  la  variable".  Es  wird  sn?/  von 
der  Form: 

25)     snn  =  2^{-xr ^^^^^^r^yj ^r'"+\ 

WO  die  drei  ersten  Polynome  />,  als  Functionen  von  m,  folgende  Werte 
haben : 

42/>,  „,  =  S^^+i— 8m— 3, 

44/)2_  ,„  =  52m+l_(8;;i_4)32m+l_^32/;,2_32,;f_17, 
46/>.   ^  =  72".  +  l_(8;;2_12)52'»+l 

+  (32m-— 88w  +  30)3-'"+i— K256m2_i056m2_^752/«+471). 
Hiernach  ergiebt  sieh  folgende  Entwiekelung  von  su;<: 

l  +  A-2    ,,l  +  14r-+A'4           i_^i35A-2-|-i35A-4  +  A-6    ,, 
sn?<  =  1 ol~"  "I n ^"^ 'ft ?<'  +  ... 

Analog  wird 

2b)  cnw-^^(     1)  ^2m)!  ""    ' 

wo 

42£)i,^  =  32'"— 8?w— 1, 

44^2,™  =  5^'"— (8w— 8)32"'+32?w2— 48m— 9, 

46^3  ^  =  72m_(8;w— 16)5^'" 

+(32m2— 120m+82)3-'"— K2o6m3— 288m24-320m+297). 

Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  erhält  man  für  cn?<  die  obige  Entwieke- 
lung in  Gl.  2).    Endlich  ist: 

27)      dn.^  |:(-irA^+^^.^^--+^.^^-^+  •••  +^-\.. 


(2m)! 


wo 


i?i. ,«  =  22"'-'^[2-"'— 8wi  +  4], 

Ä2,  m  =  22"'-i<'[3-'"— (8m— 12)22'"  +  32m2— 88m-}-31], 
Ä3_  „.  =  25'»-i*[42'n— (8m— 20)3''" 
+  (32m2— I52m  + 148)2-'"— K256m^—1728m2  +  3080m— 900)]. 
Hiernach  findet  man  die  Entwiekelung: 
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du «=  1-5:; «'-+*'<*+*''  „._'^Hl6+44*y^)^ 
2 1  4 !  6 ! 

Die  Polynome  Q  und  R  sind  miteinander   verl)unden   durch  die  Glei- 
elinngen : 

-ßo,  m  =  Om—\,  m,    R\,  m  =  Qm—I,  m?    CtC. 

Wenn  /c  reell  und  kleiner  als  1  ist,  so  nähern  sieh  die  Entwieke- 
lungen  von  sni/,  en?<,  dnw  in  ihren  letzten  Gliedern  mehr  und  mehr 
folgenden  Reihen : 

(— 1)'" 2m2"»-H     _  «2^  1   !^  _ 

sind  also  convergent,  wenn  der  absolute  Wert  [2/]<Ä"  ist. 

llermite  betrachtet  in  dem  oben  angeführten  Briefe  überdies  die 
ganzen  rationalen  Functionen  ©,„  und  %„.  von  A-^,  die  in  den  Ent- 
wickeluno-en  von 


und 


1^1         y©mM^'"-^ 

sn2<       M     ;^i(2w — 1)! 


vorkommen;  diese  convergiren,  wenn  \u\  kleiner  als  die  kleinere  der 
Grössen  1K  und  2Ä"  ist.  Die  ersten  und  einfachsten  Eigenschaften 
dieser  Polynome  ©,„  und  %rn  ergeben  sich  aus  den  beiden  Gleichungen 

4)  und  G)  in  §  46  (S.  388): 

sn (A-w,  y )  =  A sn (w,  A),     ^..    .,.  -\ — —  =  1. 

Aus  den  folgenden  Formeln: 

\-\-k  1         .  k 


/l+Ar.      \—k\        miiu,k')  ,.   ,   ik\ 

sn(— -m,   ^^j  8n(mAr,— ) 

l-\-k'  1         ,  ik 


/1+A'       1— A'\         sn(w,^)    '       ,.   ,  ik\ 


k+ik'  1 


+ 


/k+tk      k—ik\        sn(M,  A)      8u(iu,k^ 
V     2  A:+2A7 


26* 
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welche  sieb  ebenfalls  aus  den  Formeln  des  vorigen  §  ergeben,  in  Ver- 
bindung mit  der  Gleiebiing 

1     _(l  +  cn^)(l+dnM) 

„M  sn^M 

sn2- 
2 

leitet  Hermite  eine  Reibe  merkwürdiger  algebraischer  Relationen  für 

die  genannten  Polynome  her. 

Das  Problem  der  Entwickelung   der   elliptischen  Functionen  nach 

Potenzen  des  Arguments  ist   ebenfalls  behandelt  worden  von  Desire 

Andre.     Seine  umfangreiche  Abhandlung:  „Dcveloppemenis  en  series 

des  fcnictions  clliptiqucs  et  de  leiirs  piiissances" ,  Ann.  de  l'Ec.  Norm. 

(2)   VI,  18//,  26^ — 328,  deren  Resultate  auch  in  den  C.  R.  LXXXIII, 

ijß — ij6,  18/6  veröffentlicht  wurden,   zerfällt  in  drei  Teile.    In  dem 

ersten  werden  die  Ableitungen  gerader  Ordnung  der  x^^"^  Potenzen  der 

elliptischen  Functionen   X{x),  fi{x),  v{x)  (siehe  Seite  172)   untersucht. 

Diese  Ableitungen  sind  ganze  Polynome  von  ves\}.  X{x),  (i{x),  v{x);  und 

ihr  Studium  wird   zurückgetührt  auf  das  der  geraden  Ableitungen  der 

jr*^°  Potenz  einer  einzigen  Function  g:{x),  die  der  Differentialgleichung 


/rf|^)\2  ^  5j_^5g^2(^)_^_g^4(^,) 


genügt.  Die  eigenthümliche .  mehr  combinatorische  als  algebraische 
Methode,  durch  welche  diese  Ableitungen  von  Andre  gebildet  werden, 
lässt  sich  in  Kürze  nicht  wiedergeben.  Im  zweiten  Teile  der  oben  ge- 
nannten Abhandlung  werden  die  Functionen  /^(.r),  fi^{x),  v^{x)  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  wobei  die  Coefficienten  noch 
nicht  nach  Potenzen  von  k-  geordnet,  sondern  nach  der  combinatori- 
schen  Methode  des  ersten  Teiles  aus  den  Ableitungen  der  genannten 
Potenzen  hergeleitet  werden.  Erst  im  dritten  Teil  werden  die  Coeffi- 
cienten nach  Potenzen  von  k-  geordnet.  Die  so  gewonnenen  allgemeinen 
Formen  der  Entwickelung  werden  dann  eingehender  untersucht  in  den 
beiden  folgenden  Abhandlungen  von  Desire  Andre:  ,,Sur  le  develop- 
penient  de  la  fondion  elliptique  X{x)  suivant  les  puissances  croissantes 
du  module",  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (2)  VIII,  i8yg,  /j/ — 168,  und 
„Developpemcnts,  par  rapport  au  module ,  des  fonctions  ellipHques 
X{x\  fi{x)  et  de  leurs  puissances"  (2)  IX,  1880,  106 — Ji8. 

Ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen  Problems  der  Entwickelung 
der  elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  des  Arguments  ist  schon 
früher  gelöst  worden  von  F.  Didon,  der  die  ungerade  Function  m,  die 
der  Differentialgleichung 


-=^/h:,;^.+^   (:I°) 
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genüg-t,  nacli  Potenzen  von  x  entwickelt ,  den  Coeffieienten  von    "        , ,    in 

(2n+l)! 

der  Form  a"+Xi  a"-~*-f^2  a^-^b'-^-X^^  a^-'b^i-...  darstellt  und  die  2 
als  Functionen  von  n  angibt.  Den  Beweis  dieser  Formeln,  der  von 
F.  Didon  als  „Question"  in  Nmiv.  Ann.  (2)  XI,  14 j,  i8y2  vorgelegt 
war,  gab  C.  Moreau:  „Solution  d'une  question",  Nouv.  Ann.  (2) 
XV,  jo — jb,  i8y6.  Seine  rein  algebraische  Methode  würde  zur  Be- 
stimmung der  allgemeinen  Form  der  Coeffieienten  sehr  verwickelte 
Rechnungen  erfordern. 

Eine  grosse  Bedeutung  hat  das  Problem  der  Entwickelung  der 
elliptischen  Functionen  in  Reihen  für  gewisse  Aufgaben  der  Astronomie, 
besonders  für  die  Störungstheorie.  Die  einschlägigen  Abhandlungen 
von  H.  Gylden,  welche  sich  durch  eine  Fülle  der  schönsten  Methoden 
auszeichnen,  sind  folgende:  „Ucbcr  eine  Methode,  die  Stönmgen  eines 
Kometen  vermittelst  rasch  conv er gir ender  Ausdrücke  darzustellen" , 
St.  Peter sb.  Bull.  XIV,  186 g,  ig^ — 2j/.  „Studien  auf  dem  Gebiete 
der  Störungstheorie.  I.  Entwickelung  einziger  Verbindungen  ellipti- 
scher Functionen",  Mein,  de  St.  Peter  sb.  XVI,  i8yi,  i — /j/.  „lieber 
die  Summirung  periodischer  Functioiien.  Integration  gewisser,  bei 
der  Störungstheorie  vorkommender  Differentialaiisdrücke" ,  Stockh. 
Abh.  i8y2  u.  18^4.  „Om  införandet  af  elliptiska  fiinktioner  i  ett 
astronomiskt  prob  lern",  Förh.  Stockh.  i8y^.  „En  ny  lösning  tili  det 
Keplerska  problemet" ,  Förh.  Stockh.  i8y^.  ,,Sur  une  methode  de 
calcul  des  perturbations  absolues  des  cometes",  C.  R.  LXXX,  808 — 811, 
goy—gog,  \8j^.  „Sur  le  developpement  de  la  fonction perturbatrice 
suivant  les  multiples  d'un  integrale  elliptique" ,  C.  R.  LXXX,  lojo — lojß, 
i8y^.  „  Om  inßytandat  af  ojemuketer  med  läng  period  pä  tittrycken 
för  periodiska  kometers  absoluta  störinger".  Öfv.  Stockh.  i8y6.  „  Trans- 
formation af  ett  tcttryck,  innehallande  elliptiska  transceiidenter,  jemte 
tillämpning  denf  pä  utrecklingen  af  den  s.  k.  störingsfunctionen", 
Öfv.  Stochh.  i8y6.  „Extrait  d'ime  lettre  ä  M.  Hermite,  relative  ä 
l'application  des  fonctions  elliptiques  ä  la  theorie  des  pertitrbatiojis" , 
Liotcville  f.  (3)  II,  411 — 41g.  „lieber  die  Bahn  eines  viateriellen 
Punktes,  der  sich  unter  dem  Einßicssc  einer  Centralkraft  von  der 
Form  (lir-'-^-fior  beivegt" ,  Öfv.  Stockh.  XVII,  i—6y,  187g.  „Sur 
l'orbite  que  parcourt  un  point  matdriel  attirc  par  tm  sphcroide",  C. 
R.  XCI,  (?57 — g^8,  1880.  „Nägra  nya  utvecklingar  af  de  elliptiska 
funktionerna" ,   Öfv.  Stockh.  igy — 203,  1886. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Herstellung  der  Coeffieienten 
in  den  Entwickelungen  der  elliptischen  Functionen  sn?^,  cn^/,  dnw  mit 
Schwierigkeiten  verbunden  ist.     Indirekt  lassen  sich  dieselben  gewinnen 
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ans  den  Entwiekelnngen  anderer  Transcendenten,  die  mit  den  Theta- 
fnuetioueu  in  engem  Zusammenbange  stehen  und  zuerst  von  Weier- 
strass  in  seiner  „Theorie  der  AbeV sehen  Fimdioncn" ,  Grelle  J.  LII, 
28^ — 380,  18^6  untersucht  worden  sind.  Diese  Weierstrass'schen 
Functionen,  die,  weil  sie  Abel'sche  Functionen  sind,  mit  AliiL)  be- 
zeichnet werden,  lassen  sich  mit  Hülfe  der  in  §  28  (S.  219)  eingeführ- 
ten Function  Z(w)  folgendermassen  definiren.    Es  ist 

—J*Z{u)du 
28)  Al{u\  =  e    0 


oder 


29)  Al{u\  =  e    ^^ 

und  entsprechend: 


Eh-'         ,9-  f  — 
"         '  2A' 


^(0) 


1      -W«' 


<:.) 


30)  Al(ü)i  =  -7=^e  . . 

\/k  HO) 

_m  ,    »1"- 

82)  Am,  =  \/!^e-»'^"   --^ 

Diese  Functionen  haben  die  Eigenschaft,  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutig und  endlich  zu  sein  und  sich  in  Keihen  entwickeln  zu  lassen, 
deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  ä^  gj^d.  Die  el- 
liptischen Functionen,  denen  übrigens  in  der  genannten  Abhandlung 
von  Weierstrass  das  2''^  Kapitel  (p.  331 — j6'oj  gewidmet  ist,  sind  mit 
den  Weierstrass'schen  Functionen  durch  die  Gleichungen 

33)  snM  =  --f^,  cnw  =  — )-f,  dmi=^-—j-f 

Al{n\  Al{u\  AI(u)q 

verbunden.  Die  Keihenentwiekelungen  der  Weierstrass'schen  Func- 
tionen und  die  aus  ihnen  folgenden  Entwickelungen  der  elliptischen 
Functionen  finden  sich  auch  in  den  Werken  von  Königsberg  er: 
„  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen" ,  II, 
yi — 82,  von  Schlö milch:  „Compendiicm  der  höheren  Analysis",  II, 
2.  Aufl.,  404 — 40^,  und  von  Briot  und  Bouquet:  „Theorie  des 
fonctions  elliptiques'"' ,  2.  ed.  46^ — 4^4. 
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Zwölfter  Abschnitt. 


§  48.    Die  allgemeine  Transformation  der  Theta- Functionen. 

Die  Gleichungen 21)  des  §4G(S.392)  gestatten  die  allgenaeinste  Trans- 
formation der  Theta-Fimetionen  auszuführen,  und  zwar  auf  eine  Weise, 
welche  bei  vielen  mathematischen  Betrachtungen  den  Vorzug  der  Ein- 
fachheit und  Natürlichkeit  darbietet,  indem  man  vom  Besonderen  zum 
Allgemeinen  fortschreitet.  Hierbei  ist  in  Beziehung  auf  die  Bezeichnung 
der  Theta -Functionen  eine  Bemerkung  zu  machen,  mit  Rücksieht  auf 
eine  steigende  Complication  der  Formeln,  welche  in  den  nachfolgenden 
Untersuchungen  zu  vermeiden  ist.  Die  von  Jacobi  eingeführte 
Quantität  q  ist  schon  in  den  angeführten  Gleichungen  durch  eine  Ex- 
ponentialgrösse  auf  folgende  Art  ersetzt  worden:  q  =  e~'^''^ .  Nimmt  der 
Exponent  w  eine  allgemeinere  Form  an,  so  ist  das  zweite  Argument 
der  Theta-Functionen  unter  dem  Fuuctionszeichen  sehr  beschwerlich 
anzumerken.  Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehen,  sollen  die  Theta- 
Functionen  von  Jacobi  in  der  Art  ihrer  Schreibweise  eine  sehr 
unbedeutende  Modifieation  erleiden,  welche  gestattet,  die  Beziehung 
Jacobi's  unmittelbar  herstellen  zu  können.  Diese  Modifieation  bezieht 
sich  nur  auf  die  Position  des  Index,  sie  wird  durch  folgende  Gleichung 
definirt : 

1)  *^(a;,  e-^«')  =  ^(:r,«;)^, 

wo  ^i  die  Werte  0,  1,  2  und  3  annimmt.  Für  den  Fall,  dass  fi  =^  0, 
lässt  Jacobi  den  Index  einfach  weg,  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 1)  mu«s  derselbe  indessen  angemerkt  werden,  um  eine  Ver- 
wechslung zu  vermeiden. 

Durch  die  Verschiebung  des  Iudex  lässt  sich  das  zweite  Argument 
der  Theta-Functionen  einfacher  darstellen;  es  wird  dabei  ein  leider 
häufig  vorkommendes  Verfahren  urugangen,  welches  nicht  genug  ge- 
tadelt werden  kann,  mathematische  Disciplinen  durch  uunöthige  und 
oft  geschmacklose  neue  Bezeichnungen  zu  verunstalten.  Die  andere 
Stellung  des  Index,  welche  übrigens  nur  bei  den  folgenden  Unter- 
suchungen zur  Anwendung  kommt,  findet  sich  schon  an  anderen  Orten 
angewandt,  z.  B.  bei  Königsberger:  „Die  Transformation  etc.  der 
elliptischen  Functionen." 

Nimmt  s  alle  ganzzahligen  Werte  von  —  "^  bis  +  ^  an,  so  setze  man : 
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2) 


Bedeutet  y  eine  ganze  Zalil,  so  geben  diese  Gleichungen  unmittelbar: 

d-{x,  /v-{-2gi),i  =  d-(x,  w\,   &(x,  7v-{-gi)^  =  ß-(x,  tv\. 


3) 


d-{x,  w-^2(ji)2 


gm 
■    2 

2 


d-{x,TV).i, 


4) 


^  (rc,  w  +  2gi\  =  e         d-  {x,  rv) , , 

d-{x,  TV+i\  =  d-(x,  w)o,   d-{x,  w;+Oo  =  ^C^,  «')3, 

4"  "~  4 

(  &-(x,w-^i).2  =  e       ß-{x,?v)2,   d-{x,?v+i)y  =  e        ^(x,  ;y),. 

Die  Gleieliuugen  21)  von  §  46  lassen   sieh  mm  einfacher  auf  fol- 
gende Art  schreiben: 


5) 


^(.T,  W)3  = 


&{x,  fv)o 


^(X,  W)2  = 


/ 


^ 


xi    1 


W     W/3 


l/w 

TttV 


/"^ 


TtW 


xi    1 


Es  ist  nur  nöthig,  eine  der  vier  Theta-Functionen  zu  transformiren, 
da  sich  die  übrigen  durch  einfache  Aenderungen  des  Arguments  x  her- 
leiten lassen. 

In  Folge  der  Gleichungen  2)  gentigt  jede  der  Theta-Functionen 
der  partiellen  Differentialgleichung: 


6) 


dd-{x,?v)ii 


7C 


d'^d-{x,w)ij. 


dm  "        dx"^ 

welche  mit  der  in  §  17  (S.  127)  erwähnten  identisch  ist. 
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In  Folj::c  der  GleiehuDgen  H)  bleibt  die  linivc  Seite  der  ersten 
Gleichung  5)  ungeäudert,  wenn /<;  durch  tv-\-2f/i  ersetzt  wird,  wo  ^  eine 
ganze,  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet.    Es  ist  also: 

7)  d-(x,  Wh  =  %=■=  d-  (  ^_?_ ,  __!_  ]  ; 

yw-Sr'igi     \rv+2(/i    TV-\-2(/iJi 
Setzt  man  x^,  rvi  und  f/i  statt  a:,  w  und  (/,  so  folgt: 

— a;: 


8) 
Es  sei  nun: 

9) 

also  auch: 

10) 


gn{7Vi+2gii) 


Xil 


\Jm^-\-2(j^i      VV^-^2cj^i    w^^^y^iji 


xi      1 

?v-{-2gi       "  ^'    tv-\-2gi 


Xil 


X2, 


«^1  +  2^1«      '    '  Wi-\-^ffii 


Xy 


=  W-2, 

Xi 
Xxl 


TV + 2gi       xi    tvi  +  2gi  i 
Die  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 

-     —X'^tVi 

Xi 

xi 


11) 


d-(x,  w\  = 


e     ^    ^{Xi,wi)3, 


d-(Xi,  Wi)3  = 


X-2 
X^l 


—X^rV2 

?    ^    ^(0:2,^2)3. 


Es  ist  leicht  ersichtlich,   auf  welche  Art  sich  diese  Gleichungen 
weiterführen  lassen.   Man  führe  zu  diesem  Zwecke  folgende  Grössen  ein : 


12)      X, 

13)         Wy    = 


rv-^2gi'  ^  '       Wi  +  2^ii' 


TVm-i-^2gm-ii 
1 


fv+2gi       '      fVi-^2gii  w,n-i-\-2gm-\i 

In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  11)  lassen  sich  nun  ?n  Gleichungen 
aufstellen,  deren  letzte  folgende  ist: 


d-(Xm-l,   Wm-l)i  = 


-X^m—lWm 


d-ix,n,  tV,n)s. 


Xjn — 1' 

Bildet  man  das  Product  dieser  sämtlichen  Gleichungen,  so  folgt: 

-     9 


14) 


^(.T,  W),    = 


XI" 


e     ^d-{Xm,  Wm)3, 


Q  =  x'^Wi  -{-xin'-2-\- ....  -i-x"^ 


-iWn 


In  Folge  der  Gleichungen  12)  sind  .r, ,  xo, Xm  gleich  .r  multiplicirt 

mit  Factoren,  welche  nur  tv  enthalten.    Man  kann  also  in  14): 
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setzen,  wo  ff  und  fV^  näher  zu  bestimmende  rationale  Functionen  von 
n-  sind,  wie  sieh  durch  Zuziehung  der  Gleichungen  13)  unmittelbar  er- 
giebt     Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

16)  Vh^  |  =  ^n  also  c«  =  l, 

so  lässt  sich  die  erste  Gleichung  von  14)  in  Folge  von  15)  und  16) 
einfacher  schreiben: 

— ^W, 

Für  «'„,  findet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  13)  folgenden 
Wert: 


2i(/m-l  + 


2i{/m-2-[- 


+ 


2gi-{-rv 


Es  ist  also: 

w-{'2(/i  2(j — m 


■t     TV2  = 


w  +  2gi  2(/iwi—(4{/(/i—l)       2gxiv  +  {^rj^—l)i 

^ggi—l—2giwi 


(4^</i— 1)  fi^  +  ^  iklO\&i—Qi—0) 


etc. 


Um  eine  leichte  Uebersicht  über  die  allgemeine  Form  von  Wm  zu 
haben,  multiplicire  man  in  ?^•o,  »4  etc.  Zähler  und  Nenner  mit  /.  Die 
vorstehenden  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  allgemein: 

-.Q  a—ßrvi 

lö)  n),n  =  -;; r : 

Oiv-\-yi 
wo  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y  und  6  in  Folge  der  Kettenbnichentwickelung 
der  Bedingung  genügen: 

19)  aö—ßy  =  1. 

Die  Werte  von  «1,  rv^^  ^3 . . .  geben  ferner  für  die  bemerkten  Zahlen 
die  folgenden  Beschränkungen: 

9A\    «?  ^  gleichzeitig  gerade  und  ß,  y  gleichzeitig  ungerade, 
«,  ()  gleichzeitig  ungerade  und  ß,  y  gleichzeitig  gerade. 

In  der  partiellen  Differentialgleichung  6)  nehme  man  fi  =  .3,  sub- 
stituire  dann  für  {)-{x,  w\  seinen  Wert  aus  17).  In  Folge  der  Gleichungen 
15),  18)  und  19)  ist: 
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d.Vm  1        dxm  X   dJf      dn'm  — 1 

dx        W      dw  W^  dw       dw       {6iv-\-yiy 

Man  hat  mithin  die  Gleichungen : 

d-d-{x,„,  W'^)3  _  J_  d^^{xm,_rv,nh 

dx^  W^'      dx\ 

dd-  (Xm,  Wmh  ^  X:    dfVd&(Xm,tVmh 1_       ^^^^^ 'J^J^h  . 

d/v  fV-dw         dXm  {dw+yi)"'       dw,n 

Die  bemerkte  partielle  Differentialgleichung  wird  hierdurch: 

'-!)  '?("''+S*(--  '^"'»-^  ('^■-  ;'vQ  ''<-^-  -^"'^ 

4er/     diV\dHxm,rv,n)% 

W\    *       Wdfv)        dx,n 

Man  setze  in  die  vorstehende  Gleichung  nach  6) 

d^d-(X,n,  Wmh  .  d^{X,n,  Wmh 

dx-m  dn>m 

darauf  x  =  0,  also  auch  Xm  =  0.    Es  folgt  dann : 

ir       ^^^<^m       ^       ,/  1     ,         1        \d»(0,wm)3 

ff  » —  ^^^—   I  ^(0,  fVmh  =  2     — r^  +  — ^ r-„  I , 


^rdwj  ^^'  ""''  \W^  '  {dw-j-yiy-J  dtvr, 
Da  ^und  ff]  rationale  Functionen  von  tv  sind,  dieses  aber  mit  d-{0,rvm) 
nicht  der  Fall  ist,  so  muss  die  vorstehende  Gleichung  in  die  beiden 
folgenden  zerfallen: 

W^^  (d«;+70-~~       ^~  fV  dw' 
oder: 

22)  l=:_i— ,     U.\  =  ^^^—. 

'  W      Örv-\-yi  dw-\-yi 

Für  die  vorstehenden  Werte  von  ^r'und  M\  wird  die  Gleichung  21) 
identisch.  Man  substituire  diese  Werte  von  ff'  und  fi\  in  17),  ferner 
in  dieselbe  Gleichung  für  Xm  und  w,„  ihre  Werte  aus  15)  und  18). 
Statt  der  Constanten  Ci  aus  16)  führe  man  eine  Constante  c  ein,  welche 
durch  die  Gleichung: 

23)  c  =  |/  ,'„  =  -^-, ,  also  c^  =  1, 

i  •' 
bestimmt  ist.     Zwischen   den   Theta-Functiouen   ergicbt  sich   nun  fol- 
gende allgemeine  Relation : 

-6x'' 
9Ä\  CI,        ^         cf^Yi)      (     xi        a—ßrvi\ 
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In  Foljre  der  ersten  Gleichung  5)  ist: 


Man  setze  hierin 


dann  ist: 


y  rv 


w      rv 


-1  X  = 


a — ßwi  a — ßwi 


^(      ^       ^  /i+c^^y\  _  I  /^—ßj^gnia~ßwt)i6rv+Yt)   J  J^    ,  a—ßwi\ 
\a — /9w/  a — ßfvij'i      V  yi-\-dn>  '     \dw-\-yi    öw+yi)^ 

Zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  24)  werde  die  rechts 
stehende  Theta-Function  eliminirt.    Da  ad — ßy  ='  1,  so  ist: 

a — ßrvi  a — ßwi      a — ßtvi 

Unter  Zuziehung  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung  24)  durch 

folgende  ersetzen: 

ßxH 

^  '  '    ''        \Ja-ßwi       \a—ßwi    a—ßwij^ 

Wird  w  mit  n-{-i  vertauscht,  so  geht  die  linke  Seite  über  in  ^{x^w\. 
An  Stelle  von  a  und  y  treten  a'  und  7',  wo  «'  =  «+/?  und  y'==7+(^, 
und  es  ist  a'd — ßy  =  aö — ßy  =  1.  Wegen  der  in  20)  aufgestellten  Be- 
dingungen sind  nun  «',  /9,  y'  ungerade  und  d  gerade,  oder  «',  d,  7'  un- 
gerade und  ß  gerade.    Schreibt   man  einfach  a  und  7  statt  o!  und  7', 

so  folgt  nun: 

ßxH 

26)  i9-(a:,  ;^•)o  =     ,  ^   ^—.^ r-.    ' 

ya—ßwi       \a—ßwi    a—ßwiji 

wo  zwischen  den   Zahlen  a,  ß,  7  und  ö  die  Bedingungen   stattfinden; 
j  aÖ-ßy  =  1, 

27)  •;  <^'?  ßj  7  gleichzeitig  ungerade  und  6  gerade, 
[  a,  d,  7  gleichzeitig  ungerade  und  ß  gerade. 

In  der  Gleichung  24)  setze  man  «i ,  i^i ,  71 ,  und  ö^  statt  a,  ß,  7  und 
d,  wo  «1,  dl  ungerade  und  ßi,  y^  gerade,  oder  cq,  di  ungerade  und 
ß\^  "/i  gerade  sind;  ferner  die  Relation  stattfindet  «idi — /3i7i  =  1.  Es 
ist  dann: 


l/di/y+7,e      K^i^^+Yii    (^i'^^+yiVa 
Lässt  man  /4'  um  i  zunehmen,  so  folgt: 


§  48]  413 


28)      d-{x, Tv)o  =    ,  ^  if — r-r-'  V     ,    >.    • 


wo  a\  =ßi+i3,    und   /,  =  /i  +  d,,   also  a\ö^—ßj[  =  «irfi— i^i/i  =  1. 

Es  finden  die  Bedingungen  statt  «',,  /?,,  /',  ungerade,   di  gerade,   oder 

«',,  d,,  /',  ungerade  und  ßi  gerade.    In  der  Gleichung  28)  werde  x  mit 

cci  1 

—  und  fv  mit  -  vertauscht.    Es  ist  dann: 

7V  TV 

29)  »(-li,  i)  =  c\/-^^r-.  ^>'^^  . »  f  .-f  V~..  ^'■^'"M  • 

Für  die  links  stehende  Theta- Function  setze  man  nach  der  dritten 
Gleichung  5): 

x^ 

Zur  Vereinfachung  setze  man  weiter  a\  =  6,  ßi  =  — /,  y\  =  — ß  und 
dl  =  a,  wo  also  wieder  ad — ßy  =  1.  Die  Gleichung  29)  führt  dann 
auf  folgende  fundamentale  Gleichung: 

ßxH 


30)  d-(x,  rv);  =     ,  —  d- — ^^7  ^ ^— .    1 

\/a—ßrvi       \a—ßm    a—ßwij^ 

wo   zwischen  den  Zahlen  a,  ß,  y  und  ö   die  Bedingungen   stattfinden: 

^..    I     .  d,  ß,  y  gleichzeitig  ungerade  und  «  gerade, 

'^    I  '  '  a,  6,  ß  gleichzeitig  ungerade  und  y  gerade. 

Mit  den  Bedingungen  20),  27)  und  31)  sind  alle  Fälle  erschöpft, 
welche  die  Gleichung  ad — ßy  =  1  darbieten  kann ;  die  Gleichungen  25), 
26)  und  30)  enthalten  mithin  auf  den  linken  Seiten  die  drei  möglichen 
Formen,  welche  die  rechts  stehende  Function  annehmen  kann. 

Die  in  25)  vorkommende  Constante  c  genügt  nach  23)  der  Glei- 
chung c^  =  1.  Ihr  Wert  ist  von  einer  Zahl  ;w  abhängig,  welche  mit 
den  Zahlen  «,  ß,  y  und  d  in  Verbindung  gebracht  werden  kann.  Da 
die  Bestimmung  dieser  Constanten  für  das  Folgende  nicht  erforderlich 
ist  und  dieselbe  ziemlich  weitläufige  Kechnungeu  nach  sich  zieht,  so 
soll  eine  Ausführung  derselben  hier  unterbleiben.  Es  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Bedeutung  von  c  in  den  Gleichungen  25),  26)  und  28)  eine 
verschiedene  ist,  da  bei  Herstellung  dieser  Gleichungen  die  ursprüng- 
lichen Zahlen  «,  ß,  y  und  d  ihre  Bedeutungen  geändert  haben. 

Man  kann  durch  Aenderung  des  Argumentes  x  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  25),  26)  und  30)  jede  der  drei  übrigen  Tlieta- 
Functiouen  mit  den  Indices  0,  2  und  1  hervorrufen.  Führt  man  näm- 
lich  in  den  Gleichungen  5)   auf  Seite  123  und  in  den  Gleichungen  7) 
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lind  8)  auf  Seite  125   die   neuen  Indices   ein  und  f^etzt  allgemein  für 
I..  wenn  m  gerade  ist: 


32) 


Q.I   -,.i^"^\  ar    \  al        ■    W-TTW'M  -. »20,'»+  — 

^2/0^^"^^"'  ("^2       '    ==  " 


}?IJI 


^  ''»•  +  -7r     =^    '   »Hr)i,  .^   .r  + 


w/jr;;;;  N  — ^ mxt  + 


2     A 


7i7n^w 


—  ^     4 


7?ja:? 


IL,  wenn  tn  ungerade  ist: 


Timhv 

—tnxt 


33) 


^(•^+'f)^  =  ^(a-k 


^^^^'-f 


mjiwi 


„4  ^2 


^(x),, 


^(..  +  f  ,=. 


w jr;y A  —7^  -'«^''  +  '^^  -^i 


mm 
2 


Tcm^w 
{m-\-\)ni 

)Ttm^w 
— mxi 
=  ^4  ^(^)^^ 


^(^)o, 


^(.+'^)^  =  ^(.)„ 


ö-   a:  + 


2     h 


=  e    4 


'^(^)2 


Setzt  man   daher  in   den   Gleichungen  25)  26)  30)  statt  x  sueeessive: 


JT 


JC 


:t . 


^+^i(^—ßrvi),   x+~{yi-{-6w)i  =  x+-{—y  +  öm\ 
und  fuhrt  man  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen  ein : 
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,  X  ,       yi-^dw 

X  = 7- — .1  w  =  - —      -  .1 

a — p?n  a — ^ivi 

80  geht  durch  die  bemerkten  Aenderungen  d-{x\  w')-]  sueeessive  über  in: 

n  yt+(Jw  xi 

n  yi+Sw  xi 

igl  a-ßrvi  ~  a-ßTvi^^^'^  ^'^^^ 

Auf  der  linken  Seite  der  bemerkten  Gleichungen  sind  die  Gleichungen 
32)  und  33)  anzuwenden.  Es  ergeben  sich  dann,  mit  Rücksiclit  auf 
die  Bedeutung  der  Zahlen  a,  /9,  /  und  Ö,  24  Gleichungen.  In  jedem 
Systeme  von  je  vier  Gleichungen  hat  die  Constante  c  denselben  Wert. 
Da  bei  allen  diesen  Gleichungen  immer  derselbe  Factor  auftritt,  so  soll 
derselbe  durch  q  bezeichnet  werden,  so  dass: 

, —ßxH 


c  ' 

Zur  leichteren  Uebersicht  der  folgenden  Formeln  sei  noch  bemerkt, 
dass   die   Werte   von    ih{x\  w')i    aus  den   Werten   von  d-{x\  w')i  durch 

3C 

Aenderung  von  x  um  -  (a—/3wO  abgeleitet  sind  und  dass  wegen  ad— /?y=l: 

ßx{yi-{-drv)  +  xi ,,.        jc  ßi{yi-\-6w)-      x  yi-\-drv JiyÖi     üi^w 

a — ßwi  '       4      a — ßwi         4  a — ßwi         4  4 


Trans  form  atiousgleichungen. 

a — ßivi  a — ßwi 

.- —ßxH 

_  \/t^-ßn'i^n{a-ßfvi)  ^s  _  i 
^              c 

I.    a,  6  gerade;   ß,  y  ungerade. 

d-{x\  TV\  =  Qß-{X,  W)3, 

— Tittßi 
i9-(a:',  tv')q  =  qO-{x,  tv)i  e     "*     , 

II.    «,  6  ungerade;   /9,  y  gerade. 


nt 
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—  nyöi 

III.    a,  ß,  y  ungerade;  ö  gerade. 

d-{x\  w')3  =  Q^i^^  fv\, 

—naßi 

d-{x',Tv\  =  Q»(x,n').ie     "^     , 

—  nySi 


^(x\?v'h=^Q{^(x,n;he     ^     , 

ö-(a;,  w)i  =  Qß-(x,  tv\  e     ^  *     ^  \ 

IV.    «,  rf,  7  ungerade;  /?  gerade. 

— naßi 

d-{x\  7v\  =  Qd-{x,  7V\  e     ^     , 

— nyö 

d-  {x\  iv').i  =^  q{^  {x,  fv).2  e     ^     . 
V.     i9,  7,  d  ungerade;  a  gerade. 

%-{x,w\  =  Qdix,  W).i, 

i-f) 


{h{x\  w\  =  Qd-(x,  Tv\  e 


nat 


d-{x',  n').i  =  qB-{x,  w)o  e 


u-r-^-'m 


(o--»-.--"-^) 


VI.     a,  |3,  d  ungerade;  7  gerade. 


uß+yd\  ni 
2      /  Y 


oder: 


§  48]  417 

Es  lassen  sieh  aiiH  den  Systemen  I — VI  die  (rleiehungen  4) — 9) 
des  §  46  fUr  besondere  Annabmcn  für  «,  |9,  /,  ö  herleiten.  Man  findet 
leicht,  dass  der  Modul  k  der  elliptischen  Functionen  der  Reihe  nach 
ersetzt  ist  durch : 

34)  k^k^j.   -^,   -y-.   y 

So  ergeben  sich  z.  B.  aus  dem  Systeme  VI  die  Gleichungen  am 
Schlüsse  des  §  46  für  «  =  /i  =  (J=l,  7  =  0.    Es  ist  dann: 

35)  X  =  ^ .1  m  =- -■ 

'  1 — Wl  1 — Wl 

Entspricht  der  Modul  /  und  das  Integral  L  dem  Wert  rv\  so  geben  die 
Gleichungen  VI: 

Es  ist  ferner: 

^{X  ^  w')^  &{X,  TV)i 

d-{x\w\       d-{x^w\' 

Man  setze  hierin  y  l  =  -^^i  =  u  und  nach  35)  x  = — '^ — .•>  dann  ist: 

u]^       Jt  1 — rvi 

Diese  Gleichung  nach  u  differentiirt,  darauf  u  =  Q  gesetzt,  giebt  noch: 

{\—wi)K 

Man   erhält  so  wieder  die  Gleichung  snfÄr?^,  -  j  =  ^  sn  (?<, /r).   Aehulich 

lassen  sich  die  anderen  Systeme  behandeln.  Es  kommt  hierbei  weniger 
darauf  an,  durch  ziemlich  umständliche  Rechnungen  Gleichungen  ab- 
zuleiten, die  sich  viel  leichter  und  viel  naturgemässer  direct  wie  im 
§  46  ergeben,  als  auf  den  Nachweis,  dass  den  Systemen  I — VI  nur 
elliptische  Functionen  entsprechen,  deren  Moduli  in  der  durch  34)  be- 
zeichneten Reihe  enthalten  sind. 

Auf  die  Systeme  I — VI  lassen  sich  die  allgemeinsten  Theta-Fune- 
tionen  reduciren,  zu  deren  Aufstellung  die  allgemeine  algebraische 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  Veranlassung  giebt.  Diese 
Transformation,  welche  im  folgenden  §  behandelt  werden  soll,  führt 
auf  Theta-Functioneu  von  der  Form: 

Kuneper,  ellipt.  Functioneu.     2.  Aufl.  27 
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36)  ^  M-ßi7j     h^±pA 


-ß\JViJ/.i 

wo  ,«  eiue  der  Zahlen  0,  1,  2  und  3  ist.  Es  sind  «,,  /J,,  /,,  J,  ganze 
Zahlen,  welche  der  Bedingung-  a^di — ßi7i>0  genügen  müssen.  Für 
die  Couvergenz  der  Theta-Reihen  muss  in: 

q  =  e-^'^ 
der  reelle  Teil  von  w  positiv  sein.    Geht  ?/>  nun  über  in: 

«1 — ß\"'i        a-^-{-ßlw'-  a-^-\-ß-^w'^      ' 

so  muss  für  ein  positives  w  die  Bedingung  uid^ — i3i/i>0  stattfinden 
als  Bedingung  für  die  Couvergenz.     Setzt  man: 

37)  «i(^i— i^i/i  =  w, 

so  ist  n  eine  ganze,  positive  Zahl.  Die  Zahl  n  bestimmt  den  Grad 
der  Transformation,  d.  h.  genügen  die  Zahlen  «j,  /3,,  71,  6^  der  Glei- 
chung 37),  so  bestimmen  dieselben  eine  Transformation  ?i*"'  Grades. 
Für  «=  1  erhält  man  die  linearen  Transformationen,  weichein 
den  Systemen  I — VI  vollständig  aufgestellt  sind. 

Hat  keine  der  Zahlen  «i  oder  di  einen  gemeinschaftlichen  Factor 
mit  einer  der  Zahlen  ß^  oder  /i,  so  lassen  sich  immer  zwei  Zahlen 
a  und  y  so  bestimmen,  dass: 

38)  adi—yßi  =  1. 

Die  Gleichung  37)  lässt  s^ich  dann  ersetzen  durch: 

«1  =  an-i-tßi,  Yi  =  /n+td,, 
wo  £   eine   ganze  Zahl   bedeutet.     Der   in    36)    aufgestellte  Ausdruck 
nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 

7i>-{-6i 


J- 


yl—6i 


\a—ßi-——i    a—ßi--—t\ 
[  n  n       ffi 


Wegen  der  Gleichung  38)   und  der  Systeme  I— VI   redueirt  sich 
die  vorstehende  Theta-Function,  abgesehen  von  einem  Factor,  auf: 

wenn  x  mit  z  und  w  mit  —  vertauscht  wird.    Es  ist  u,  =  0, 1,  2,  3. 

71 

Ist  die  Zahl  n  gegeben,  so  lassen  sich  beliebig  viele  Systeme  von 
Zahlen  «,,  ßi,  7,,  d,  finden,  welche  der  Gleichung  37)  genügen  und 
aus  denen  sich  die  Gleichungen  38)  und  39)  herstellen  lassen;  man 
kommt  schliesslich  wieder  auf  die  in  40)  aufgestellte  Function  zurück. 
Setzt  man  ßi  =  0,  so  ist  nach  37)  «i()|  ==  w.     Man  kann  diese  Gleiehung 
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in  die  beiden  zeiic^-en  «,  =  71,  (5,  ^  1  und  «,  =  1,  rf|  =  ??.  Diesen 
Annainnen  ents^ji-echen  nach  36)  die  folgenden  Thcta-Functionen : 

Da  /i  unbestimmt  bleibt,  so  fällt  die  erste  dieser  Functionen  wieder 
mit  dem  in  1<>)  aufj^estellten  Ausdruck  zusammen,  die  zweite  Function 
redueirt  sich  auf  das  Produet  einer  Constanten  in: 

d-{nz,  7lfr)r, 

wo  7-  =  0,  1,  2,  3.  Eine  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtungen  giebt 
eine  Wiederholung  von  Ergebnissen,  die  schon  weiter  oben  auf  mög- 
lichst einfache  Weise  abgeleitet  worden  sind. 

§  40.    Die  sillgeuieine  Transformation   dor  elliptischen  Functionen  mittelst 
einer  algebraischen  (xleichnng.    Litterarische  Anmerkungen. 

In  §  38  ist  nach  Abel  die  Bedingung  entwickelt,  wann  der  Dif- 
ferentialgleichung : 

jN  dy  ^ dx ^ 

1/(1— !/2)(l— W  M\/{l^x^){l-k^x^) 
durch  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x  und  ij  genügt  werden 
kann.  Es  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  betreffende  Be- 
dingung nicht  allein  notwendig,  sondern  auch  hinreichend  ist.  Die 
Elemente  dieser  Darlegung  sind  in  den  §§  39,  40,  42,  44  und  40  ent- 
halten, deren  Verbindung  den  Beweis,  gleichzeitig  mit  der  Ausführung 
der  wesentlichsten  Transformationen,  giebt.  Der  Einfachheit  halber 
soll  die  im  vorigen  §  gebrauchte  Bezeichnung  für  die  Theta-Functionen, 
was  die  Stellung  des  Index  und  Bezeichnung  des  zweiten  Arguments 
betrifft,  beibehalten  werden. 

Die  auf  S.  146  und  147  in  dem  Systeme  III  enthaltenen  Formeln 
zeigen,  wenn  z  und  a  statt  x  und  y  gesetzt  werden,  dass  {){z-\-ä)ß  .  d-{z — «),« 
für  jU  =  0,  1,  2,  3  sich  ausdrücken  lässt  durch  die  Quadrate  der  Theta- 
Functionen  mit  dem  Argumente  z,  respective  mit  Constanten  multiplicirt. 
Da  sich  in  Folge  der  Gleichungen  V  auf  p.  148  immer  zwei  dieser 
Quadrate  durch  die  beiden  übrigen  ausdrücken  lassen,  so  kann  man 
allgemein: 

2)  5- (2  +  «).«  .  {^ {z—a)^i  =  Aih{z)l-^B i) (z)-, 

setzen,  wo  A  und  ß  nur  von  a  abhängig  sind. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  2)  führen  die  Gleichungen  6), 
8),  12)  und  14)  von  §  39  zu  dem  Resultate,  dass  für  eine  Primzahl 
71  allgemein  i)-{nz^7iw)ii  eine  rationale  Function  von  Theta-Functionen 
ist   und   zwar  vom   Grade  n.     Setzt   man  Wje,  7iyiv  statt  z,  w;,  so  lässt 

27* 
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sieh,  wenn  in  dem  Ausdrucke  für  d-(nz,  nrv)fi  die  Multiplieation  aus- 
geführt wird,  jeder  Factor  eines  jeden  Terms  als  rationale  Function 
von  Theta-Functionen  darstellen.  Wiederholt  man  dieses  Verfahren, 
so  ergiebt  sich,  dass  n  ein  Product  von  ungeraden  Zahlen  sein  kann. 
Es  folgt  weiter,  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  9),  10)  und  13)  von 
§  42,  dass  allgemein  d^{nz^  nn-)i^i  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  ?z,  eine 
rationale,  homogene  Function  n*^"  Grades  von  Theta-Functionen  ist. 

Die  Gleichungen  19)  von  §  40  geben  nach  2)  d^ 

n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  als  rationale  Function  von  Theta-Func- 
tionen.   Da  nun  n — 21  eine  ungerade  Zahl  und 

,v+(n-2t)i\    _    /^    rv-'iti  ^  .\ 
n         Jfi         \'       n  Jfx 

wieder  eine  Theta-Function  ist,  so  folgt,  dass: 


V        n    /fx 

wo  s  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  sich  als  homogene  Function  n*®° 
Grades  von  Theta-Functionen  darstellen  lässt.  Dieses  bleibt  auch 
giltig,  wenn  n  ein  Product  von  ungeraden  Zahlen  ist,  wie  sich  leicht 
ergiebt,  wenn  w  successive  vertauscht  wird  mit 

rv-\-Sii    w-^Sii 

Hl       '         11-2  ' 

WO  Ml,  ^2 . . ,  ungerade  Primzahlen  sind. 


In  Folge  der  Gleichungen  23),  24)  und  27)  von  §  42  ist  ^(z,  ^ 
eine  rationale  Function  zweiten  Grades  von  Theta-Functionen;  vertauscht 
man  rv  mit  ,  so  folgert  man,  dass  ^(z, 1  lur  em  ganz- 
zahliges w  eine  homogene  Function  w*®"  Grades  von  Theta-Functionen 
von  der  Form  d-(z,  n>)(x.  ist. 

Combinirt  man  diese  Resultate,  so  folgt,  dass,  wenn  m,  m',  n  und 

n'  beliebige  ganze  Zahlen,  s  aber  eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

m'w  ,     . 
-\-st. 


(       ,         n'         \ 

3)  d-  [mm  z,  m 

\  n      Jfx 


eine  homogene  Function  m*^"  Grades  ist,  in  welcher  die  Factoren  der 
einzelnen  Terme  die  Form  haben: 

m' fv  ,     . 
(        ~~^^^\ 

{h  [m'z,  — )  5  i^  =  0,  1,  2,  3. 

\  n         V 
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Ein    solcher  Ausdruck    ist    aber   wieder    eine  homogene  Function  ?i'«" 
Grades  von 


-  /   ,    m'w\ 


welcher  seinerseits  eine  homogene  Function  vom  Grade  m'  von 
»U  I^Y  ,  1^2  =  0,  1,  2,  3, 

ist.  Dieser  letzte  Ausdruck  lässt  sich  schliesslich  als  homogene  Func- 
tion w'*^°  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argumenten  z  und  w 
darstellen.  Der  in  3)  aufgestellte  Ausdruck  ist  also  eine  rationale, 
homogene  Function  vom  Grade  mm'nn  von  Theta-Functionen  mit  den 
einfachen  Argumenten  z  und  w. 

Die  Gleichungen  3)  und  10)  von  §  38  geben  für  x,  y  und  M  fol- 
gende Ausdrücke,  welche  die  Differentialgleichung  1)  identisch  machen: 

4)  x  =  m{u,k\  y  =  8nl~,  l 

^  M  ~  pK'^  2pK'    M  ~  p'K'i  '^p'K'' 

K' 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  --  =  rv,  so  geben  die  Gleichungen  5) : 

Ji. 

f.P'w 

6)  r_  'Ipg'i-Vp'gw  ^  ^9i-\-g'-y 

L  .,  .  p'h  ,,     hip' iv 

ph  -hiTT-w  h — 

^  2i  2    p 

7^  1   _^    gh'—g'h    L 

2   p 

Man   substituire  aus  7)   den  Wert  von   M  in  die  zweite  Gleichung  4), 

führe  ferner  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Formeln  z  statt  ^l  mittelst 

2dv'  Kz 
der  Gleichung  u  =  -^-^- ein.    Die  Gleichungen  4)  werden  hierdurch: 

Qx                                         (2pp'Kz     / 
8)  a:  =  sn( >  k 

€ 


f^\  (    ,    9h' — g'h     2Lz     \ 

9)  y=  sn  p'  ~—r-.-> ,  / 

^  ^  V      ,.,     hip  rv    jt   '    ) 


h'—ir 
2    ;; 

Es  sind  p  und  p'  ganze  Zahlen,  mithin  giebt  die   Gleichung  8)  nach 

§  45  die  Variabele  x  explicite  in  Form  einer  algebraischen,  rationalen 

oder  irrationalen  Function  von  sn      -.    Es  lässt  sich  nachweisen,  dass 

jt 

dieses  auch  mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  9)   der  Fall  ist,  so 
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(lass   die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y  das  Resultat  der  Eli- 

2Ä'z 
minatiou   von    sn  zwischen    zwei    algebraischen    Gleichungen    ist. 

jt 

Für  den  Fall,  dass  p  =  1,  p  =^  1,  Uisst  sich  ij  explicite  als  algebraische 
Function  von  x  darstellen. 

In  Folge  der  gebrauchten  Bezeichnungen  ist: 


l/^snf^^'^    ,A^(^-). 


Für  den  Modul  l  geht  tv  über  in  j-,  definirt  durch  die  Gleichung  6). 
Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Art  schreiben: 

10)  ,i/r=tr^' 

wo: 

.,N  r  gh—g  h  ^     ^  p 

^  ,      hiprv  ,     hiprv 

~~Y^  ~  2    p 

Zur  Vereinfachung  soll  unterschieden  werden,  ob  h  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  ist.  Wenn  h  ungerade  ist,  so  setze  man  in  den  Glei- 
chungen 8),  11)  und  10)  z  =  2z'.    Die  bemerkten  Gleichungen  geben  dann: 

12)  .  =  sa(*^^<.), 

/  .        p  rv 

\6)  Zo  =  p ,-  z,w^=- ,  -1 

h — hl—-  h — hl- — 

2p  2p 


14)  y\/l-- 


»9-(2ro,  2w„), 


In  Folge   der  Gleichungen  9)  und  10)  von  §  42  lässt  sich  die  Glei- 
chung 14)  auch  wie  folgt  darstellen: 


15)  y\/l 


&{zo,n;(,)i&{zo,Wo)i 


^(2'n,Wo)o-5-(2o,Wo)3 

Die  Betrachtung  dieses  Falles  kommt  auf  den  Fall,  dass  h  eine  gerade 

Zahl  ist,  zurück.    Nach  12)  ist  x  eine  algebraische  Function  von  sn  I 

dieselbe  Untersuchung,  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  10)  als 
algebraische  Function   von  sn ergiebt,  zeigt  auch,  dass  die  rechte 

2K  z 

Seite    der  Gleichung  15)    eine    algebraische  Function    von  sn  ist. 
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Es  suH  desliall)  in  den  Gleieliunjj^cn  11)  h  genidzalilig  aniicuonimcu 
werden. 

Haben  die  Zahlen  2y',  y,  h'  und  -  gemeinseluiftlicbe  Factoren,  so  sei: 

16)  2o  =  /i  sr\    (/  =  di  ss\   li  =  «1  /•;•'.    ^  =  ^,r/. 

Selbstverstäudlieli  if>t  von  dem  Falle  abgesehen,  dass  die  sämtlichen  vier 
Zahlen  denselben  Factor  m  haben.  Nach  16)  gehen  die  Gleichungen  11) 
über  in: 

X      a  7i'  +  0i — 7- 

17)  ^i  =  ssp ^4-  z.  Wi  == ,—-  • 

^   .p  S7V  r  ^  .psm 

«1  — P I  « ^  «1  — Pi  i- — T- 

pr  pr 

Da  «1,  ,:/i,  /,,  d,,  ganze  Zahlen  sind,  so  setze  man: 

18)  «id,— i3i7i  =^i. 

Wegen  der  Gleichungen.  16)  ist  angenommen,  dass  keine  der  Zahlen 
«1  oder  di  mit  einer  der  beiden  Zahlen  ßy  oder  /i  einen  gemeinsamen 
Factor  hat.  Es  lassen  sieh  dann  zw^ei  Zahlen  a  und  /  bestimmen, 
welche  der  Gleichung  genügen: 

19)  a6^—yßy  =  l. 

Setzt  man  der  Einfachheit  halber  ß^  =  ß  und  J,  =  J,  so  kann  man 
die  Gleichungen  18)  und  19)  durch  das  folgende  Sj^stera  ausdrücken: 

20)  ßi  =  ß,  ^^  =  d,  «1  =  a«+£j3,  /i  =  yn-]-sö, 

21)  aÖ—ßy  =  l, 

wo  £  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Verschwindet  eine  der 
Zahlen  «,,  /?|,  /i,  t^i,  so  lassen  sich  diese  Fälle  mittelst  der  Gleichungen 
5)  von  §  48  auf  den  Fall  ß^  =  ü  reduciren,  und  man  muss  dann  die 
Gleichungen  17)  und  18)  direct  behandeln. 

Die  beiden  Gleichungen  17)  nehmen  mittelst  der  Gleichungen  20) 
folgende  Formen  an: 

a — ßw  t  r  a — ßw  i 


wo: 


23)  ...'-    P'' 


p  sw  ,     . 


W   = 


n 

Sind  die  Argumente  zj  und  «',  durch  die  Gleichungen  22)  bestimmt, 
so  lassen  sich  in  der  Gleichung  10)  auf  der  rechten  Seite  Zähler  und 
Nenner  als  iiomogeue  Functionen  von  dem  Grade  sr  von: 

24)  »  (~^.,   ''-'+/?')    ,  ^  =  0,  1,  2,  3, 
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darstellen.  Da  nun  ad — ßy  =  1,  so  reducirt  sieh  die  in  24)  auf- 
gestellte Tlieta-Funetion  in  Folge  der  Systeme  I — VI  des  vorigen  §  auf: 

Q^d-{s'pz,w\,  v  =  0,  1,  2,  3, 
wo  Qi  von  z  abilängt.    Da  der  Factor  q^  in  allen  Termen  des  Zählers 
und  Nenners  von  y\/l  vorkommt,   diese  Terme  aber  in  Beziehung  auf 
die  Anzahl  der  vorkommenden  Theta-Funetiouen  homogen  sind,  so  folgt : 

25)  2/l/r=  |, 

wo  N  und  D  homogene  Functionen  von: 

d-{s'p'z,w\,  1^  =  0,  1,  2,  3, 
sind.  Setzt  man  hierin  für  w  seinen  Wert  aus  23),  so  zeigen  die  Be- 
trachtungen zu  Anfang  dieses  §,  dass  in  25)  A  und  D  homogene  Func- 
tionen desselben  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argumenten 
z  und  w  sind.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  25)   sich   darstellen   lässt  durch  die  elliptischen  Functionen 

2ÄZ 
mit   dem  Argumente  und   dem   Modul  k.     Es   ist   also  auch   die 

rechte  Seite  der  Gleichung  25)   oder  10)  eine  algebraische  Function 

IKz 
von  sn Nimmt  man  {\  =  0,  so  geben  die  Gleichungen  17)  und  18): 

üi 

,    I  S  VT 

26)  Zi  =  SS  p  di0,  Wi  =  — ■>     «idi  =  n. 

Diese  Gleichungen  geben  zu  ganz  analogen  Betrachtungen  Ver- 
anlassung wie  die  Gleichungen  22).  Man  kann  sogar  auf  die  ein- 
facheren Gleichungen  26)  die  allgemeinen  Gleichungen  11)  reduciren 
und  zwar  durch  relativ  ziemlich  einfache  Rechnungen,  welche  nur  auf 
der  Vergleiehung  der  Theta-Functionen  mit  reellen  und  imaginären 
Argumenten  beruhen.  Es  ist  hier  ein  etwas  weiterer  Weg  eingeschlagen, 
da  die  Herstellung  der  Transformationsgleiehuugen  ersten  Grades  für 
die  Theorie  der  Theta-Functionen  von  besonderem  Interesse  ist. 

Die  Gleichungen  16)  und  18)  geben: 

27)  gli—2g  —  =  nss'rr  . 

Es  soll  h  geradzahlig  angenommen  werden.  Ist  die  linke  Seite  der 
Gleichung  27)  eine  ungerade  Primzahl,  so  müssen  sich  je  vier  der 
Factoren  w,  s^  s',  r,  r  der  rechten  Seite,  welche  der  Voraussetzung 
nach  keine  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  auf  die  Einheit  reduciren. 
Für  die  rationale  Transformation  ist  ausserdem  /;  =  1  und  p  ===  1.  Es 
reduciren  sich  die  verschiedenen  Annahmen,  zu  welchen  die  Gleichung 
27)   Veranlassung  giebt,    auf  zwei   factisch  verschiedene,   auf  welche 


I 

I 
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man  die  übrigen  zurüektuhren  kann.  Für  p  =  i,  ;/  =  l,  r=  1,  r'  =  1, 
A-  =  1  und  /  =  1  ist  nach  23) : 

TV-\-£i 

n 
Für  p  =  1,   //'  =  1,    ?i  =  1,    s^=l,    r  =  1,    und   /  =  1    ist    nach    23) 
w  ^  s>v-\-£'l     Da  nun: 

so  kommt  die  zweite  Annahme  auf  den  Uebergang  von  q  in  eine  Po- 
tenz von  q  hinaus.    Da: 

it 

e       " 

nur  n  Werte  hat,  welche  Werte  auch  e  annehmen  möge,  so  führt  die 

erste  Annahme  auf  die  Untersuchungen  des  §  40  zurück. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich^  dass  das  allgemeine  Problem 
der  algebraischen  Transformation  der  elliptischen  Functionen  von  der 
allgemeinen  Transformation  der  Theta-Functionen  abhängt  und  mittelst 
derselben  ausgeführt  werden  kann. 

Was  die  Resultate  der  beiden  letzten  §§  betrifft,  so  scheint  J  a  c  o  b  i 
dieselben,  wenn  vielleicht  auch  in  etwas  anderer  Form,  schon  voll- 
ständig entwickelt  zu  haben.  In  einem  Briefe  an  Grelle  vom  21.  Juli 
1828  ( Cr  eile  J.  III,  310,  Ges.  Werke  I,  263)  findet  sich:  „II  con- 
viendra  peut-ctre   ä  introduire  dans  l'analyse  des  fonctions  elliptiques 

A" 
ce  quotient  --  comme  module  au  lieu  de  k.    A  l'egard  de  ce  quotient 
A 

j'ai  trouve  que  k  ne  change  de  valeur,  si  Ton  ecrit  au  lieu  de 
—  lexpression 

1  ^i^+ib'  f^'  __  KK'—i{ahKK+db'K'K') 
i  aK-\-ia' K'  aaKK-\-dd K' K' 

a,  «',  ft,  h'  etant  des  nombres  entiers  quelconques,  a  un  nombre 
impair,  h  un  nombre  pair,  tels  que  ah' — dh  =  1;  thöoreme  re- 
marquable  et  qui  doit  etre  envisage  comme  un  des  theoremes  fonda- 
mentaux  de  l'analyse  des  fonctions  elliptiques".  Am  Schluss  dieses 
Briefes  finden  sich  folgende  Worte,  welche  fast  mehr  auf  den  Schreiber 
wie  auf  Legendre  passen:  „Vous  voyez,  Monsieur,  que  la  theorie 
des  fonctions  elliptiques  est  un  vaste  objet  de  recherches  qui  dans  le 
cours  de  ses  developpements  embrassent  presque  tout  l'algebre,  la  theorie 
des  integrales  definies  et  la  science  des  nombres.  Quel  titre  de  gloire 
pour  nilustre  auteur  du  traite  des  fonctions  ellii)tiques,  que  d'avoir  eree 
cette  belle  theorie  et  d'avoir  allume  ce  fiambeau  ä  la  postcrite". 

Zwanzig  Jahre  später  hat  J  a  c  0  b  i  eine  weitere  Andeutung  gegeben 
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in  der  Abliandluui^:  „Uchcr  die  Differentialgleichung,  welcher  die 
Reihen 

l±2^+2^*±2^ö-f-  etc. 

21/9  +  21/^+21/^  etc. 
Geniige  leisten"  (Grelle  J.  XXXVI,  gy — 112,  Ges.  Werke  II,  lyi — igo). 
Man  findet  am  Ende  dieser  Abhandlung  Folgendes:   „Es   müssen 

daher  in  dem  Ausdruck  ;■  =  -; — —  die  Constanten  a,  b,  d,  b'  immer 

a  ■\-ibQ 

so  bestimmt  werden  können,  dass 

l/a  -hibg 
Die  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  lehrt,  dass  diese  Be- 
stimmung auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist.  Es  ergiebt  sich  näm- 
lich aus  der  Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der  Transcendente 
Ö,  dass  die  vorstehende  Gleichung  immer  gilt,  wenn  a,  b,  «',  b\  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  a,  d  und  b  ungerade 
sind,  und  d  und  b  durch  4  dividirt  nicht  denselben  Rest  lassen.  Das 
Zeichen  der  den  Nenner  bildenden  Quadratwurzel  in  der 
vorstehenden  Formel   hängt   von   dem  Werte   der   in   der 

Theorie  der  quadratischen  Reste  mitf     jbezeichnetenGrösse 

ab.  Ein  doppelter  Gang  der  Untersuchung,  welchen  mau  einsehlagen 
kann,  führt  zu  dieser  Zeichenbestimmung  entweder  mittelst  einer  Ketten- 
bruchentwickelung  oder  der  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung :  „Sum- 
matio  sericrum  qiianindaiu  singulariurn"  betrachteten  Summen.  Die 
vorstehende  Gleichung  wird,  wenn  a  und  b  ungerade  sind,  immer  gel- 
ten, wofern  man  nur  die  eine  Seite  derselben  mit  einer  8'^"  Wurzel 
der  Einheit  multiplicirt.  Wenn  von  den  Zahlen  a  und  b  die  eine  ge- 
rade, die  andere  ungerade  ist,  hat  man  die  Gleichung: 

ya  -{-ibQ 
wo  ö  eine  achte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,   und   das   obere  oder 
untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  von  den  Zahlen  d   und   b   die  eine 
gerade,  die  andere  ungerade  oder  beide  ungerade  sind". 

Einer  Anmerkung  zufolge  hat  Jacobi  die  auf  das  Vorstehende 
bezügliche  Theorie  der  Theta-Functionen  in  Vorlesungen  ausführlich 
behandelt;  der  wenige  Jahre  nach  Publication  der  angeführten  Ab- 
handlung erfolgte  Tod  des  grossen  Mathematikers  hat  eine  sel))stän- 
dige  Darlegung  seiner  Theorie  leider  vereitelt.  Die  Ideen,  welche 
die   oben   angeführten  Worte  von  Jacobi   enthalten,  finden  sich  teil- 
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weise  aiisgcrührt  bei  Cfordan:  „Ucbrr  die  Tratisfonnation  der  ß-Fjuic- 
tioncn",  Gicssoi  iS6j.  Dort  wird  eine  Gleichiiug-  aufgestellt,  welche 
der  Gleichung:  24)  von  §  48  entspricht  und  zwar  nur  für  die  Bedin- 
gungen -1-1).  Die  in  Gleicliung  13)  von  §  48  auftretende  Quantität  w^ 
wird  durch  einen  Kettenbruch  bestimmt,  ferner  die  partielle  Difteren- 
tialgleichung  G)  zur  Anwendung  gebracht,  um  eine  analoge  Gleichung 
wie  21)  herzustellen.  Endlich  geschieht  die  Bestimmung  der  Constan- 
ten c,  basirt  auf  die  von  Jacobi  angeführte  Abhandlung  von  Gauss. 
Aufiallend  ist,  dass  der  Name  von  Jacobi  nur  bei  ganz  nebensäch- 
lichen Punkten  sich  angeführt  findet,  dass  jedes  Citat,  jede  Andeutung 
vermieden  ist,  welche  auf  die  primitive  Quelle  des  Inhalts  hinweist. 
Die  Bestimmung  der  Constanten  c,  welche  bei  den  linearen  Transfor- 
mationen auftritt,  findet  sich  ausführlieh  bei  Thomae:  „Abriss 
einer  Tlieorie  der  complexen  Functionen  und  der  Theta- Functionen 
eitler  Veränderlichen.  2.  Aufl.  (Halle  iS'/jJ  pag.  18311./.  Die  fun- 
damentale Gleichung  für  die  Transformation  der  Theta-Functionen  bat 
Thomae  nach  dem  Vorgange  von  Her  mite  so  aufgestellt,  dass  sich 
aus  derselben  die  Gleichungen  für  die  linearen  Transformationen  un- 
mittelbar ergeben.  In  der  kürzlich  erschienenen  3.  Aufl.  des  Thomae'- 
schen  Werkes,  p.  76  u.  f.,  ist  die  Coustante  bis  auf  ein  Wurzelvorzei- 
chen bestimmt,  dessen  zahlentheoretische  Auswertung  unterdrückt  ist, 
da  in  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  nur  Thetaquo- 
tieuten  vorkommen  und  die  Quadratsvurzel  sich  forthebt. 

Eine  von  der  Gordan'schen  verschiedene  Methode  der  Trans- 
formation befolgen  W.  Fuhrmann:  „Transformation  der  Q-Fnnc- 
tionen",  Pr.  Köitigsberg  i.jP.  1864  und  K.  Besch:  „Bestimmung  der 
bei  der  linearen  U}n/ornmng  der  TJietafunctionen  auftrete7iden  Trans- 
formationsconstantc7i",  Pr.  Königsberg  i.\Pr.  i8yy. 

Eine  der  frühesten  und  bedeutendsten  Untersuchungen  über  die 
Transformation  der  Theta-Functionen  enthält  die  Abhandlung  von 
Her  mite:  „Sur  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des 
fonctions  clliptiqiLcs" .  Liouville  J.  (2)  III,  18^8,  26 — j6.  Her  mite 
hat  die  vollständige  Constantenbestimmung  mit  Hilfe  der  Gauss'schen 
Summen  gegeben.  In  Verbindung  hiermit,  wenn  auch  schon  mehr  in 
das  Gebiet  der  Zahlentheorie  übergehend,  stehen  die  beiden  Abhand- 
lungen desselben  Verfassers :  „Stcr  la  thcorie  des  fonctions  elliptiqiics 
et  ses  applications  ä  l'arithmc'tique"  (C.  R.  XL  V,  1862,  11 — 18,  8j — pi. 
Liouville  f.  (2)  VII,  2^—40)  und  „Siir  les  thc'orcmes  de  Mr.  Kronecker 
relatifs  aux  formes   quadratiq^ics" ,    (Liouville  f.  (2)    IX,    145 — '5^)- 

Namentlich  die  erste  Abhandlung  von  Ilermite  ist  in  einer  Reihe 
von   bemerkenswerten   Schriften   und  Abhandlungen   zur   Verwendung 
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gekommen,  von  denen,  mit  Eiuschliiss  des  oben  erwähnten  Ruches  von 
Thomae,  die  folgenden  ausgezeichneten  Publicationen  zu  erwähnen 
sind:  Kichelot:  „Stir  la  thcoric  des  fondions  cllipttques  et  sur  les 
eqiiations  differentielles  du  calcul  des  variatio7is" .  (C.  R.  i8^g,  XLIX, 
641 — 64^).  Diese  Abhandhing  ist  eine  der  ersten,  welche  eine  ziem- 
liehe Anzahl  von  Gleichungen  enthält,  die  sich  auf  lineare  Transfor- 
mationen beziehen.  Die  kurze  Mitteilung  enthält  keine  Beweise.  Wei- 
ter gehende  Untersuchungen  findet  man  in  der  folgenden  durch  un- 
gemeinen Scharfsinn  ausgezeichneten  Monographie:  Betti:  „La  teorica 
dclle  funzioni  ellüichc".  (Brioschi  An7i.  III 1860,  6^ — i^g,  2g8 — j/o, 
(über  Transformationen  erster  Ordnung  vergleiche  man  /.  142),  IV, 
1861,  26 — 4^,  57 — yo  und  2gy — 336).  L.  Königsberger:  „Die 
Transforinatio7i,  die  Multiplication  und  die  Modulargleichungen  der 
elliptischen  F^inctionen.  Leipzig  1868.  Ein  Supplement  hierzu  bildet 
die  Abhandlung  desselben  Verfassers :  „Die  linearen  Traiisformatione^i 
der  Hermite' sehen  cp-Functionen"  (Clehsch  Ann.  III,  i — 10,  i8yo), 
welche  denselben  Gegenstand  behandelt,  wie  L.  Schläfli:  „Beweis 
der  Hermite' sehen  Verwandlungstafeln  für  die  elliptischen  Modular- 
functionen" ,  Grelle  J.  LXXII,  360 — 36g,  i8yo.  Weitere  Ausführungen 
enthält  L.  Königsberger:  „Algebraische  Untersitc htmgen  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functione?i"  (Grelle J.  LXXII,  iy6 — 2^4).  Fer- 
ner istnoch  zu  erwähnen:  Königsb  erger:  „  Vorlestmgenüber  die  Theorie 
der  elliptischen  Ftmctio?ien".  II.  Leipzig  18^4.  J.  Sochocki:  „Be- 
stivi7nung  der  C07ista7ite7i  Factore7i  i7i  den  For77iel7i  für  die  li7ieare 
Tra7isfor77iatio7i  der  Thetafu7ictione7i.  Die  Gauss'schen  Summen 
tmd  das  Reciproeitätsgesetz  der  Legendre' sche7i  Sy77ibole"  (Pohlisch). 
Par.  De7ikschr.  i8y8.  0.  Rausenberger:  „Beitrag  zur  Ii7ieare7t 
Tra7isformatio7i  der  elliptischen  Fii7ictione7t" .  Grelle  J.  XGI,  33^ — 340, 
188 1,  und  J.  Thomae:  „Die  Go7istante  der  linearen  Transformation 
der  Thetafu7ictio7ie7i".  Gott.  Nachr.  188 j,  ig4 — ig8  u.  414.  Die 
Constantenbestimmung  für  die  Thetafunctionen  mehrerer  Veränderliehen 
durch  Summation  der  Gauss'schen  Reihen  ist  behandelt  von  H.  Weber 
„  Ueber  die  une7idlich  viele7t  Forf7ien  der  d--Fu7ictio7ie7i" ,  Grelle  J. 
LXXIV,  57—86,  187 1. 

Bei  diesen  verschiedenen  Untersuchungen  über  die  Theta-Func- 
tionen  macht  sich  der  Mangel  einer  einheitlichen  Bezeichnung  unan- 
genehm bemerkbar.  Kaum  zwei  Schriftsteller  stimmen  vollständig 
überein.  Die  namentlich  von  Hermite  und  Betti  gebrauchte  Unter- 
scheidung der  Theta-Funetioneu  durch  zwei  Indices  verursacht  bei 
Functionen  mit  einem  Argument  eine  unnötige  Complication  der  Formeln. 
Hermite  bezeichnet  nämlich  die  Function 
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+  00 


/ lynv  gin  [{'27)i  +  i^i)x+\w{2>n-{-/t)-\ 


mit  fc/^^^  ,,^  so  dass,  wenn  a-  für  jrx  und  q  fUr  c"^^*  gesetzt  wird 

Öü,o(-^')  =  '^;i(.f),  <9o,i(-^')  =  ^(^),  euo(x)  =  ^i{x),  ei,i{x)  =  id-i(x) 
wird.    Bei  Thetafunetionen  mit  mehreren  Veränderliehen  soll  die  Zweck- 
mässigkeit einer  derartigen  Bezeiehnungsweise  nicht  geleugnet  werden. 

Elementare  Betrachtungen  über  Transformation  und  Multiplication 
enthalten  die  folgenden  Aufsätze,  welche  sämtlich  in  Gruncrt  Arch. 
enthalten  sind.  U.  H.  Meyer:  „Sttr  les  fonctmts  elliptiques" .  XVI, 
joj — ^oS,  XVII,  8$ — J20.  Essen:  „Ergänzung  des  ersten  Jacobi'- 
schen  Theorems  von  den  elliptischen  Fu7ictionen  der  ersten  Art'. 
(XXI,  241 — 248,  418 — 422)  behandelt  namentlich  die  Transformationen 
gerader  Ordnung.  Baehr:  „Siir  la  transformation  des  fonctions  el- 
liptiques de  la  Premier e  espece".  (XXXIII,  354 — 368).  Baehr: 
„Sur  Ics  formules  pour  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques  de 
la  pr emier e  espece".     (XXXVI,  12^ — H^)- 

Zur  allgemeinen  Transformation  der  elliptischen  Functionen  sind 
noch  folgende  Abhandlungen  anzumerken,  deren  Resultate  nicht  aus- 
schliesslich auf  die  Theorie  der  Theta-Functionen  basirtsind.  Briosehi: 
„Sur  une  formule  de  transformation  des  fonctions  elliptiques" ,  C.  R. 
LXXIX,  106^ — 106 g,  18^4.  Sanio:  ,,De  fzmctiojtum  ellipticarum 
multiplicatione  et  transformatione ,  qtiae  ad  nu^nerum  parem  pertinet, 
commentatio" .  (Grelle  f.  XIV,  i — ßoj.  Her  mite:  „Sur  la  theorie 
des  transcendantes  ä  differentielles  alge'briques.  (Lio2iville  f.  IX,  1844, 
361  f.  und  C.  R.  XVIII,  II 41  f.).  Hermite:  „Extrait  de  deux  lettres 
ä  M.facobi   (Grelle  f.  XXXII,  283 — 2c?j/  facobi  Werke  I,  3gy — 40^). 

Die  Transformation  dritter  Ordnung  des  elliptischen  Integrals 
erster  Gattung  haben  Cayley  (Phil.  Mag.  (4)  XV,  363)  und  Her- 
mite (Grelle  f.  IX,  304)  direct  auf  eine  Invariantenrelation  der  bi- 
quadratischen Formen  zurückgeführt;  diese  Darstellung  findet  sich  in 
C  leb  seh:  „Theorie  der  binären  algebraischen  Formen",  Leipzig  18^2, 
405 — 40g.  Den  Ausgangspunkt  bildet  die  typische  Darstellung  der 
beiden  cubischen  Formen,  welche  die  Transformation  vermitteln,  als 
Polaren  einer  biquadratischen  Form.  Analoge  Transformationen  des 
elliptischen  Differentials 

^±c^x.idx-i 

a/-,     ö/;.    ^' 

das  sich  auf  eine  teruäre  cubische  Grundform  [{x^  x-i  x-^  =  0  bezieht. 
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sind  von  Aronhold  (Bcrl.  Ber.  iS6i)  und  Briosclii:  (C.  R.  LVI) 
ge'i:eben  worden.  Drei  quadratische  Transformationen,  welche  dieses 
Differential  in  ein  anderes  gleicher  Art  verwandeln,  stellte  Gundel- 
finger  auf  {Clcbsch  Ann.    VII,  44g — 45i)- 

Eine  namentlich  auf  die  „Fundaincnta"  sich  stützende  Darstellung 
der  allgemeinen  Transformation  findet  mau  bei  Gu  d er  m  a  n  n :  „ Theorie 
der  Modiila r-Ftmcttoneii  und  der  Älodular-hitcgrale".  XIII.  Abschnitt 
Grelle  J.  XIX,  244—285  und  XIX.  A.  ibid.  XXV,  336—394. 

§  50.  Feber  «lie  Diffcreiitialg'leicluiHg'eii,  welchen  die  Zähler  und  die  Nenner 
bei    den    elliptischen    Transforniationsformeln    nnd    Miiltiplicationsformeln 

genügren. 

Nach  den  Untersuchungen  in  §  37  (pag.  289)  wird  der  Differen- 
tialgleichung : 

dij  dx 


1) 
h  ( 

2)  y'JT^x 


i/(l— ?/2)(i— /2y-i)       y^/i/(i_a;2)(i— Ä2a;2) 
durch  den  folgenden  Wert  von  y  genügt: 


Die  Bestimmung  der  Coefficienten  ^1,  öo, . . .  &,„,  welche  auf  al- 
gebraischem Wege  wegen  erdrückender  Weitläufigkeiten  fast  unaus- 
führbar erscheint,  hat  Jacob i  veranlasst,  den  Zähler  und  Nenner  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  2)  unter  einem  Gesichtspunct  zu  be- 
trachten, welcher  von  der  Auffassungsweise  der  „Fimdavicnta"  gänz- 
lich verschieden  ist.  Jacobi  hat  Differentialgleichungen  aufgestellt, 
welchen  die  bemerkten  Zähler  und  Nenner  genügen.  Diese  Differen- 
tialgleichungen umfassen  zwei  verschiedene  Untersuchungen,  je  nachdem 
es  sieh  um  eine  partielle  oder  um  eine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chung handelt. 

Was  die  partielle  Differentialgleichung  anbelangt,  so  ist  dieselbe 
zuerst  in  Grelle  J.  III,  403,  Ges.  Werke  I,  264  erwähnt  und  zwar 
mit  den  Worten:  ,Je  suis  parvenu  ä  resoudre  un  probleme  dont  la 
diffieulte  avait  elude  long-temps  tous  mes  efforts,  savoir  de  trouver 
l'expression  generale  et  algebrique  des  formules  de  multiplication". 
In  der  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques"  (Grelle  J.  IV, 
185,  Ges.  Werke  I,  266)  hat  Jacobi  ohne  Beweis  eine  partielle 
Differentialgleichung  mitgeteilt,  welcher  die  Zähler  und  Nenner  sowohl 
der  Transformations-  wie  der  Multiplicationsgleichungen  genügen. 
Einer  Andeutung  zufolge  scheint  Jacobi  durch  die  partielle  Differen- 
tialgleichung, welcher  die  vier  Theta-Funetionen  genügen,  zu  dem  fol- 
genden Resultate  gelangt  zu  sein. 
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Die   Mitteiliiiii::   von   Jacobi   l)eselir;inkt    sich    nur    anf   folgende 
wenigen  Formeln.     Man  setze  zur  Vereinfachung: 

3)  x\/k=t,  Ä-+^.  =  «, 

wodurch  die  Gleichung  2)  übergeht  in: 

A\  \/T—     ß'n  +  B,n-lf^-^  .  .  .  +Z?l^-"'--  +  ^/-"' 

oder : 

\  V=t {B„,+B,n^if-+  ...+B,  /■^'"-^+i?/n 
'^^  \V=B+B^r-+  ...-\-  B„,  r-'" 

gesetzt,   y\/l=z—-    Es  ist  dann: 


6)  B=\l7~M^  i^-n  = 


l'       ..  11/    //' 


k'M       '"       MV   kk'M 
Für   1m-\-\  =  n  genügt  jede   der   Quantitäten    U  und    V  aus   5)   der 
pai"tiellen  Differentialgleichung : 

7)      2/K«--4)|^  =  «(«-l)//;2_^(»-l)(a/— 2a|f+(l-«^2+^4)^!^^. 

Diese  Formeln  Jacobi's  wollen  wir  jetzt  herleiten.     Zur  Vereinfachung 
nehme  man  in  fh{z,q): 

8)  rv=^^.q  =  e-^'\ 

also : 

9)  O-iz,  q)  =  ^{^—lYe-^^^s'+^s^i 
Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar: 

dd-{z,q)  d'-&(z,q) 

Die  vorstehende  partielle  Differentialgleichung  gilt,  wie  man  sehr  leicht 

findet,  für  jede  der  vier  Theta-Functionen. 

Man  nehme  in  der  Gleichung  10)  7i  z  staft  ^,  n  w  statt  m ;  oder  z  un- 

w      2r  i 

verändert statt  ii\  wo  ;•  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     In  beiden 

n        n 

Fällen  nimmt  die  Gleichung  10)  folgende  Form  an: 

11)  ^n-—-=n-- 

div  dz^ 

Zufolge   der  Bedeutung   von    w  aus   8)   ist   in  11)  6^  gleich  einer 
der  Functionen : 

Irni    1 

wo  //  =  0,  1,  2,  3  ist.     Diese  Functionen  bilden  aber  nach  den  §§  39 
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und  41  die  Zähler  und  Nenner  der  Transformationsg-leicliungen  für 
die  ungerade  Primzahl  n.  Es  genügt,  die  Resultate  einer  Transforma- 
tion genauer  zu  betrachten.  Auf  die  beiden  Gleichungen  C)  und  14) 
von  §  39  nämlich: 


12) 


w— 1 
2 


^(«-,.")=||;//^(.+^^..), 


2 
n—\ 


<P{<f) 


^,(nz,^«)  =  (-l)  ^  |%j//^.(-+'^'  ci\ 


wende  man  die  Gleichungen  6)  und  8)  auf  pag.  147  für  x^=z  an,  d.  h. 
die  Gleichungen : 

Hierdurch  ergiebt  sich,  wenn  die  Gleichungen  12)  noch  durch  i^"(z,  q) 
dividirt  werden: 


7tr 


13)   { 


^  (W2,  ^") 


n— 1 


(>^l(2) 


^«(2,^)  ^"-1(0)^(2)^1- 


n 


wo: 


w— 1 

2 


Auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  13)  ist  zur  Vereinfachung  das 
zweite  Argument  q  weggelassen.  Die  erste  Gleichung  13)  giebt,  2  =  0 
gesetzt : 

^(0,g")_      Q 

wodurch  0  bestimmt  ist.  Man  setze  hieraus  den  Wert  von  Q  in  die 
Gleichungen  13),  führe  ferner  rechts  die  elliptischen  Functionen  ein 
und  setze: 

2Kz 


sn 


=  .T,    X  \/k  =  t, 


es  folgt  dann: 
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14) 


2 


^(^*^'  ^  ^  .9-^r  ~    ^  (0)    ^/  V  ~^ 


Die  rechts  stehenden  Terme  dieser  Gleichungen  kann  mau  als  Neuner 
und  Zähler  des  Wertes  von  y[/l  in  4)  für  2m-\-l=7i  ansehen;  man 
erhält  dann,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  für  ß  und  B,n 
dieselben  Werte  wie  in  6).    Es  ist  nämlich 

d-{0)  y   k'  K 

d.  i.  nach  Gleichung  19)  §  89  S.  303: 

^(0,  ^")    I  /~r 


■ß-(0)  V  nk'M 

Dieser  Term  unterscheidet  sich  von  ß  in  6)  nur  durch  den  constanten 

Factor  —7=-.    Zur  Vereinfachung   werde    die   rechte   Seite   der  ersten 
\/n 

Gleichung  14)  durch  B  bezeichnet.    Es  ist  dann: 

oder  umgekehrt: 

15)  &inz,q^)  =  H-^„_^y 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  genügt  der  partiellen  Differential- 
gleichung 11).  Man  schliesst  hieraus  unmittelbar,  dass  der  Gleichung 
11)  durch: 

16)  ^-^#»=1(0)' 

genügt  wird,  wo  //  der  Zähler  oder  Neuner  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  4)  für  2w-f-l  =  n  ist. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  10)  nz  statt  z,  so  wird  dieselbe: 
d{^ (wz,  q)  d^  & (nz,  g) 

^^)  ^""  "tf«r-   =^— dfz^' 

Nun  ist  aber  nach  §  44: 

dem  Nenner  von  sn proportional.     Wird  dieser  Nenner  durch  ffi 

JC 

bezeichnet,  so  genügt  folglich  —-, — ^^    der   partiellen    Differentialglei- 

Eniieper,  ellipt.  Fiiiictiuneii.     2.  Autl.  28 
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^11  Kz 
ebuug:  17).    Dasselbe  gilt,  wenn  statt  H^  der  Zähler  von  sn ge- 
nommen wird. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  die  Gleichungen  11)  und  16) 
gelten,  wenn  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  Transformations-  oder 
Multiplicationsgleichungen  ist;  für  die  Multiplication  hat  man  einfach 
m2  statt  n  zu  setzen. 


Da  ^(0)  = 


wie  folgt  darstellen: 


jt 


-1  so  lässt  sich   der  Wert   von   6  in   16)   auch 


e  =  H 


&"(z) 


n— 1 


JC 


Substituirt  man  diesen  Wert  von  0  in  die  Gleichung  11),  dividirt  auf 
beiden  Seiten  durch  jt,  so  folgt: 


4:71 /dH      nH  d»(z)     n—1     dlogk'E 
jt\dTV     &{z)    drv  2  dw 


d'-H  ^  ^   dH    1    dd-{z)  ,     ,       ^,„ 


"  1    dd-{z) 
d-(z)    dz 


+ 


nff  d'-d'iz) 
d-{z)    dz'^  ' 


Nimmt  man  in  dieser  Gleichung: 

Md-(z] 


=  JC 


d^  &  (z) 


drv  "    dz'^ 

so  lässt  sich  dieselbe  auf  folgende  Form  bringen: 

~2d\ogk'K     dHogd-iz) 

JC 


^c>.4:ndH      d'^H  ,  ^  dff    1    dd-{z)  ,     ,        .„ 
'  üt  dw       dz^-  dz  ^{z)    dz  ' 


drv  dz"^ 

In  Folge  der  Gleichungen  14)  §  29  S.  228  und  der  Gleichung  27)  auf 
S.  232  ist: 


19) 


dK 

dk  '' 


K        E 

'  k  '^kk'-^ 


dk  '' 


drv 
dk 


-Jt 


2M'2Ä'2 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden : 
{  dk       —'ikk'-^K'^ 


20) 


drv 
dk'K 


Jt 
dk'K  dk 


2k' K'^ 


drv  dk    drv 

dlogk'K      2Ä 


:7r 
(K-E). 


(K-E), 


drv  Jt 

Nimmt   man    in    der  Gleichung  26)  §  28  (S.  220)  z  statt  a:,   so   wird 
dieselbe : 


,  „    ,"2Ä'  „/       2ür2\      2^2Ä2' 
+  2n  I  —  j&   am 


I 
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21)  °-V':  =  — El  am  

dz  Jt       \        Jt  J      ji     JC 

Durch  Differentiation  nach  z  folgt  hieraus: 

dz"^  \  Jt  J  Jt        Jt    Jt 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichungen  20)  und  21) 

nimmt  die  Gleichung  18)  folgende  Form  an: 

4:tidff      d'^B  ,      ,       ^.^ßkK\^    ^'iKz 
—  -r-  =  -z-^-\-n{n—l)H[ sn2 

Jt  dw      dz^  \  Jt   J         Jt 

]dH 
dz 

Führt  man  links  mittelst  der  ersten  Gleichung  20)  k  statt  7v  als  un- 
abhängige Variabele  ein,  setzt  ferner: 

22)  ^  =  z^, 

Jt 

so  nimmt  die  partielle  Differentialgleichung  für  H  folgende  einfachere 
Form  an: 

dH 
du 

Um  die  von  Jacobi  aufgestellte  Form  dieser  Gleichung  zu  erhalten 
muss  man  \/k^Tiii  statt  u  als  unabhängige  Variabele  einführen.  Da 
sn  u  von  k  abhängig  ist,  so  ist  es  nötig  den  Differentialquotienten  dieser 
Quantität  in  Beziehung  auf  k  darzustellen.    Es  sei: 

ds  2Kz 


J TT  JO     LT 

23)     — 2wM'2^  =  ~-^n(n—i)Hk^  sn2M+2n 
dk       du^ 


^(amw)— -^ 


24) 


— k'^  sin^*         ^ 


Hierzu  nehmen  wir  die  Gleichung  3)  §  29  (S.  227) : 
dF{<p)^     F{(p)     Ejcp)     /fsinycosy 
^  dk  k    '^  kk'-^         k"^A{(p)    ' 

wo  F{q))  und  E{ff)  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
mit  dem  Modul  k  sind.  In  der  Gleichung  24)  sehe  man  tp  als  von  k 
abhängig  an  und  differentiire  unter  dieser  Voraussetzung  nach  k,  hier- 
durch folgt: 

A{(p)Jk^'    dk     ~  jtW 
Mittelst  der  Gleichungen  19)  und  25)  erhält  man  hieraus: 

„„.  1     d(p       Ifr...     2/iz\        ^  ( rr  .     2Ez\      k sing) COS (p 

OJ/'r  2Kz 

Nach  24)  ist  Fiw)  =         •  Nimmt  man  wieder  wie  in  22)  =  m,  so 

JT  Jt 

giebt  die  Gleichung  24)  9p  =  am  u^  wodurch  die  Gleichung  26)  übergeht  in: 

28* 
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damu 

dk  1   /„,        .     uE\  .  A'suwcnw 


= -^(^(amu)-^) 


dnw  kk"^\   '       '      K)  '    A-'^dnM 

Durch  Multiplication  mit  cn  w  dn  u  folgt  hieraus : 
d%\iu  /  „ ,        ,     w^XcüM  dnw  .    k 

und  weiter: 

27)  2M'^^i^" 

==  (1  +  ^2— 2A:2sn%)snw[/^— 2  [^(amw)— ^  jcnMdn?^!/^. 

Im  Folgenden  führe  man  /;  und  /Xrsnw  statt  k  und  m  als  unab- 
hängige Variabelen  ein  und  setze  t==  /^snw.  Der  Differentialquotient 
von  //  in  Beziehung  auf  die  explieite  vorkommende  Quantität  k  werde 
eingeklammert.    Es  ist  dann: 

djj_dl 

o8^  dH_fdH\dUdt^    dü_dHdt^    dm  _     dt  du  dt 
dk       \dk)      dt  dk^  du       dt  du    du^  dt    du 

Wegen: 

29)  t  =  \/'kmu 

ist  nach  27): 

30)  2M'2~  =(i+^-i_2^r-)^_2/'^(amM)— -^W[l— ^^t^^2^^4]/t 
ferner : 


Mittelst  der  Gleichungen  28)— 31)   nimmt   die  Gleichung  23)  folgende 
Form  an,  wenn  durch  k  dividirt  wird: 

— fi) 

Setzt  man  endlich  l-^k'^  =  ka,  also: 

,JdH\  dH 

-^\Tk)  =  ^'''-^^da' 
so  ergieht  sich  wieder  die  Gleichung  7).    Es  ist  selbstverständlich,  dass 

die  Differentiation  nach  a  sich  nur  auf  die  Coefficienten  i?,  ßy Bm 

in   den   Gleichungen   5)   bezieht,  wenn  in  7)    //  =  U  oder  H  =^  V  ge- 
nommen wird. 
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Für  die   Multiplicationsformeln   treten   an  Stelle   der  Gleichungen 
4)  und  7)  die  folgenden: 

32)  i 


2 
33)    2«2(«2— 4)^^=  «2(^2— l)^r-  +  («2— l)(a^— 2/3)^/^  +  (l_«/2  +  ^4)^. 

ucc  dl  dt- 

In  32)  ist  n-=  2w+l.  Setzt  man  den  Nenner  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  82)  gleich  //,  so  müssen  in  der  Gleichung  33)  die  Fac- 
toren  der  Potenzen  von  t  durch  diese  Substitution  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  sein.    Man  erhält  so: 

B  =  \/n,  A  =  0,   3 .  4^2+^2  («2—1)  ^  =  0, 
5  .  653  +  4(^2—4)  ccB-i  =  0, 

7  .  8  ^4  +  6  (n2— 6)  a  ^3  +  («2—4)  (^2— 5)  Bi  =  2n'-  («2—4)  ^ . 

da 

w2 — 3 
Es  ist  allgemein  von  ;•  =  3  an  bis  r  =  —  —  • 

(2r+l)(2r  +  2)Z>'.+i  +  2r(«2— 2r)a5.  +  (w2— 2r  +  l)(«2_2r  +  2)Z>V-i 

=  2«2(a2_4)^. 
da 

Für  die  letzten  Coefficienten  bestehen  die  Gleichungen: 

2.3.  5„2_3+(h2— 1)  aB^2_i  =  0,   5„2_i  =  \/^. 

2  2  2 

Diese  Gleichungen  hat  Jacobi  ( Cr  eile  J.  IV,  i86,  Ges.  Werke 
I,  286)  aufgestellt.  Eine  Herleitung  der  Differentialgleichung  33)  fin- 
det man  in  der  früher  erwähnten  Abhandlung  von  Betti  (Brioschi 
Ann.  IV,  32  u.  f.).  Einige  Bemerkungen  über  die  Integration  der 
paiüellen  Differentialgleichung  33)  von  Cayley  unter  dem  Titel  „Note 
sur  les  fo7ictions  clliptiqiies"  finden  sich  in  Grelle  J.  XXXVII,  ^8 — 60. 

Statt  durch  eine  paiüelle  Differentialgleichung  hat  Jacobi  die 
Zähler  und  Nenner  der  Transformationsgleichungen  durch  gewöhnliche 
Differentialgleichungen  definirt.  Die  Abhandlung  ,,De  functionibus 
ellipticis  commentatto  prima"  enthält  mit  Beziehung  hierauf  folgenden 
Satz:  „Quod  sane  est  theorema  memorabile,  satis  reconditum,  uumera- 
torem  et  deuominatorem  substitutionis,  ü\  V  singulos  de- 
finiri  posse  per  aequationem  differentialem  tertii  or- 
dinis."  (Grelle  J.  IV,  jy/;  Ges.    Werke  I,  jojj. 

Im  vorliegenden  Falle  haben  U  und  r  folgende  Bedeutungen. 
Setzt  man  o;  =  sn  m  und 
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34)  -(|'')  =  F 


SO  sei: 


35) 


U=  ^  (l-\-Ax^-\-A.,x^i-  . . .  4-A^a;«-!), 


V 


=  l-l-Bix'^+B.x*-}-  . . .  -i-Bn-iX 


,,n—l 


Diese  Werte  von  U  und  V  unterscheiden   sich   nur   unwesentlich  von 
den  in  5)  aufgestellten.    Die  Gleichungen  13)  und  16)  von  §  41  geben: 

n — 1  n — 1 

2 
n — 1  , 

Bn-1  =  (-l)"^A«-i/7sn24rcö,       ^^^-^  =  //snUrco, 
folglich : 

_n— 1 

^»-^  '■"2 

36)  -r^  =  —  ^  sn'Urco  =  — (),  B„-i  =  An-i.-jYri.' 

2 

WO  in  der  ersten  Gleichung  q  zur  Abkürzung  für  die  Summe  gesetzt  ist. 

Jacobi  hat  seinen  Satz  durch  Betrachtung  der  Transformations- 
formeln und  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  gefunden.  Mit 
lebendigem  Interesse  wurde  die  schöne  Entdeckung  Jacobi's  17  Jahre 
nach  ihrer  Veröffentlichung  von  Eisenstein  wieder  aufgenommen. 
Eisenstein  ist  mehrfach,  unter  Anwendung  sehr  einfacher  Principien, 
auf  den  bemerkten  Gegenstand  zurückgekommen  und  hat  in  die  Re- 
sultate Jacobi's  sehr  allgemeine  Betrachtungen  hineingetragen,  durch 
welche  sich  die  meisten  Arbeiten  des  ungemein  begabten  Mathematikers 
so  sehr  auszeichnen.  Die  Untersuchungen  von  Eisenstein  sind  ent- 
halten in :  „Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  (Grelle 
J.  XXXII,  5^ — 70,  Math.  Ahh.  i^g — 170).  „Ueher  die  Differential- 
gleichungen, züclchen  der  Zähler  und  der  Neugier  hei  de7i  elliptischen 
Transformationsformcln  genügen".  (Grelle  J.  XXXV,  147 — 1^2,  Math. 
Ahh.,  207 — 212).  Die  folgende  Deduction  der  Jacobi'schen  Gleichungen 
ist  den  „Beiträgen"  entnommen. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

Q7\  I  9^(^)  =  Ä-{-Bx-{-  Cx^-{-Bx^+Ex\ 

)  \  rp(y)  =  A'+B'y+  CY-\-DY-\-EY- 

Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Differentialgleichung: 
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38) 


dy     dx 

Es  sei  /*=0  ein  algebraisches  Integral  der  Differentialgleichung  38) 
der  Art,  dass  die  Function  P  nur  ganze  Potenzen  von  x  und  y  ent- 
hält und  in  Beziehung  auf  x  vom  n*^"  Grade  ist.  Es  seien  a^i,  Xi^...Xn 
die  Wurzeln  von  P  =  0  nach  x  aufgelöst;  bezeichnet  man  den  constan- 
ten  Factor  von  x"  durch  Cq,  so  ist: 

P=  Cü  (X—Xi)  (x—X-i) (X—Xn), 

WO  .Ti,  xo, . .  .x„  von  y  abhängen.  Die  vorstehende  Gleichung  nach  y 
differentiirt  giebt: 

(  1  dP  _^ 1_  dxr 

■^■B  nr.  _ — n 


39) 


Pdy 

1  dP 


d 


Pdy 


-S^ 


Xr — X  dy 

d^x, 


.y. 


dx, 


dy  '^^Xr — X  dy"^       -^^(Xr — x)\  dy 

Ist  nun  X  eine  der  Wurzeln  x^,  X2,...xn,   so  giebt  die  Gleichung  38): 

dx \/g){x) 

^ä^x  ^       g)'{x)      dx      \/'^W{y)  ^(p\x)     \/(p{x)y)'{yj^ 
dy^        \/g:(x)y)(y)dy         [/^s  p(y)        ^/^^ 

Setzt  man   hierin  x  =  Xr,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  39)  auf  fol- 
gende Art  darstellen: 

idP^    1    yy^jxr)  ^ 

Pdy       ^^        Xr—x  ' 
,1  dP 


d 


Pdy  ^ V/(y)    -yl/yCrcr) 

dy  2l/^Kiö^ 


Xr X 


1       y  ^\Xr) 1_  'y      q){Xr) 


2ip{y)'^^Xr—x     ^{y)'^{Xr—xy^ 


1  dP      d\ogP  .  , 

^     gesetzt, : 


(p{Xr) 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar,  - -r- = 

Pdy  dy 

Nun  ist  nach  dem  Satze  von  Taylor: 

(p{Xr)  =  <f  {Xr X-\rX) 

(\   1  Xr       X    •/    \   ,  \Xr       X)       n  /    \    ,    \Xr       X)      ....    ..       \Xr       X)       j-n ,    , 
x)^r  -^— 9>(a:)+^     ^       q>'\x)^  —~-^>{x)^- — -^^(p'\x\ 


9'M  =  <p'{x)+'^q>''{x)-\-^^''^<p'''{x)^-^^^<p^\x\ 


also: 
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/  fp'jxr)       2g){xr)  ^      (p'{x)        2y(ct-) 

^  I  +,,_.,,^)+(._,),5^). 

Nach  37)  ist: 


also; 


?:^=,+«.,?^  =  ,^, 


{x—x)'^^+{Xr--xy-^^-^  =  DXr+2Ex?—Dx—2Ex\ 


Wendet  mau  diese  Gleichimg  und  die  Gleichung  41)  auf  die  Gleichung- 
40)  an,  so  wird  dieselbe : 

^   ,  ^dnogP  ,     ,,  ,d\ogP  „  r%^     1 


42) 


d\f-  dy  ^^Xr — X 

—2(ß  {x)  'S  7 — ^^^x^—7iDx—2nEx'^  +  D^Xr  +  2Ei:xl . 
^^  {Xr — xy- 

Wegen  der  Bedeutung  von  P  ist  aber  auch: 

d\ogP _  V'     1     _     V'     1        rf^log/^_     v^        1 

dx         ^^x — Xr  ^^Xr — a;'      dx'^  -^^(Xr — x)^ 

Hierdurch  wird  die  Gleichung  42)  in  folgende  transformirt : 

/      ,,d2iogP      ,.   dlogP        ,.  .dlogP 

,  ,^        I  ^^(^)  ^+^  (^>--#-  =  ^  (^^>  -^- 

-^        \  dHosP 

(  +  2^)  Gi-)  -^ nDx—2nEx^  +  Z>^a;r + 2Ei:xl, 

oder  auch: 

^      .,r?2l0g/>,       ,,   ,<?l0gi>         .,/^-.  /^^^      ^a; 

—nDx—2nEx'^ + i^^^r  +  2^^a:^. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  einfacher  auf  folgende  Art  darstellen: 

44)2ip(j/)^^-  +  tp'(y)'^^-  =  2'^^--7iDx-2nEx-''  +  D2xr  +  2E2xl, 

wo  die  neue  Variabele  u  durch  die  Gleichung 

45)  -4^=  du 

\Jcp{x) 

du 
definirt  ist.     Setzt  man  ~-~~~  =  dv,  so  geht  die  linke  Seite   von  44) 

l/V^(2/) 
über  in:  2  — 7-?-- • 

Es  sei  nun  P  linear  in  Beziehung  auf  y: 
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46)  P  =  ü-Vy, 

wo  U  und  r  Functionen  von  x  oder  u  sind.  Sieht  man  U  und  V  als 
Functionen  von  ic  an,  so  sollen  die  Differentialquotienten  derselben 
nach  u  durch  V,  V\  ll'\  V".  .  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  46) 
giebt  dann: 

d\o^P ^_    dno^P_     / r    \2 

dy     ~~     lJ^ry~d^~~     [ü^Vi)' 
d"-  log  P       U"—  V"y      (V—  V  'y  V 


dvT-  U—Vy        \  U—Vy 

Durch  Substitution  dieser  Differentialquotienten,  der  Werte  von  ^){y) 
und  ip'iy)  aus  37)  nimmt  die  Gleichung  44)  endlich  die  Form  an: 

i2{Ä+D'y+Cy--^D'y^+i:y^)r'^+{B'-\-^C'y-\-^DY-+AEY)W-ry)V 
47)  {         =  2{U'—V'yy-—2{U—VyW''~V''y)-]-{nDx  +  2nEx%U—Vyr- 

\  -(PXi'r  -\-2El'xl)(ü—  Vy)\ 

Aus  dieser  allgemeinen  von  Eisenstein  (Math.  Abh.  i66)  aufgestell- 
ten Gleichung  lassen  sich  die  Jacobi'schen  Differentialgleichungen 
herleiten. 

Zur  Vereinfachung  nehme  mau  in  37): 

I  ^  =  1,  ^  =  Z>  =  0,  6'=  — (l+Ä-2),  E=  k\ 


Die  Differentialgleichungen  45)  und  38)  geben  dann: 
X  =  sn  7^,  y  =  sn  (  —  5  / 

Da  nach  34)  sn(— »  /j  =  -;,  so  ist  /'=  U—J'y  =  0;  setzt  man  hierin 
die  Werte  für  U  und  V  aus  35)  ein,  so  erhält  man: 

^n— 1  -4„— 3 

2    .  „         /,  ,,«—1 


.,  x"—Bn-i yx"-^  H — -■- x" --...  =  0. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt: 


Xxr  =    ,  '    My,  ^;r^=    — "-  My  /  —2-~-~, 


d.  i.  nach  36): 


Zxr  =  -I^ ,   2x-  =  [%^'+2Q. 


kM 
Nach  48)  und  der  vorstehenden  Gleichung  wird  die  Gleichung  47); 
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=  (U'—V'y)^—  {U—  Vy)  (U"—  V"y)-^nk^-  {ü—  Vy^  sn^  u 

^kHU-Vyy\^(J^Jf-  +  2Q 

Da  die  Factoren  g-leicher  Potenzen  von  y  auf  beiden  Seiten  einander 
g:leich  sein  müssen,  so  ergeben  sich  fünf  Gleichungen,  von  denen  zwei 
identisch  sind,  welche  aus  den  Factoren  von  ?/3  und  y*  folgen.  Die 
übrigen  Gleichungen  sind: 


49) 


yt2  {2Q—n  sn2  w)  J/2+  ^  =  t/'2_  UU", 

2^2  (2Q—fi  snhi)  J/F+  ^^UV  =  W  V'—UV"—Vü'\ 

P-TP- 
Ä:2  (20— ?i  sn2M)  F2+  '-^  =  F'2—  FF". 

^  if2 


Die  Elimination  von  Z7"  und  V"  zwischen   diesen  Gleichungen   giebt: 

(F2— ^2)(p2_^2^2) 


{VÜ'—V'ÜY  = 


M"^ 


was  auf  die  Substitution  von  y  =  —   m    die   Gleichung   38)   hinaus- 
kommt.   Man  kann   also   statt  der  dritten  Gleichung  49)  die  folgende 

setzen : 

50)  rv-rv=  \/(v^-n^)^v^m, 

^  M 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  49)  lässt  sich  mittelst  der 
Gleichung  50)  eine  der  Functionen  U  oder  V  eliminiren,  für  die  übrig 
bleibende  Function  ergiebt  sich  dann  eine  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

F'2— FF"— Ä:2  (2p— w  sn2M)  F2  „, 

^n ^^   =  ^' 

und  ^^=Fsinö,  so  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  49)  und  der 
Gleichung  50): 

S=  sinö,  ö'  =  ^\  A{o)  =  l/l— /2sin2(j, 
folglich : 

o,  f        COSöJ(ö) 

5'  ==  COS  ö  .  ö'  =  — -^^-^ 

und  hieraus: 

^2  (1-52)  (1-/252) 

was  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für  F  ist. 
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Setzt   man   die  Werte  von  U  und  V  aus   den  Gleichungen  35)  in 

die   beiden   ersten   Gleichungen  49),  darauf  a;  =  8nM,   so   erhält   man 

Gleichungen    zur  Bestimmung  der  Coefticienten   ^],.,^„_i,  B^^..Bn-i^ 

2  ~ir 

ein  Verfahren,   welches   indessen   wegen   seiner   Weitläufigkeit  kaum 

einen  Vorzug  verdienen  möchte  vor  den  algebraischen  Untersuchungen 

in  §  37. 

In  der  ersten  der  oben  bemerkten  Abhandlungen  hat  Eisenstein 
sich  nicht  allein  auf  die  Form  ü — Vy  von  P  beschränkt.  Die  Form, 
in  welcher  Euler  das  Additionstheorem  dargestellt  hat  [§  25,  Glei- 
chungen 6)  und  10)]  giebt  für  P  die  Form  P^Ly--{-2My-{-N,  so  dass 
der  Differentialgleichung  38)  durch  die  Gleichung  P=Q  genügt  wird. 
Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Rechnungen  scheint  wegen  der  Com- 
plication  der  Formeln  unthunlich  zu  sein. 

Die  Gleichungen  49)  hat  Gudermann  auf  ähnliche  Art  wie 
J  a  c  0  b  i  hergeleitet.  Man  findet  die  Differentialgleichungen  für  Zähler 
und  Nenner  von  sn  nu^  wenn  n  ungerade  ist,  in  Grelle/.  XIX,  282 — 28^ 
aufgestellt,  die  entsprechenden  Gleichungen  für  die  Substitutionen  n*®** 
Grades  finden  sich  am  Ende  der  „Theorie  der  Modular-Functio7ien" 
(Grelle  J.  XXV,  39^-394)- 

Mit  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  wel- 
cher U  und  r genügen,  hat  die  1829  geschriebene  Bemerkung  Jacobi's 
ihre  Gültigkeit  noch  nicht  verloren:  „Integrale  completum  aequationum 
differentialium  tertii  ordinis,  quibus  functiones  U,  V  definiuntur,  in 
promtu   esse   non   videtur"    (Grelle  J.  IV,  jy/;    Ges.   Werke  I,  304). 


Dreizehnter  Abschnitt. 


§51.  Die  Modiilargleichnugeu.  Differeiitialg'leichiius?  dritter  Orduiing'  zwischen 
dem  primitiven  nud  dem  traiisformirteu  Modul.  Der  Mnltiplicator  und  die 
Mnltiplicatorgleieliiiug.  Die  Transformation  der  elliptisclien  Integrale  zweiter 

(xattung. 

Setzt  man: 


in: 


1)  (/  = 

2) 


dy  dx 


1/(1— J/2)  (1— /2|/2j        M  l/(l_a;?.)(i_^2^.2) 
so  lassen  sich  nach  dem  vorhergehenden  §,  oder  auch,  mit  Hülfe  der 
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algebraischen  Prineipien  von  §  37  die  Coeffieienten  Ji,  h2,...bm  be- 
stimmen, wenn  der  Modul  l  in  Function  des  Moduls  k  bekannt  ist. 
Nach  §37  (S.  289)  sind  *i,  b.2,..bm  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt,  deren 
Coeffieienten  von  k  und  /  abhängig  sind.  Die  vollständige  Lösung 
des  in  §  37  aufgestellten  Transformations-Probiems  erfordert  also  die 
Bildung  der  Relation  zwischen  k  und  /.  Diese  Relation,  welche  nach 
§  37  die  Form  einer  algebraischen  Gleichung  bat,  führt  nach  dem 
Vorgange  von  Jacobi  den  Namen  Modulargleichung  (Fmid. 
§  2g,  Ges.    Werke  I,  122). 

In  den  „Rech.  s.  l.  foiid.  eil."  hat  schon  Abel  bemerkt,  dass 
zwischen  /  und  k  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  2m +2  statt- 
findet (Grelle  J.  III,  lyö,  Oeuv.  I,  2j8,  2.  ed.  I,  3^2),  wo  2m +1  eine 
beliebige  ungerade  Zahl  ist;  einige  weitere  Bemerkungen  über  diese 
Gleichung  sind  im  „Precis"  (Chap.  IV  §  4)  enthalten.  Die  wenigen 
gehaltvollen  Bemerkungen  scheinen  nur  die  Vorläufer  sehr  umfassender 
und  tiefgehender  Untersuchungen  gewesen  zu  sein,  deren  Darlegung 
Abel  leider  nicht  vergönnt  war. 

Es  scheint  fast,  dass  ein  Hauptzweck  der  Herstellung  der  Modular- 
gleichung ursprünglich  darin  bestand,  die  in  1)  enthaltene  Transforma- 
tionsgleichung, wenn  auch  nicht  wirklich  auszuführen,  doch  möglichst 
vollständig  zu  definiren.  Jacobi  bemerkt  (Grelle  J.  IV,  18^,  Ges. 
Werke  I,  26'/)  in  Beziehung  auf  die  im  vorhergehenden  §  aufgestellte 
paiüelle  Differentialgleichung:  „L'equation  modulaire  etant  supposee 
connue,  l'equation  (aux  differences  partielles)  sufnt  pour  trouver  toutes 
les  quantites  B.,  B^. . .  exprimees  en  fonctions  rationelles  des  deux  mo- 
dules  k  et  /.  On  pourra  donc  dire  en  queique  sorte  que  cette  equation 
contienne  la  Solution  generale  du  probleme  de  la  transformation  des 
fonctions  ellii)tiques ,  et  sous  une  forme  tout  ä  fait  differente  de  celle 
sous  laquelle  nous  l'avons  fait  connaitre,  Mr.  Abel  et  moi,  dans  nos 
recherches  sur  cette  matiere."  Diese  Auffassungs weise  der  Modular- 
gleichung ist  später  dahin  modificirt  worden,  dass  dieselbe  für  die 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  hervorragender  Bedeutung 
ist.  Es  liegt  in  der  Modulargleichung  für  die  Transformation  ?i*^" 
Grades  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  w+1  vor,  deren  Wur- 
zeln sämtlich  bekannt  sind.  Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  hat  die 
Bildung  von  Modulargleichungen  ein  besonderes  Interesse  und  der 
mathematischen  Untersuchung  ein  weites  Feld  erschlossen.  Es  können 
hier  nur  einige  der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Modulargleichungen 
angeführt  werden,  deren  Theorie  noch  fortwährend,  mehr  wie  ein  an- 
derer Zweig  der  elliptischen  Functionen,  die  Aufmerksamkeit  der 
Mathematiker  in  Anspruch  nimmt. 
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Die  sehr  weitlJlufigeu  Reehmingen ,  welche  die  ITerstellung;  von 
Modulargleichungen ,  selbst  geringeren  Grades,  nach  sich  zieht,  haben 
Jacobi  schon  sehr  frühe  dahin  geführt,  die  algebraische  Gleichung 
durch  eine  Differentialgleichung  zu  ersetzen.  In  einem  Briefe  vom 
2.  April  1828  teilt  Jacobi  an  Grelle  mit  ( Cr  eile  J.  III,  1^4;  Ges. 
Werke  I,  2^jJ,  dass  die  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  sieh  durch 
eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  ersetzen  lässt,  welchen  Wert 
auch  m  in  der  Gleichung  1)  haben  möge.  Dieses  merkwürdige  Resultat 
findet  sich  in  §  j2  der  „Fundamenta"  (Ges.  Werke  I,  12g  u.  fg.) 
abgeleitet.  Man  kann  das  dort  eingeschlagene  Verftihren  noch  etwas 
vereinfachen  und  verallgemeinern. 

In  Folge  der  Gleichungen  14)  und  18)  von  §  29  (S.  228  u.  232)  ist: 


dk\  Kj  2M'2ä'2 

Es  seien  « ,  &,  «',  ^  Constanten.     Setzt  man : 

^\  c      aK-]rh'K'  , 

so  ist  nach  3) 

(,.  dS jc{ab' — dh) 

^  dk^        2M'2^2~' 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  auf  S.  227  genügen  Zund  K'  der- 
selben linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Da  nun  Q  = 
aK-\-hK\  80  ist  auch: 

oder  durch  Q  dividirt: 

k{l—k-^)  d^O   ,  1—3^2  dQ      ,_^ 
^^  0        dk^'^      0      dk~^~^- 

Durch  Elimination  von  Q  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung 
5)  folgt  für  S  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.  Nimmt  man 
in  5)  die  Logarithmen  beider  Seiten,  so  ist: 

1      ^  li     ^^-^  ,  li     ab—ab'        1,      ,      1,     .       ,„^ 

logQ  =  — -log  -  +  -log — - — jt—-\ogk-^\og(l—k^). 

Diese  Gleichung  differentiire  man   nach  k  und   setze   zur  Abkürzung: 

7) 
Es  ergiebt  sich  dann: 

8) 
Eine  weitere  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert; 


d,     dS 
dk^'^dk 

= 

dk"^ 

dS 
dk 

=  T. 

IdQ 

T 

1 

1— 

ik'- 

Qdk 

2 

2^(1- 

-yt2) 
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0  dk'^       \QdkJ       2dk   '  ■2k'^{l—k'^y 

Mittelst  der  Gleieliuiiffen  8)  und  9)  lassen  sieh  -  -~^  und  ~  -rr  aus  der 

^  Q  dk^  Q  dk 

Gleichung  6)  eliminiren,  es  folgt: 

10)  2f-r     "+"'- 


dk  \k—k^j 

Mit   Rüeksielit   auf  den   Wert  von   T  aus   7)   ergiebt   sich  für  S  eine 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Nimmt  man  statt  k  eine   andere   unabhängige   Variabele,   so  ist 
aus  7): 

d'^S         ä^k 


T  = 


dSdk      {dkf 


d^S        (d'^sy        d'^Sd'^k         d^k        2(dW 
~  dSdk      (dSy^dk      dS(dky       (dky  "^   (dky  ' 
Diese  Werte  von  T  und  dT  in  10)   substituirt,   darauf  mit  (dk)"^  multi- 
plicirt,  transformiren  diese  Gleichung  in: 

11)     ^-^  [-ds)  =W-\-d-k)+  [k=¥)  ^''^'' 
Sind  «],  &,,  a/,  &/  Constanten,  setzt  man  ferner: 

''  ayL-\-OyL 

sind  /  und  t  die  Moduli  der  Integrale  L  und  L\  l'^+l'-^^  1,  so  erhält 
man  genau  wie  die  Gleichung  11): 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 

Die  beiden  Werte  von  S  aus  4)  und  12)  geben: 

.  a\L-\-h\L'  d K-\-h' K' 

)  a^L+h\L'   ~  aK+bK~' 

oder  kürzer: 

mKL+m  K' L' +m" KL' +m' K' L  =  0. 
Diese  Gleichung,  welche  drei  arbiträre  Constanten  enthält  und 
eine  endliche  Relation  zwischen  k  und  l  ist,  bildet  das  vollständige 
Integral  der  Differentialgleichung  13).  ,Quam  integrationem  altissimae 
indaginis  esse  censemus"  (Fund,  §  jj,  Ges.  Werke  I,  13s).  Die 
Gleichung  14)  hat  genau  dieselbe  Form  wie  die  Bedingungsgleichung, 
welche    ausdrückt,   dass   der  Differentialgleichung   2)   durch  eine   al- 
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gebraische  Relation  zwischen  x  und  y  genügt  wird.  Die  Differen- 
tialgleichung 13)  giebt  also,  mit  Beziehung  auf  algebraische 
Transformationen,  die  allgemeinste  Beziehung  zwischen 
dem  primitiven  und  dem  transformirten  Modul. 

Bei  dieser  (Gelegenheit  sei  eine  Diiferentialgleichuug  erster  Ord- 
nung erwähnt,  welche  einige  Analogie  mit  der  Gleichung  10)  zeigt  und 
von  Gudermann  (CrellcJ.  XVIII,  j^gj  angemerkt  worden  ist.  Es  sei: 

j9,  =  aE-\-h{K'—E'\  p  =  aK^hK'. 
Mittelst  der  Gleichungen  14)  in  §  29  (S.  228)  findet  man  leicht: 
dP\      P\—P    dp      p^—p  ,  kpx 


dk 

'     k     '  dk          k 

"^W 

Es  ist 

folglieh : 

^  dk 

^  dp      2ppi—p'^ 
P'dk~       k 

kpl 

yt'2  ■ 

Setzt  ] 

man 

also: 

^  =  *, 

so  ist: 

P 

ds          1      2s       ks^ 
dk          k'^  k       /f'2 

und : 

aE-\-h{K'—E') 
^            aK+hK' 

das   vollst 

indige 

Integral  dieser  Differential 

gleichung,   wo  -  oder  - 

die  Integrationsconstante  bedeutet. 

Für  die  in  13)  aufgestellte  Differentialgleichung  lassen  sich  leicht 
auf  folgende  Weise  einige  bemerkenswerte  Eigenschaften  herleiten.  Es  sei: 
2d:^p      ^fd^-py  ,  /l+yw^V^^  ^2 


15)  n=-^^-,^j+(^j^, 

Man  setze  statt  p  eine  Function  P  von  p^  wodurch  //  in  Hi  über- 
geht.   Es  ist  dann: 


2rf3y,        JdW, 


'f^-^m-m^^^ 


idpy 


Soll   nun    H  =  IJi    sein,   so    giebt  die  vorstehende  Gleichung  in  Ver- 
bindung mit  15): 

...  2d^P  /c?2/>\2        /l+m2/,//)\2  /l+;;2\2 

^^)  ^        -Ip^-'Up)  +  (l^^j  [p)  =  U-^3J  • 
Lässt    sich    P    mittelst    dieser    Differentialgleichung    bestimmen ,    so 
bleibt  die   rechte  Seite   der  Gleichung  15)  unverändert,  wenn  p  durch 

P  ersetzt  wird.    Der   Gleichung   16)  genügen   die  Werte   P=       und 
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P=  \J\—pi,    Es   bleibt   also   die   reclite   Seite   von   15)  unverändert, 

wenn  w  durch  -  oder  l/l — o-   ersetzt   wird.    Wendet  man   dieses  auf 

P 
die  Differentialgleichung  13)   an,   so   folgt,   dass  dieselbe  unverändert 

bleibt,  wenn  k  und  /  gleichzeitig   ersetzt  werden  durch  -  und  -  oder 

durch  \/\ — k-  und  \/l — /-.  Man  sehliesst  wegen  der  symmetrischen 
Form  der  Gleichung  13)  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi  hieraus, 
dass  die  Modulargleichung  unverändert  bleibt  durch  Ver- 
tauschung von  k  und  /,  oder  wenn  k  durch  -i  /  durch  y  er- 

setzt  wird,  oder  auch,  wenn /l — k^  an  Stelle  von  ^  und  l/l— /2 
an  Stelle  von  /  tritt.  Weitere  Substitutionen  an  Stelle  von  ä'  und  l 
in  der  Gleichung  13),  welche  sich  mittelst  der  Differentialgleichung  21) 
aufstellen  lassen,  scheinen  im  Verhältnis  zu  den  eben  bemerkten  nur 
von  untergeordneter  Bedeutung  zu  sein.  (Fund.  §  ji  fin.,  Ges.  Werke 

I,    J28). 

Die  Gleichungen  10)  und  11)  von  §  38  (S.  295)  geben: 

,.  .    .  K' 

P^ TT 

181  1  ^     9^—gh      L 

^^  M  ,,     p'hiK'K 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  3)  k  mit  /,  so  ist: 

X 


Hieraus  folgt: 


L JT 


d-       d^ 
L  L  dl  jc      dl 


~llk~  'dr~dk~  ~~2/7'2Z2  dk 
Mit  Rücksicht  auf  diese   Gleichung   und   die   Gleichung   3)  giebt  die 
Gleichung  17)  nach  k  differentiirt: 

1     rf^ ^    pp'igfi—g'h)       1 
if^L^  dk       /  ,,     phiK'Vkk"iK'^' 

Durch  Elimination   von  —  zwischen  dieser  Gleichung   und  der  Glei- 

H. 

chung  18)  folgt  endlich: 
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1  ^gh'—g'hkk"^dl 
^^  M'^         pp'      ir-  dk 

Für  die  in  1)  enthaltene  Substitution  ist  ;>  =  1,  p  =  1.  Setzt  man 
gh' — (j'h  =  n^  so  giebt  die  Gleichung  19): 

'  M-^^^indk' 

Für  eine  rationale  Transformation  «*"  Ordnung-  ist  nach  §  47 
gh' — g'h  =  n.  Ist  also  die  Relation  zwischen  k  und  /  bekannt,  so  ist 
in  2)  die  Quantität  M  für  eine  rationale  Substitution  eine  algebraische, 
rationale  Function  von  k  und  /.  Wird  /  zwischen  dieser  Gleichung 
und  der  Modulargleichung  eliminirt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 
zwischen  k  und  M.  Die  Quantität  .1/  heisst  der  Multiplicator  und  die 
bemerkte  algebraische  Gleichung  zwischen  demselben  und  k  die  Mul- 
tiplicatorgleichung.  Auf  die  Multiplieatorgleichung  hat  zuerst 
Jacobi  (Grelle J.  III,  jo8;  Ges.  Werke  I,  261)  aufmerksam  gemacht 
und  dieselbe  für  den  besonderen  Fall  n  =  5  wirklich  ausgeführt. 

In  den  auf  Seite  293  angeführten  fundamentalen  Arbeiten  Abels 
über  die  Transformation  wird  gezeigt,  dass  für  willkürliche  Werte 
des  Moduls  die  Gleichung 

dx  M  dy 


1/(1— a:2)  (1—^2x2)        l/(l— 1/2)  (1— Ä:2y2) 

algebraisch  integrirbar  ist,  wenn  y¥  rational  ist,  und  dass  umgekehi-t, 
M  rational  sein  muss,  damit  die  Gleichung  algebraisch  integrirbar  sei, 
dass  aber  für  besondere  W^erte  des  Moduls  die  Gleichung  alge- 
braisch integrirbar  ist,  wenn  M  ein  complexer  Ausdruck  von  der  Form 

(/+ml/ — w),  wo  l,7n,n,p  ganze   Zahlen   und  n  positiv.    Dieser   Satz 
P 
ist  auf  anderem  Wege  hergeleitet  von  Cayley:  „Note  on  the  theorie 

of  elliftic  Integrals"  (Clebsch  Ann.  XII,  i8yy,  14 j — 146)  und  auf 
rationale  Transformationen  angewendet,  in  denen  k^  die  Wurzel  der 
M  odulargleichung. 

Eine  der  obigen  Differentialgleichung  13)  zwischen  dem  ursprüng- 
lichen Modul  k  und  dem  transformirten  Modul  /  analoge  Differential- 
gleichung vierter  Ordnung  besteht  zwischen  dem  Multiplicator  M  und 
dem  Modul  ä',  wie  F.  Briosehi  (,,Di  una  nuova  equazione  dij^eren- 
zt'ale  nclla  teorica  delle  funzioni  ellütühe",  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  X, 
4iy — 421,  iSyy)  gezeigt  hat.  Diese  Differentialgleichung  hängt  nun 
wieder  zusammen  mit  der  von  Jacobi  (Grelle /.  XXXVI,  loy ;  Ges. 
Werke  II,  180)  gegebenen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  und 
zweiten  Grades: 

Enneper,    ellipt.    Functionen.     2.  Aufl.  2» 
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ly'^d^y—lbydyd^y+SOdy^'C-  +  S2(yd^y—3dy''y 
=  y'Ky^y—'6dyy-  (dlogqy, 
welcher  die  drei  Reiben 

y=  l  +  2r/  +  2ry4±2^^^  +  2^i6±2r/5+etc.,  2  (l,V+l/^+l/^'^+l^'^+.  •  •) 
i^emigeu.  Diiferentiirt  man  nämlieli  diese  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  und  eliminirt  dann  n,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung 
für  den  Multiplicator,  wie  A.  Genocchi  („Intorno  all'  eqtiazione  diffe- 
renzialc  dcl  uioltiplicatore" ,  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  X,  55J — 555,  1^77) 
gezeigt  hat. 

In  dem  „Premier  Supplement"  seines  grossen  Werkes  hat  Le- 
gendre  6".  jp  —  63  die  Transformationsgleichungen,  welche  dem  Ueber- 
gange  von  ^  in  ^"  der  Thetafunctionen  entsprechen  (§  39),  auf  die 
Transformation  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 
angewandt.  Unter  Benutzung  der  obigen  Gleichung  20),  welche  ganz 
allgemein,  also  auch  für  die  Transformationen  des  §  41  gilt,  geben  wir 
im  folgenden  eine  kurze  Darstellung  der  mit  vielem  Geschick  durch- 
geführten L e gen dre' sehen  Rechnung. 

Die  Transformationen  des  §  39  ergaben  das  Resultat  (S.  306) : 

^=i     ^  ,1rK 

2  sn2 

X  YJ  ^ 

^  1    l-yt2a:2sn2?^ 
n 

Wird  hierin  x  =  sing?,  y  =  sinip  gesetzt,  so  erhält  man : 

sin^gr) 

2  sn2 

sm^)  rr  n 


21)  sinv;=^// 


^  1        .  7  9-9  92^^ 

n 
Nach  der  Bezeichnung  von  Legend re  genügen  (p  und  tp  der  Gleichung: 

oder: 

22)  F(g),k)  =  MF{tp,l); 

wo  M  und  /  durch  die  Gleichungen  27)  auf  S.  305  bestimmt  sind.  Die 
directe  Substitution  des  Wertes  von  sin?/;  aus  1)  in  E(ip,  l)  führt  zu 
grossen  Weitläufigkeiten.  Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehen,  diffe- 
rentiirt  Legen  dre  die  Gleichung  2)  in  Beziehung  auf  y^,  wodurch  dann 
E{^.,  l)  gewonnen  wird. 

Infolge  der  Gleichung  20)  §  49  ist  nun  allgemein  für  jede  Trans- 
formation w^^"^  Ordnung: 
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^"^^  M^-""  11"^  dk 

Unter  Zuziehung  der  Gleichung  8)  von  §  29  (S.  227)  wurde  die  Glei- 
chung 22)  nach  k  differentiirt.  Es  sind  /  und  M  nur  von  k  abhängig, 
und  infolge  der  Gleichung  21)  ist  \p  Function  von  k  und  (p.  Hieraus 
folgt : 

^.s  £((Pi  k)      F(q),  k)      Ä sing) cos 9) 

^  "ä^'2  k  k"^A{<pJiY 


Eiip,  l) Fiy^,  i)  _  /  siny;  cosi^ 

772  i  /'2J(t^>, /) 


dk        ^'      dk  dip      dk 


Setzt  man  in  die  vorstehende  Gleichung  den  Wert  von  —aus 23), ferner: 

dF{%T)^      1 
d-^         A{\p,iy 
und  aus  22)  F{(p^  k)  =  MF{^),  /),   so  lässt  sich   aus  der  Gleichung  24) 
folgende  ableiten: 

A-28in9)Cosg)      l'^miipco^'^)      Mkk''^  dtp 
"^     J(9),  A)  i¥J(?/;,  0    "^  J(?p,0  ^Ä:' 

Wegen  der  Allgemeinheit  der  Gleichung  23)  gilt  die  vorstehende  Gleichung 
auch  für  die  Transformationsgleichungen  von  §  41.  Die  vollständige 
Ausführung  der  rechten  Seite  der  Gleichung  25)  ist  von  keinem  be- 
sonderen Interesse.    Wir  betrachten  nur  den  Fall,  wo  cp=      ist.    Da 

nach  Gleichung  19)  in  §39  (S.  303)  ~,=  ^,  so  lässt  sich   die   Glei- 

chung  22)  schreiben: 

nLF{%  k)  =  KFitp,  l), 

jc  njt 

woraus  für  9  =  k  folgt  t^  =  ~-  •    Es  verschwindet  also  in  diesem  Falle 
J  2 

der  algebraische  Teil  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  25)  und  wir 
erhalten : 

Legt  man  die  Gleichung  21)  zu  Grunde,  so  ist: 

L'  K' 

Nimmt  man  1  =  Ä:',  also  L  =  K\  U  =^  K^  so  folgi: 
27)  '      ^ 


K)       n 

Lässt  sich  k  durch  diese  Gleichung  bestimmen,  so  geht  die  Gleichung  2G) 
über  in: 

29* 
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Durch   Zusammeustellung  dieser   Gleicliung  mit  der  in   §  29  (S.  232) 
hergeleiteten  Legendre'schen  Gleichung: 

folgt,   dass   E  und  E'   sieh  durch  K  und  K'  ausdrücken  lassen,   wenn 
die  Gleichung  27)  für  ein  ganzzahliges  n  stattfindet. 

Durch  Betrachtung  besonderer  Integrale   hatte   schon  Legendre 

2-1- 1/3  2 1/3 

dieses  Resultat  für  den  speciellen  Fall  A-2  =  — -^ — 1  k''^  = ^—    ge- 

4  4 

funden ;    dann  ist   K'  =  l,/3  k'.  (Fond,  dl  I,  57 — 60).    Untersuchungen 

ähnlicher  Art  findet  man  bei  E.  Meissel:  „Bemerkungen  über  die  Re- 

duch'on   der   vollen    elliptischen   Integrale   zweiter    Gattung   auf  die 

vollen   elliptischen   Integrale   erster   Gattung  für   denselben   Modul" 

(Grunert  Arch.  LVI,  337—348,  1874). 


%  52.    Die  Modulargleichungen  nach  Jacobi  und  Sohucke. 

Die  in  §  37  nach  Jacobi  entwickelten  Principien  der  algebraischen 
Transformation  reduciren  die  Herstellung  der  Gleichung  zwischen  k  und 
/  auf  ein  Eliminatiousproblem.  Die  schon  mehrfach  bemerkte  Weit- 
läufigkeit der  Rechnung  scheint  der  Grund  zu  sein,  weshalb  man  diesen 
Weg  zur  Herstellung  von  Modulargleichungen  nicht  weiter  verfolgt  hat, 
so  dass  die  betreffenden  Gleichungen,  welche  den  Transformationen 
dritter  und  fünfter  Ordnung  entsprechen,  die  einzig  direct  hergeleiteten 
geblieben  sind.  (Mau  vergleiche  oben  §  43.)  Die  „Fundamenta"  ent- 
halten, mit  Ausnahme  der  im  vorigen  §  aufgestellten  Differentialgleichung 
nur  einige  Bemerkungen  über  die  Modulargleichungen,  welche  sich  aus 
der  Differentialgleichung  folgern  lassen.  Auf  Anregung  von  Jacobi 
wurde  sieben  Jahre  nach  >\t\  Publication  der  „Fiindamenta"  in  der 
Abhandlung  „Aequationes  modularcs  pro  transforviatione  functionum 
ellipticaruin"  ( Grelle  f.  XVI,  gy — 130)  von  Sohncke  der  Versuch 
gemacht,  die  Herstellung  der  Modulargleichungen  auf  eine  Anzahl  fester 
Regeln  zu  basiren.  Die  angewandte  Methode  bedingt  die  Berechnung 
jedes  einzelnen  Termes  der  zu  l>ildeuden  Gleichung.  Dieses  Verfahren, 
welchem  ein  sehr  primitiver  Charakter  kaum  abgesprochen  werden  kann, 
ist  durch  ein  kürzeres  ersetzt  worden ;  man  ist,  was  die  rationale  Form 
betrifft,  zunächst  nicht  über  die  von  Sohncke  berechneten  Gleichungen, 
welche  den  Transformationen  von  den  Ordnungen  3,  5,  7,  11,  13,  17 
und    19   entsprechen,   hinausgegangen.     In   nicht  rationaler  Form    hat 
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Schröter  die  Modnlargleieliiiiigen  nocli  fllr  die  Transformationen  von 
den  Ordnungen  28,  29  und  31  aufgestellt  (CrcllcJ.  L  VIII,  378— 379 J. 
Eine  ausfUlirlielie  Darstellung  des  Inhalts  der  angeführten  Abhandlung 
Sohncke's  ist  insofern  nicht  zulässig,  als  Entwickelungen  vorkommen, 
die  ihres  Umfangs  halber  sieh  nicht  wohl  reproduciren  lassen.  Es  sollen 
nur  die  wesentlichsten  Punkte  der  noch  sehr  der  Ausbildung  und  Ver- 
einfachung bedürftigen  Theorie  der  Modulargleichungen  hervorgehoben 
werden.  Der  Einfachheit  halber  sollen  wieder  die  Gleichungen  1)  und 
2)  des  §  51  zu  Grunde  gelegt  werden,  mit  der  Beschränkung,  dass  der 
Grad  2w  +  l  der  Transformation  eine  ungerade  Primzahl  ist.  Die 
Existenz  der  Modnlargleichung  folgt  unmittelbar  aus  §  37 ;  nach  §  49 
kann  in  den  Theta-Functionen  das  Argument  q  für  eine  Transformation 
w'^"  Grades,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  nur  «+1  Werte  annehmen,  denen 
dann  n+1  Werte  des  transformirten  Moduls  entsprechen.  Nach  §  41 
(S.  337)  ergeben  sich  diese  w+1  Werte,  wenn  in  der  Gleichung  für  k 


1) 


rk= 


&-,iO,q) 


Mo,q) 


die  Quantität  q  ersetzt  wird  durch: 


5»,  q",   aq"", 


^n-l  ^»^ 


WO  «  eine  imaginäre  Wurzel  von  a"  =  1  ist.  Ist  F(k,  /)  =  0  die  Mo- 
dnlargleichung, so  folgt  ein  Wert  von  /,  wenn  q  in  1)  durch  q"  ersetzt 
wird.    Die  Gleichung  F(k,  l)  =  0  giebt  folglich : 


2) 


==0. 


ßl(0,q)  mO,q'')_ 
Da  nun  nach  dem  vorhergehenden  §  die  Gleichung  F(k,  l)  =  0  durch  Ver- 
tauschung von  k  mit  /  unverändert  bleibt,  also  auch  die  Form  annehmen 
kann  F(l,k)  =  0,  so  lässt  sich  die  Gleichung  2)  auch  schreiben: 

'd-Kp.q'^    ni^^j)' 


F 


=  0. 


1 
Setzt  man   hierin   «<"//"  statt  q, 
so  folgt: 


wo 


(1  =  0,  1, ..  n — 1    und  «"  =  1   ist. 


F 


=  0. 


^^(0,  af'q")- 

Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar  in  Verbindung  mit  2),  dass  bei  Her- 
stellung der  Modnlargleichung  F(k,  /)  =  0  man  nur  nöthig  hat,  die 
Wurzel  hervorzuheben,  welche  dem  Uebergang  von  q  in  q"  entspricht; 
lässt  sich  eine  algebraische  Gleichung  zwischen; 
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./t:_^2(0,  q)   ■/7_^2(0,  g") 
^        ^3(0,  g)'^ '"^3(0,  r/) 

herstellen,  so  ist  dieselbe  die  gesuelite  Modulargleiebung. 

Nach  Gleichung-  23)  §  39  (S.  304)  ist,  wenn  wir  das  Zeichen  snc 
eiutuhreu, 

n—\ 


n—1  __  2  _.  n—\ 


=  11  snc  --  =77  snc  —-77  snc 


snc 


Da  nun  snc(4Ä' — w)^sncz<,  so  ist  auch: 

«—1 

n— 1  n—1  ~2~ 

TT  sne =  //  snc4 K=  Tl 

nix  «  nix  '^  1  ^ 

2  2 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  sncM  =  l  für  ^^  =  0,  folgt  nun: 

«—1 

—  =  //  sne2 

Ar"       ^f  n 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  27)  §  39  (S.  305) 
giebt: 

n — 1  n—\ 

Die  erste  Doppelgleichung  13)  §41  (S.  331)  giebt: 


H — 1  n—  1 


4)  \/  rn  =  n  s^ß'  4^'o>  =  U^noT-  2rco. 

V   k  ^  1 

Nach  pag.  336  kann  co  die  Werte  annehmen : 

iK^    K-\-iK^    K-\-^iK'  K-\-{n—l)iK' 

n  n  n  n 

Wegen  der  Gleichung  3)  erhält  man  alle  Werte  von  /,  wenn  in  4)  co 

noch   den   Wert  —  annimmt.     Zur  Vereinfachung  setze  man  \J k  =  w, 
l//  =  y,  die  Gleichung  4)  giebt  dann  allgemein: 

re— 1 
2 

5)  -r=  /7snc4rco. 

Bezeichnet  man  die  verschiedenen  Werte  von  v  durch  f, ,  lu^ . .  i',,4-1,  so 
erhält  man  aus  5)  das  System  folgender  Gleichungen: 
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6) 


n— 1 
~2~ 


TT        4r/i' 
j'i  =  u"  j£  snc ■> 


AriK' 


1 

n— 1 
2 

i>.,  =  w«  //snc 

n— 1 

2 


^3 


n—\ 
2 


Vn+1  =  w"  //snc  -   (/r+(7z— 1)/^-'). 
"         n 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  biquadratischen  Wurzeln 
der  verschiedenen  Werte  des  transformirten  Moduls  bestimmt. 
Da  snc(4nÄ'— w)  =  8ncM,  so  kann  man  auch  in  5)  für  oj  folgende  Werte 
nehmen: 


K    iK'    K±iK' 

— ,  — , 

n      n 


„  ,  n — 1  .^, 


n  n 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3)  4)  und  6)  geben  die  Gleichungen 
16)  und  17)  §  45  (S.  374),  wenn  k  =  u^  gesetzt  wird : 


»■'-1 

2 


7) 


oder: 
also: 


Vn+l 


,n(n+l) 


^2(«+l)^(yj^,2....y^^j)2^ 


8)  ±2<"+^  =  viV2  —  y«+i, 

wo  das   doppelte  Zeichen   mittelst  weiter  unten  aufgestellter  Sätze  zu 
bestimmen  ist. 

Die  Gleichungen  16)  und  17)  von  §  24  (S.  171)  geben  dividirt  und 

\/k  =  u  gesetzt : 


9) 


2Ä'a;       2(f 
snc =  — V  coso; 


TU 


Nimmt  man  x  =  0,  zieht  die  Quadratwurzel  aus,  so  ergiebt  sich  für  u 
folgende  Gleichung : 

10)  "  =  i^2r///^l±|^. 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  q  suceessive  durch 
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SO  ergeben  sich  nach  §  41  (S.  337)  die  verschiedenen  Werte  von  l/  /  =  ?', 
welche,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  mit  den  in  6)  aufgestellten 
Quantitäten  v^^  v-i,  . . .  v"+^  übereinstimmen. 

Für  ein  reelles  x  ist  in  der  Gleichung  9)  das  unendliche  Product 
wesentlich  positiv,  da  jeder  Factor  l-\-2pco»2x-{-p-  sich  als  Summe 
zweier  Quadrate  (l+pcos2a:)2+(;;sin2a;)2  darstellen  lässt.    Das  Zeichen 

von  cn — ^    hängt   also   nur  von   cosx'   ab.      Hieraus   folgt,    dass   für 

x  =  -^i  —  ?  •••  ^^ —  das  Zeichen  von  Vi  in  6)  abhängt  von: 

n      n  n 


.-,  2jt  4:Jt  (7i~-l)jc        ( — 1) 

11)  cos  —  cos -cos^^ —  = —Y — 

2^ 

Nach  dem  Satze  von  Cotes  ist: 

(l  +  27^COS-+/^2)(l  +  2i3COS^  +  /^2)  .  .  .  (i_f.2^C0S^^'=^^~+i?2)  =  ^±^. 

Nimmt  man  p  =  /,  also  1  +p2  =  o,  setzt  zur  Abkürzung : 

„        '-^        2Jt        4:Jt  (n—l)jr 

p=  2  2  cos  —  cos  —  ...  cos 1 

n  n  n 

so  ist: 

Hieraus  findet  man  leicht  /*=+!,  wenn  n  =  8m±l,  dagegen  P  =  — 1, 
wenn  m  =  8w+3.    Es  ist  ferner: 

(8m  +  l)^— 1 


(8m±l)2— 1 


8^2-1-2/«,  also  (—1)       ^        =  1, 


8 

(8»»ii3)^— 1 


(8W2 +  3)2—1 


=  8//i2+6m+l,  also  (—1)       ^        =  —1. 


8 
Diese  Gleichungen  zeigen  unmittelbar,  dass: 

woraus   die   im  Texte  aufgestellte  Gleichung  11)  folgt.    Mittelst  dieser 
Gleichung  und: 

n—l 

Jt        2Jt        SJt         „„„  (71 — l)jc       ( — 1)  2 

cos  -  cos  —  cos COS  :^ '—  = 

n         n  n  n  2"  ^ 

erhält  man  noch: 
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„2_1         n-l  (n— 2)"— 1 

^        3Jr        5jr        ..    r«— 2)jr       (— 1)~^  ~    -'         (—1)      s 

COS  -  cos  —  cos cos '—  =  ^ 1— _ =  ^ -^ , 

n         n  )i  n  ^ni  ^^ 

2  2  2  '■' 

da  n — 1  gerade  ist. 

Da  die  rechte  Seite  der  Gleichung  11)   positiv   oder   negativ   ist, 

je  nachdem  n  von  der  Form  8m±l  oder  8/w+3  ist,  so  folgt: 

12)  ^i-±i/2gWi|^C«- 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  w  =  8»i+l 

oder  n  =  8w+3.    Da  8nc(2i,  A:)  ^  ^—; ^ — 77-1   so  ist  jeder  Factor  von  V2 

cln(z,  k) 

in  6)  positiv,  also,  wenn  in  10)^"  statt  q  gesetzt  wird: 

2r 


13)  V,  =  \/lrf'^n^^^- 


Nach   dem   §  41  folgen   die  Werte   von  \/l  =  y,  wenn  in  v-j  successive 

—  ersetzt  wird  durch: 
n 

,  ,  .  .  . , 

n  n  n 

1  1 

oder  q"  ersetzt  wird  durch  «•"  q" ,  wo  /w  =  1,  2, . .  «—1  ist.     Ist  also  v^ 

eine  der  in  6)  aufgestellten  n — 1  Quantitäten  ^3,  ^4, . .  i'„+i,  so  folgt: 

14)  V^  =  1/2  («^  qh^lJ   ^+^^'"f  ^'^    • 

l  +  (a/^^«)2'-i 
Die  Werte  von  y^^  sind  je  zwei  zu  zwei  conjugirt,  es  ist  also  das  Pro- 
duct  v^  Vi . . .  Vn  +  \   wesentlich   positiv,   mithin  auch   v-2  v^ . . .  Vn+i.    Nach 
dem  Vorstehenden  wird  die  Gleichung  8) : 

15)  (-1)     8    u»  +  ^  =  Vi   V2...V„  +  u 

Die  Modulargleichung,  deren  Wurzeln  fi,  i'2, ...  Vn+i  sind,  ist: 

{v — Vi)  (V—V2)  . . .  (v — i'„+i)  =  0, 
oder: 

16)  i;«+i+6'i  V'-hC^V-'-h. .  .  +  Cn+i  =  0. 

Da   n-f-l   eine   gerade  Zahl,   also   ( — 1)"+^  =  1,   so   ist  mit  Rücksicht 
auf  15) : 

«2-1 

17)  Cn+i  =  i—ir+\  . . .  i;„+i  =  (—1)    «  u"+\ 
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In   Folge   des    vorhergehenden  §  bleibt  die   Modnlargleichung  durch 

Vertausehung  von  k  und  /  ungeändert.    Da  nun  die  Wurzel  v^  positiv 

und  negativ  sein  kann,  so  ist  zu  untersuchen,  wann  v  statt  u  und  wann 

■±u  statt  V  zu  setzen  ist. 

Nimmt  k  unbegrenzt  ab,  so   ist  dieses  auch  mit  q  der  Fall.    Für 

ein  unendlich  kleines  q  giebt  die  Gleichung  10): 

1 

18)  u=\/2  f. 

Die  Gleichung  12)  giebt,   ±1  =  ( — 1)   ^   gesetzt,: 

d.  i.  nach  18): 

2-2- 
Da  die  Modnlargleichung  durch  Vertausehung  von  k  und  /  ungeändert 
bleibt,   so   setze   man  in  der  vorstehenden  Gleichung  v  statt  u  und 

n^-l 

( — 1)  ^  u  statt  Vi-    Die  Gleichung  wird  dann: 

Für  ein  unbegrenzt  abnehmendes  q  reducirt  sich  die  Gleichung  14)  auf: 

_  ^  1 

d.  i.  nach  18) : 

Dieser  Wert  von  v^^  für  v  in  die  Gleichung  19)  substituirt,  macht 
dieselbe  identisch,  da  a"  =  1  ist.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt:  die 
Modulargleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  v  statt  u  und 

( — 1)   ®  u  statt  r  gesetzt  wird. 

Wird  das  unendliche  Product  in  der  Gleichung  10)  nach  Potenzen 

von  q  entwickelt,  so  folgt: 
1 
20)    u  =  \/2q^[l—q-\-2q^—3q^  +  4q*—eq''-\-Qq^—12q'-\-...]. 

Es  ist  y"+i  die  höchste  Potenz  von  v,  die  in  der  Modulargleichung  enthalten 
ist,  folglich  ist  w"+^  die  höchste  Potenz  von  u  in  der  bemerkten  Gleichung. 
Nach  20)  ist: 

n  +  l   n  +  1 

M«+i=2  -  q  ^  [1— ^+2^2,..]"+^ 
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Vertauscht  man  in  2U)  q  mit  ^'S  so  geht  u  über  in  ( — 1)  ^  Vi.  Es 
ist  also: 

21)  (—1)   «   yi  =  1/2  (?«[!—(/" +2^'^"...]. 
Diese  Gleichung  zur  n+l'*=°  Potenz  erhoben  giebt: 

n+l    n(n+l) 

22)  t;i''+i=2  2^    8    [1— (?»  +  2^/»...J»+i. 

Da  -^^— — -=-  Q 1 — 3—  und  — - —  ganzzahlig,  so  lassen  n{n-\-l)  und 

8  8  8  8 

«4-1   durch   8   dividirt  denselben  Rest.    Setzt  man  ?i+l  =  8A4-^,  so 

t 

sind  nach  20)  und  22)  m"+^  und  ^1"+'  durch  ^^  teilbar.     Da  der  Modular- 

gleichung  durch  v  =  v^  genügt  wird,   so   müssen  in   diesem  Falle  alle 

t 
Terme  durch  q^  teilbar  sein.     Ist  nun  v^w'"  ein  Term  und  setzt  man 
v  =  Vy,  so  enthält  der  bemerkte  Term  nach  20)  und  21)  den  irrationalen 
Factor : 

pn-{-m  t        pn+in — t 

q    ^     =  q^  .q      ^     . 
Es  muss  also  im-\-m—t  durch  8  teilbar  sein.     Hieraus  folgt,   dass  all- 
gemein der  Factor  von  v^  die  Form  hat: 

Wegen  des  Vorstehenden  enthält  jede  Modulargleichung  den  Term  auv, 
wo  a  eine  Constante  ist,   da  nach  20)  und  21)  dieser  Term  allgemein 

n  +  \ 

durch  q  ^  teilbar  ist.  Wegen  17)  lässt  sich  nun  die  Modulargleichung 
auf  folgende  Form  bringen: 

23)  y«+i+...+cmy+(— 1)   ^  w«+i  =  0. 

Man  schliesst  hieraus  wieder  die  obige  Substitutionsregel.  Da  die  Mo- 
dulargleichung durch  Vertauschung  von  k  und  l  ungeändert  bleibt,  so 
ist  dieses  mit  der  Gleichung  23)  der  Fall,  wenn  für  n  =  8/^4:1  einfach 
u  und  V  vertauscht  werden,  für  n  =  8m +3  v  statt  u  und  — u  statt  v 
gesetzt  werden;  nur  unter  diesen  Bedingungen  kann  der  Term  aiw  sein 
Zeichen  bewahren. 

Der  Wert  von  a  ergiebt  sich  leicht  wie  folgt.  Die  niedrigsten 
Potenzen  von  ^,  welche  die  Gleichung  23)  durch  Substitution  der  Werte 
von  u  aus  20)  und  v  =  Vy  aus  21)  enthält,  kommen  in: 

auv+{—l)  **   M"+^ 
vor.     Da  sich   sämmtliehe  Potenzen  von  q  fortheben   müssen,  so  folgt 

n  +  l 

nach  Division  durch  q  ^ 
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_  _  «— 1 

«(l/2)2+(l/2)«+i  =  0,   d.  i.  a  =  — 2  2  . 

Die  Vertauschung  von  M  und  v  zeigt  ferner,  das  y^'w''  und  m^'v'*  gleiche 
Factoreu  haben,  mit  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichen,  je  nach- 
dem «  =  8w+l,  oder  7i^8m±3. 

Nach  dem  vorhergehenden   §   bleibt  die  Modulargleichung  durch 

Vertauschung  von  k  mit  —  und  /  mit  -  unverändert.  Wendet  man  dieses 

K  l 

auf  u  und  v  an,  setzt  also  -  und  -  statt  u  und  v,  so  folgt,  dass  v^  u*" 

UV 

und  vn+i--Pu"+^—''  dieselben  Factoren  haben  müssen.  Wird  also  die 
Modulargleichung  nach  absteigenden  Potenzen  von  v  entwickelt  und  die 
Factoren  der  Potenzen  von  v  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  ?/,  so 
haben  die  Terme,  welche  gleich  weit  vom  Anfang  und  Ende  der  Glei- 
chung entfernt  sind,  dieselben  Factoren,  welche  für  n  =  8m±3  ver- 
schiedene Zeichen  haben. 

Zur  Aufstellung   einer   grossen  Anzahl   numerischer  Factoren   der 
einzelnen   Terme    einer   Modulargleichung   dienen    die   folgenden   Be- 

— : — 1^'j.    Nimmt  man  u 

=  1,  also  auch  k  =  l  und  k'  =  0,  so  folgt: 

.^   /K — w    ,\      .^       K — ro 
snc(w,  1)  =  itnl — -. —  1  ^  )  =  ^tang — -. — » 

oder  rechts  Exponentialgrössen  eingeführt: 

^K-rv_Q~  {K-w) 
siic(..',  1)  =  ^^_^_^^_(^_^^ 

welche  Gleichung  sieh  auch  schreiben  lässt: 

Für  fv  =  4/- folgt: 

n 

n — 4/«r  ^    Srm'iE' 

,  .    mK-\-m'iK' 
snc    4r 


4mr — n  „         %rm'iK' 

—2- K  ,    . — 

g  n  -\r  e      n 

Für  /r=l  ist  Ä'=  oc  und  Ä"  =  ^.     Wenn  n — 4mr>0  ist,  so  giebt  die 
vorstehende  Gleichung : 


26)  CO  = 


§  52]  461 

r.i^  /.    mK-\rmiK'    -.X         ,  ,  .      ,^  ^ 

24)  sncUr ^— 1  i)  =  +1,  n— 4/wr>0, 

dagegen  folgt: 

25)  snef  4r ' '     )  ^  — ^'  4mr— w>0. 

Es  sei  nun 

und 

27)  v  =  M"sne4o9sne8ra  . . .  sne2(w — l)co. 

Für  2<  =  1  und  m  =  0  zeigt  die  Gleichung  24),  dass  sich  in  27)  jeder 
Factor  der  rechten  Seite  auf  +1  reducirt,  es  ist  dann  v  =  1  für  ?<=  l. 
Für  m  =  1  zeigen  die  Gleichungen  24)  und  25),  dass  in  27)  snc4rco  =  1, 

wenn     >r,  dagegen  snc4rö  =  — 1,  wenn  ^'>~  '  es  nimmt  r  die  ganz- 

n — 1 
zahligen  Werte   1,  2, . . .  — —  an. 

I.  n  =  8/^^-l,  r  =  1,  2,...4^.  Es  ist  8|a  +  l>4r  für  r  =  1,2,...2//. 
In  27)  reduciren  sich  für  m=1  2,«  Factoren  auf  +1,  die  übrigen  2// 
Factoren  auf  — 1,  also  v  =  1. 

II.  n  =  8{i—l,  r  =-- 1,  2, . . .  4.M— 1.  Es  ist  8/^— l>4r  für  r  = 
l,2,...2fi — 1.  In  27)  reduciren  sich  für  u  =  l  2(i — 1  Factoren  auf  +1, 
die  übrigen  2fi  F'actoren  auf  — 1,  also  v=  1. 

III.  7i  =  8(i  +  '6,  r=l,  2,  ...4.a  +  l.  Es  ist  8^  +  3>4r  für  r  = 
1,2,  ...2.«.  Für  M=l  werden  in  27)  2,m  Factoren  gleich  +1,  die 
übrigen  2,«+l  Factoren  gleich  — 1,  also  v  =  — 1. 

IV.  n  =  8(1— d,  r  =  1,  2, . . .  4(1—2.  Es  ist  8^«— 2>4r  für  r  = 
1,  2,  ...2,a — 1.  Für  u  =  l  werden  in  27)  2fi — 1  Factoren  gleich  +1, 
die  übrigen  2fi — 1  Factoren  gleich  — 1,  also  v  =  — 1. 

Nimmt  man  z<=  1,  so  werden  sämtliche  n+1  Werte  von  v 
gleich  +1,  wenn  n  =  8fc±l.  Die  Modulargleichung  reducirt  sich  auf 
(v — 1)"+^  =  0.  Ist  n  =  8fi±ii,  so  ist  für  u=l  ein  Wert  von  v  gleich 
+  1,  die  übrigen  sind  gleich  — 1.  Die  Modulargleichung  reducirt  sich 
dann  auf  (y — l)(y+l)"  =  0.  Nach  dem  Vorhergehenden  hat  die  Mo- 
dulargleichung folgende  Form: 

v''+^-{-v"u'(a-\-i3u^-\-yu^^ . .  .)  +  v''-^u'' {a-\-ß'u^+  . . .) 

+  . . .  — 2^^wt;+(— 1)    ^   ^<"+^  =  0. 
Es  ist   selbstverständlicli,   dass   die  Exponenteji   der  Potenzen   von  ?/, 
welche  in  den  Factoren  von  y",  v"~^  etc.  vorkommen,  kleiner  als  ?i'\-l  sind. 
Lassen  sich   mittelst   der  vorhergehenden  Regeln  nicht  alle  Coef- 
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ficienten  bestimmen,  so  bieten  sieh  zur  vollständig-en  Herstellung  der 
Gleichung  zwei  Wege  dar.  Man  setze  in  die  Modulargleichung  für  u 
und  v  =  V\^  ihre  Werte  aus  20)  und  21).  Durch  AnnuUirung  der  Fac- 
toren  gleicher  Potenzen  von  q  ergeben  sich  lineare  Gleichungen  zur 
Bestimmung  der  in  Kede  stehenden  Coefficienten.  Diese  Methode  ist 
ungemein  weitläufig;  um  dieselbe  anzuwenden  hat  Sohncke  (l.  c. 
f>.  iij — iiß)  die  20  ersten  Potenzen  der  unendlichen  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  20)  dargestellt. 

Die  zweite  Methode  besteht  darin,  die  Coefficienten  der  Gleichung 
16)  mit  Hülfe  der  Summen  gleicher  Potenzen  der  Wurzeln  zu  be- 
rechnen.   Setzt  man  allgemein: 

so  finden  die  bekannten  Gleichungen  statt: 
^^1  +  ^1=0, 

'  etc. 

In  der  Gleichung  20)  werde  die  unendliche  Summe  auf  der  rech- 
ten Seite  durch  f{q)  bezeichnet,  so  dass  also : 

29)  u=\/2q^f{q\ 

wo: 

(  f(q)  =  i—q-^2q'^'—2q^  +  4.q*—6q^+2q^—12q'+16q^—22q^ 
.    )  +29^10— 38?it_|_5o^i2_64^i3  +  82^i4_io5^i54.i32^i6 
^    ^  — 166(/i^  +  208?is— 2587^^+32O?20_395^2i+484^22_592^23 


+  722r/4— 876(?25  +  i060^26_  _  _ 

Die  Werte  von  vi,  v2,...Vn+i  ergeben  sich  aus  29)  durch  Ver- 
tauschung von  q  mit 

^",  q",  aq"",  . .  .  a"-^  ^", 
wo  für  Vi  noch  das  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  ist.    Es  lassen  sich 
die  Gleichungen  6)  durch  die  folgenden  ersetzen: 

J  ^1  =  (-1)   '     1/2  (?V(n  v^  =  \/2q^fiq"\ 
^1)    I  _       ^  1  j^  j_ 

'  ^3  =  1/2  (aq")^  fiaq"), ....  v„+i  =  1/2  («"-^  q'')^  f(a"-'^q''). 

Die  Gleichung  30)  schreibe  man  etwas  allgemeiner  auf  folgende 
Weise : 

32)  r{q)-l-hA,q+A,q^-^.... 

Mittelst  der  Gleichungen  31)  lassen  sich  -Si,  S-2.  .■  in  Function 
von  q  darstellen.     Der  Factor  von  Ar  in  l/4^('-'2+«'3+.-+y«+i)  ist: 
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Wegen  a"=l  verschwindet  diese  Summe,  wenn  8r-f  1  kein  Multiplum 
von  n  ist.    Wenn  aber 

33)  8/-+l  =  /^, 

j_ 

so  reducirt  sich  die  Summe  auf  nq^.    Es  ergiebt  sich  so: 

34)  Si=V,+V.,-\-....+Vn  +  l 

n  l 

=  ±  \/2q^[l  +  A^q--\-A.2q'''-h  . . .  .]-\-n\/2  q'  [^,.+^.+„^  +  ^,+2,//-+  . . .], 
wo   zwischen  r  und  /   die  Gleichung  33)   besteht.     Die  Gleichung  33) 

giebt:  für  n  =  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19, ist  r=  1,  3,  6,  4,  8,  2,  7, 

und  /  =  3,  5,  7,  3,  5,  1,  3,... 

Die  Reihe  q^  {Ar-{-Ar+,iq+Ar+2nq'^-{- ■■  •)   ist   bis    zu   dem    Terme 

l  l  +  Ss 

Ar+snq^  =Ar+snq  ^  fortzusctzcu,  in  welchem  /+8^  der  Zahl  w  am 
nächsten  kommt.  Da  in  fiq")  mit  Ausnahme  des  ersten  Termes,  wel- 
cher gleich  der  Einheit  ist,  höhere  Potenzen  von  q  wie  die  w*^  enthal- 
ten sind,  so  ist  von  v^  nur  der  eine  Term 

n  — 1  n 

(— l)"^l/2^^ 
mit  in  Rechnung  zu  ziehen.    Man  erhält  so: 
n  =  3,  ^1  =  l/2"[— 1  +  3^1]  r, 
w  =  5,  Si  =  \/2[—l  +  6A^]qi, 
n  =  l,  Si=  \/2[—l-i-lJ,]q\ 
„=11,  6\=l/2[(— 1-1-11^,5)^+11^4]«^, 
w  =  13,  .S'i  =  l/2[(— H-13^2i)«+134]r\  etc.  etc. 
Setzt  man  analog  wie  32): 

r<q)=l  +  ßiq-\-B,q^+... 

/•%)=l  +  ^i«+<^2*^+...,  etc., 
so  ist: 

n  ^  J^  2 

Si  =  2q'[l-i-ßiq"  +  B-iq'-"-{-  . .  .]-\-2q'"{l-}-Bi  q~- +  B^q'^  +  . . .  ] 
11  1  1 

-\-2{aq^)^[\  +  B,  aq^  +  Bt{aq^y+  ...]+... 
11  1  i 

+  2(«"-V")^[l  + A«"~^  (/"  +/?2(«"-^  «")2+  . . .]. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Terme,  welche   weiter  nicht  in  Rechnung  kom- 
men, ist: 
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35)  ^2  =  ^nq*  [Br-\-Br+nq+  •  •  •], 

wo  4r  +  l  =  /'w,  oder  8;-+2  =  2/'w  ist.     Mau  findet  ähnlicb: 

—       '" 
53  =  2 1/2  .  nq^Cr+  Cr+nq-\-  .  •  •], 
mit  der  Bedingung  8/'4-3  =  /"w  11.  s.  f. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  soll  bei  der  Modulargleicbung  für 
die  Transformation  dreizehnter  Ordnung  gezeigt  werden.  Für  die 
Transformationen  von  der  dritten,  fünften,  siebenten  und  elften  Ordnung 
genügen  die  zu  Anfang  bemerkten  einfachen  Regeln,  wie  aus  dem 
Nachstehenden  hervorgeht. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  III.  Ordnung. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^-\-av^u^-\-bvu — u*  =  0. 
Da  für  u  =  l  die  linke  Seite  sich  auf  (v—l){v-{-l)^  redueirt,  so  ist: 

v^+av^+bu—1  =  (v—1)  (y+l)3, 
hieraus  a  =  2,  b  =  — 2.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  folglich: 

v^-\-2v^u^ — 2vu — u*  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  Jacobi  auf  folgende  Art  transformirt  (Fu7id.p.68; 
Ges.  Werke  I,  122).    Es  ist: 

(1— w4)  (l+y*)  =  14-y4— ?^4_y4i^4. 
Da  nach  der  Modulargleichung  v^ — m*  =  2My(l— mV),  so  folgt: 

(1— W4)  (l+y4)  =  l_2<4y4^2My(l— 2<V). 

Ebenso  findet  man: 

Das  Product  der  letzten  beiden  Gleichungen  giebt: 

(1— W8)  (1— yS)  =  (1—WV)2— 4^21-2  (1— M2y2)2  =  (l_^2y2)4. 

Nun  ist  u^  =  k^  v*  =  l,  also  l—u^  =  k'\  i— yS  =  /'2.     Die  vorstehende 
Gleichung  wird  hierdurch: 

(k'iy  =  (i_M2y2)4  oder  \/¥f  =  1— mV. 
Setzt  man  uh^  =  \/kl,  so  folgt: 

\/ki^-\IYi'  =  1. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^-\-av''w'-\-hvhi^-\-cv^u'^-^dvu — m^  =  0. 
Für  M  =  1  ist : 

v^^av'^-\-hv^-\-cv^-\-dv—\  =  (y— l)(y+l)5, 
also  a  =  4,  fe  =  5,  c  =  — 5,  d  =  — 4.    Die  gesuchte  Gleichung  ist : 

t;6— ?<6_4^^y(l_j^4y4)^5lf2y2(y2_„2)  =  Q. 
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Diese   Gleichung    liat  Jacobi   auf  tblgeude    Art  transformirt.    (Fund, 
p.  6g;   Ges.    Werke  I,  12^).     Mittelst  der  MoJulargleicliuug  folgt: 

{ii^—v^){u—vy  =  — 4wr(l  +  M^)(l— i;4). 
Das  Produet  dieser  Gleiebungen  giebt: 

Da  gleichzeitig  k  in  li    und  /  in  /'    oder  u  in  n'  und  v  in  y'  übergeht, 
so  ist  auch: 

(y'2— w'2)6  =  16w'2t;'2(l_M'S)(l_y'8)  =  16M'2i;'2,<Sj;S. 

Die  letzten   Gleichungen    geben   durch   Division   und  Ausziehung   der 
sechsten  Wurzel: 

'o 'o  =  ^der  (v/- — v^)uv  =  (v  2 — u  -)u  v , 

y  2 — u  ^        UV 

d.  i. 

(i/Ä— i//)  1/^=  (i/r-i//7)i/F7. 

Legeudre  (Suppl.f).  y^)  schreibt  die  Modulargleichung  auf  folgende  Art: 
M4+6w2y2-f-y*  _  \—u^v^ 

Hieraus  erhält  mau  unmittelbar: 

(U±V\  _  1  +  2<4  l_y4 

\ii — y/        1  — «4  l+v* ' 
d.  i. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  VII.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

Für  M  =  1  ist : 

also    a  =  (/'= — 8,   b=p=28,    c  =  e  = —5ß,    rf  =  70.     Die  gesuchte 
Gleichung  ist: 

ys— 8y 'M^  -}- 28y6?<6_56j;5j^5 _j_  70i;4,^4_56y:!^^3 _|_ 28y2;^2_8,/,,  +  ,^8  =  q. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

(1— w*»)(l— y8)  =  (1— wy)», 
d.  i. 

//2/'2  =  (l_|/^./)8^ 

oder: 

Ennepei,  eliipt.  Functionen.    2.  Aufl.  3Q 
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\/Ti-\-\/k'r  =  1, 

welche  Gleicluing  zuerst  Guetzlaff  (Crclle  J.  XII,  lyj — lyy)  auf  fol- 
gende Art  gefimdeu  hat.     Es  ist  nach  Gl.  48)  §  26  (S.  199) 
/:2cnacnöcn(«-|-J)-|-/c'2  =  dnadn/!>dn(a+i) 

oder: 

A:-cnacuicn(«  +  ft)  k''^ 


dn  a  dn  b  dn  (a + h)        dn  a  dn  b  dn  {a + b) 


Alan  setze  hierin  a  = 


2/r 


4A 


also  a-\-h 


27)  §  39  (S.  305)  für  w  =  7  : 


6A' 

7 


Nuu    ist    nach 


/  =  A- 


2K     4Ä'     6Ä' 
cn  — cn — cn  — 

7         7         7 


,    2K.    4A,    6A 
dn — dn-^dn  — 

7         7         7 


/  = 


,    2Ä',    4A',    6Ä\4 
dn — dn — dn  — 

7         7         7 


Die  Combination  dieser  Gleichungen  führt  direct  auf  die  oben  bemerkte 
Modulargleichung. 

Modulargleichuug  für  die  Transformation  XI.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

Da  die  linke  Seite  sich  für  ii  =  l  auf  (y — l){v-{-iy^  reducirt,  so  folgt: 

ai-\-a.2  =  10,  b  =  44,  Ci+c.  =  110,  d  =  165,  e  ;=  132,  /,  4-/2  =  0, 

g  =  —132,  h  =  —165,  ii-^U  =  —110,  /.-,  =  —44,  /1+/0  =  —10. 

n— 1 

Es  ist  /,  =  —2^    =  —2^  =  —32. 

Da  v^u""  und  v'"up  gleiche  Coefficienten  mit  denselben  Vorzeichen 
haben,  wenn  p  und  ?n  ungerade  sind,  aber  mit  verschiedenen  Zeichen, 
wenn  p  und  m  gerade  Zahlen,  und  da  vpu'"  und  y^-~^wi-— '"  immer 
gleiche  Coefficienten  mit  verschiedenen  Vorzeichen  haben,  so  erhält  man: 

h  =  «1,  fi  =  —b,  li  =  Ci,  Ä  =  — rf,  kx  =  —fu 
und: 

ll  =  ß|,   /|   =  «0,    A]   =  — 6,    /2  =  — C|,   /|  ^  — c-2,    Ä  =  — d, 

y  =  —e,  f. 2  =  ~fx- 
Diese    Gleichungen    geben    1^  =  — 32,    h  =  22,    «j  =  —22,    a-i  =  32, 

Ci  =  22,  Ci  =  88,  «1  =  —88,  i-i  =  —22. 
Die  Modulargleichung  wird  hierdurch: 

y*2— yiiM3(22— 32«8)+44yi0i^6_^22y9i^(l+4M^)  +  165y%4^132y"i^'' 
+44y%2(i_j^8)_132,;5^5_i65y4M8_22y3?^3(4_|_,^8)_44y2i<6_y2^(32— 22z<8) 

— m12  =  0, 
oder  auch: 
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(v—uyHv'{-u)-\-l4H'^v^(v^—u*)(l—u^)(l—v*)—32uv(l-\-ic^^){l—v^'^) 

— 2 2 Wt;  (1  +  «2)  (1  _y2)  (y2  _}_  ^2)  [4,f 2y2_(^2_y2)2] 

Modulargleicbung   für  die   Transformation   XIII.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  folgende  Form: 

13—1 

Für  den  Factor  «i  von  vu  besteht  die  Gleichung  ?ii  =  — 2  '^   =  — 64. 
Da  hier  für  die  Coefficienten  dieselben  Gesetze  gelten  wie  im   vorigen 
Fall,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 
k  =  «1,   w<2  =  — ^11   d-i  =  — b-i,   g-i  =  c,   A.j  =  — «?,,  n-i  =  ^i,  h  =  — /\ 

l  =  ^,,  nh  =  — /fi, 
und 

n-i  =  — «I ,  »,  =  — öj,  m<i  =  — &i,  ???!  =  — ^25  ^=  — ^5  ^'2  =  — ^1 5  ^i  =  — ^^25 
/■,  =  —  e,,  /,  =  —e-i,  h  =  — /;  g-i  =  —ffi. 

Die  Bedingung,   dass  die  linke  Seite  der  Modulargleichung  für  ?<  =  1 
die  Form  {v — l){v-\-iy^  annimmt,  führt  auf  folgende  Relationen: 

«,+«2  =  12,  bi-]-b.2  =  65,  c  =  208,  d^  +  di  =  429,  61+62  =  572,  /"=  429, 

ffi  -\-ff2  =  0. 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Modulargleichung  auf  fol- 
gende Form  bringen : 

f  v^^—v^'^u^iö2—64:U^)+v^'^u'^{bi  -[-biU^)-\-208v^hi'' 
+i;10m^[429  +  &2— &2W»]+y%(52  +  520<<»)+429i;8M6 
86)       —v'u\20S—208u^)—4:29v^u^—vhi^ib20  +  52u^) 
+v^u\b.2—{429-\-b2)u^]—208v'^u'—v'-u^{b.2-\-biU^) 

\  — y?<64— 52m8)_2^i4  ==  q. 

In  dieser  Gleichung   sind  noch   b^   und   b^   zu  bestimmen.     Nach  16) 
und  28)  ist: 

U^b,-\-b.2U^)      =       C2       =      ^-'^'-^ 

In  33)  nehme  man  ti  =  13,  also  r  ^=8  und  /  =  5.  Die  Gleichung  34)  giebt: 

,91  =  —1/2  (/:  (l-}-^,^13  +  ^.^,/2G+  .  .  .)  +  13l/2  r  (4  +  ^21  ^+  .  .  .)• 

Für  den  folgenden  Gebrauch  kann  man  einfacher  setzen: 

Si  =  t/2  [i3^8+(i3^2i— D^yjvi 
Da  A^  und  y^oi  die  Factoren  von  q^  und  ^21  in  /•(^j-)  sind,  wo  /'(g)  durch 
die  Gleichung  30)  bestimmt  ist,  so  hat  man  ^g  =  16,  ^21  =  — 395,  also 

Si  =  1/2  [13  .  16— (13  .  395  +  1)?]^« 

30* 


1 
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Die  Gleieliung  4r+l  =  13/'  giebt  3  als  kleiusten  Wert  von  r,  mithin 
/'  =  1.     Hierdurch  wird  die  Gleichung  35) : 

.S  =  26  [^3  +  ^16^/+..]^', 

wo  B-i  und  5i5  die  Factoren  von  q^  und  q^^  sind  in  /%).  Mittelst 
der  Gleichung-  30)  folgt  ^3  =  — lo  und  Z?,o  =  3348.     Es  ist  also 

^2  =  26 [—10  +  3348^  .  ]q^. 
Die  beiden  Werte  von  -S'i  und  S-i  geben: 

*^i=^=130(l-2r/...)^^ 

wo  rechts  innerhalb  der  Klammer  nur  höhere  Potenzen  von  q  vor- 
kommen.    Die  linke  Seite  ist  gleich  u^{h^-\-'b.iU^),  man  erhält  also: 

b^u^+b-iu^^  =  130(1—2? . .  Er- 
setzt man  hierin  für  21  seinen  Wert  aus  20),  dividirt  auf  beiden  Seiten 
durch   q^,  so  folgt: 

2&,  (1—2^+5^2    .  .)-j-32^>2  (J  (1—10?  •  •  •)  =  130  (1—2?  . .  .)• 
Die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  q  geben  die  Relationen: 

2&1  =  130,  —2  .  2^>,  4-32^'2  =  —2  .  130, 
also  ft|  =  65,  bi  =  0.     Setzt   man   diese   Werte   von   &|  und   bo  in   die 
Gleichung  36),   so   erhält  man   die   Modulargleiehung  XIII.   Ordnung, 
welche  Sohncke  auf  folgende  Form  gebracht  hat: 

(v— 20^3(y+w)— 52wy(l  +  ?«4)(l— y^)[3M4y4+4?iV-(M24-y2)2j 

Das  im  Vorhergehenden  angewandte  Verfahren  zur  Bestimmung 
von  bi  und  b^  ist  etwas  verschieden  von  der  Methode,  deren  sich 
Sohncke  bedient  hat,  welche  darin  besteht,  5,,  ^2  ete.  als  rationale 
Functionen  von  u  darzustellen.  Da  in  16)  C,,  C.2,...Cn+i  rationale 
Functionen  von  u  sind,  so  ist  dieses  nach  28)  auch  mit  «S'i,  S^ . . .  der 
Fall.    Man  stelle  Sm  als  Function  von  q  dar  in  Form  einer  unendlichen 

Reihe,  welche  mit  einem  Ausdrucke  von  der  Form  q^  multiplicirt  ist. 
Die  Gleichung   20)  zeigt  leicht,   welche   Potenzen  u~,  u^ . . .  von  u  den 

s 

Factor  q^  enthalten  können.  Man  multiplicire  diese  Potenzen  mit 
Constanten,  setze  die  Summe  gleich  Sm  und  vergleiche  darauf  die  Fac- 
toren gleicher  Potenzen  von  u.  Hierdurch  ergeben  sich  lineare  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  bemerkten  Constauten.  Die  Gleichungen 
28)  zeigen,  dass  S^  höchstens  vom  Grade  w+l,  also  S.^  höchstens  vom 
Grade  2(«-|-l)  u.  s.  f.  in  Beziehung  auf  u  sein  kann,  wodurch  die  An- 
zahl der  Terme,  welcher  .S',„  gleich  sein  kann,  begrenzt  ist. 

Als  Beispiel  werde  die  Gleichung  36)  genommen.  Dieselbe  giebt 
direet 
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37)  S^  =  «H52— 64m8),   f,  =  u^bi+h.^u^). 

Es  ist  nun 

^2  =  26  [— 10  +  3348r/+  . .  .]g\. 
Der  Factor  f/'  kommt  nach  20)  nur  vor  in  u\  u^^,  u^^,  w^e ...  Es  kann 
62  nur  eine  lineare  Function  von  m^,  m^o,  u^^  und  u'^^  sein.  Man  hat 
nur  nötig  die  Factoren  von  h-  und  u^*^  zu  bestimmen,  da  Co  keine 
höheren  Potenzen  von  u  enthält.  Sind  m,  m\  m"  und  m'"  Constanten, 
so  kann  man  setzen: 

38)      nuC-  +  mn^^+7n"u'^^-{-m"'u'-^  =  26[— 10  +  3348^+  ..  .]^l 
Setzt  man  links  tür  u-  und  w^o  ihre  Werte  aus  20)  ein,   so  geben  die 
Factoren  gleicher  Potenzen  von  q: 

2m  =  —26  .  10,  32»/— 4/«  =  26  .  3348, 
also  m  =  — 130,  m' =:  2704.     Folglich  ist: 

&  =  — 130^2  + 2704Mio+m"Mi8^»j"'?i26. 

Setzt  man  hieraus  den  Wert  von  S-i^  ferner  aus  37)  die  Werte  von  .S'2 
und  Cj  in: 

^  2      ' 

so  folgt: 

Berechnet  man  m"  und  m"  direct  mittelst  der  Gleichung  38),  so 
folgt  104.  64+w"  =  0,  4096  =  w"',  wodurch  die  Gleichung  39)  über- 
geht in  &iw2-t-ft2'<^o=  65?<2,  d,  i.  ft,  =:  65  und  ^2  =  0,  wie  schon  oben 
gefunden  wurde.  Wenn  es  sich,  wie  im  vorhergehenden  Beispiel,  nur 
darum  handelt,  die  Factoren  der  Potenzen  von  u  in  Cm  zu  bestimmen, 
so  folgt,  da  u"  die  höchste  Potenz  von  u  in  Cn  ist,  dass  man  allgemein 
Sm  nur  bis  zum  Terme  u"  zu  entwickeln  braucht,  weil  alle  höheren 
Potenzen  von  u  bei  der  Bestimmung  von  C„„  wie  im  vorliegenden  Bei- 
spiel, wegfallen  müssen.  Man  findet  in  der  angeführten  Abhandlung 
von  Sohncke  dieses  Verfahren  auf  die  Modulargleichungen  der  Trans- 
formationen von  der  XVII.  und  XIX.  Ordnung  angewandt.  Für  die 
Transformationen  von  der  XL,  XIII.  und  XVII.  Ordnung  hatte  Sohncke 
die  Modulargleichungen  ohne  Deduction  schon  1834  aufgestellt  (Grelle 
J.  XIT ,  f/S).  Einige  Zusätze  abgerechnet  ist  der  Inhalt  dieses  § 
wesentlich  der  Abhandlung  von  Sohncke  entnommen.  Die  Bemerkung 
über  die  Form  der  Modulargleichung,  wenn  u  unendlich  klein  ist,  fin- 
det sich  bei  Mathieu:  „Memoire  siir  Ics  fonctions  elliptiques"  (J.  de 
l'£c.  Polyt.  XXV,  eh.  42,  265—295). 

Da  die  Theorie  der  Modulargleichungen  auf  das  engste  mit  wich- 
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tigen  algebraischen  und  zahlentheovetischen  Problemen  zusammenhängt, 
so  werden  ^vir  auf  die  Litteratur  der  Modulargleiehuugeu  bei  den  An- 
wendungen der  elliptischen  Functionen  auf  Algebra  und  Höhere  Arith- 
metik zurückkommen. 

§  53.  Die  Theta-Functionen  für  oiiiigo  besondere  Werte  des  Argniiieiits. 
Allgeineine  Formel  für  das  Product  zweier  Tlieta-Fnnctioiieii  von  Sclirötcr. 

Die  Bemerkung  zu  Anfang  des  vorhergehenden  §,  dass  zur  Auf- 
stellung der  Modulargleichung  die  Herstellung  der  algebraischen  Rela- 
tion zwischen 

^3(0,g)  ^3(0,^") 
genügt,  ist  in  einer  sehr  ausgezeichneten  Weise  von  Seh  röter  für 
eine  Anzahl  von  Modulargleichungen  durchgeführt  worden.  Die  Re- 
sultate finden  sich  in  Schröter:  „De  acquationibus  modulanbus" , 
Regiovionti  18^4.  Kurze  Notizen  hieraus  sind  enthalten  in:  „Extrait 
d'tme  lettre  adressee  ä  M.  Liouvüle  par  M.  Schröter"  (LiouvüleJ.  (2) 
III,  2^8 — 264).  „  Ueher  Modulargleichungen  der  elliptischen  Func- 
tionen". ( Cr  eile  J.  L  VIII,  j/8 — 379).  Weitere  Ausführungen  über  einige 
Formeln  der  obigen  Dissertation  enthält  die  Schrift  von  Schröter: ,,  Ueber 
die  Entwickelung  der  Potenzen  der  elliptischen  Transcendenten  -S-  2tnd 
die  Teilung  dieser  Functiorien."  Breslau  18 ß^.  Hierbei  ist  die  auf  Seite 
385  erwähnte  Abhandlung  von  Göring  noch  zu  erwähnen;  ferner  M. 
Krause:  „Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques" ,  Act.  Math. 
III,  gj — gö,  und  Ferd.  Müller:  „Zur  Transformation  der  Theta- 
functionen" ,   Grunert  Ar  eh.  (2)  I,  161 — 21g,  1884. 

Die  obige  Arbeit  von  Schröter  scheint  nicht  die  genügende  Be- 
achtung gefunden  zu  haben;  die  kurzen  Auszüge  in  den  Journalen 
von  Liouville  und  Grelle  sind  nicht  hinreichend,  eine  zu  Anfang 
der  Abhandlung  aufgestellte  sehr  allgemeine  Relation  zwischen  Theta- 
Functioueu  ohne  Weiteres  herleiten  zu  können.  Die  von  Schröter 
angewandte  Methode  besteht  wesentlich  darin,  das  Product  zweier 
Theta-Functionen  durch  eine  Summe  ähnlicher  Producte  auszudrücken. 
Auf  Seite  6  der  genannten  Schrift  leitet  Schröter  folgende  ungemein 
wichtige  Foimel  her: 

i9-3  {tx-\-sry,  c/)  9-^{sx—tpy,  qP) 

X  ^z  [irs'- -hpr-) y-rs  li  i  log  q,  q^^'-^Pt'] , 
worin  r,  s,  t,  p  beliebige  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Factor  be- 
deuten.   Während   Schröter  von  den  Summenentwickelungen  für  die 
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Jacobi'scben  Functionen  ansgeht,  wendet  Herstowski  „Zur  Theorie 
der  Jacobt scheu  TJictaßuictioncii" ,  Clebsch  Ann.  XI,  i — 2g,  i8yy, 
die  Schröter'sche  Methode  auf  die  Productentwickelungen  dieser 
Functionen  an  und  gelangt  so  zu  den  Abel'sclien  Formeln  für  die 
Multi])lication  der  elliptischen  Functionen  und  zu  Productbeziehungen 
zwischen  denjenigen  elliptischen  Functionen,  deren  Moduln  die  Wurzeln 
der  Modulargleichung  sind,  und  denjenigen  mit  ursprünglichem  Modul. 

Für  besondere  Werte  der  Argumente  redueiren  sich  die  Theta- 
jTunctionen  auf  Quantitäten,  welche  nur  von  den  Moduln  und  den 
ganzen  elliptischen  Integralen  abhängen.  Die  elliptischen  Integrale 
fallen  durch  Division  weg,  es  bleibt  nur  eine  Relation  zwisdien  den 
Mtduln,  d.  h.  die  ^Modulargleichung.  Der  besseren  Uebersicht 
halber  mögen  einige  Entwickelungen  von  Theta-Funetionen  für  beson- 
dert Werte  des  Arguments  vorangehen. 

Es  ist: 

Die  Gleichungen  5),  6)  und  7)  §  42  (S.  340)  geben: 


2) 


3) 


i'^4)=^'(:)='^3(o)i/^YT.  ^^ 

.%  Q-log^)  =  .%  (;^log.y)  =^3(0)^--[/^l/^, 


Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1)  und  2)  giebt  die  Gleichung 

1)  auf  Seite  340,  a:  =  ^   gesetzt,: 
8 


»'.■" 


l/F3  =  /(l^/r2)3  =   ^/(l+^>  1/(1— /t'P 


Wegen : 
ist 


'^::(o) 

Da: 
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so  folgt:  _ 

i+Ä't+d+Ä')*  (1-//)  =  (1+1//0  (\/i+k'-\-i)i\/i-\-k'-\/k'). 

"Wendet  man  ähnlicUe  einfache  Transformationen  an,  so  geben  die 
Gleichungen  1) — 4)  §  42  (S.  340)  mittelst  der  obigen  Gleichungen  2) 
und  3)  die  folgenden: 


4) 


^3(0) 


(1 +l//f')  (l/l  +  A-'  + 1)  (l/l  -\-k'—\/k')  M, 


^^ 


2-^^f  =  (l+l/AO(l'l  +  A'— l)(i/'l  +  //  +  l/V)/¥, 

V-3W) 


^! 


,  nt 


-V8 


(1— l/A')(l/'l  +  /c'  +  l)(l/H-A'  +  l/A')#, 


^': 


'V8 


2^^  =  (l-l/F)(l/l+A'-l)(t/H-A'-l/A>/, 


Vl+^'./T. 


WO  ^/=.|//^:|^  i/ä', 


Man  findet  ganz  analog: 


5) 


3   1  D  / 

2-At7^-    =  (Z~''^(l+l/Ä)(l/l+Ä+l)(t/lTÄ-l/^)iV, 

^^(ii^)  _    

^3(0) 
0.4/' log  ?^ 


i^: 


Vüog^ 


'9-1(0) 


=  ^-'^(l  +  l/A')(t/H-A-l)(l/l  +  A+l//r)iV, 
=  ry— TT^d— l/Ä)(l/m-l)(t/l+Ä-l/Ä)iV, 


wo.v=i/i±^l/;t. 


In  den  Gleichungen  4)  und  5),  mit  Ausnahme  der  letzten  Gleichung, 
ist  die  vierte  Wurzel  gleich  +1  zu  nehmen.  Wegen  Gleichung  7) 
auf  S.  340  ist  allgemein 

//log^\_ 


wo  0  eine  reelle  Grösse  bedeutet. 


=  -iQ. 
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Nach  Gl.  6  §  17  (S.  125)  ist 
'jt-\-i\ogq 

'x  +  ilogq 


6) 


..,(-+'^«S«|  =  0, 


Ih 


,y-l,9-2(0)=//-V^*3(0), 


^.  f ^-Hl«g ^  )  _  , ,- 1  ^(0)  = ,, -V  ^^'  ^3 (0), 


^.("±^)  =  ^/-'-^3(0). 


Setzt  man  in  den  Gleichiingren  1)— 4)  §  42  (8.  340)  .r  =  ^E±!}^M , 

so   ergiebt   sich    mittelst    der    Gleichungen   6)   folgendes    System    von 
Gleichungen 


^Jjt-\-i\ogq 


7) 


ni 


=  q-'^\Jkk 


y,/TJ^k'-]-/k 


2 

711 


iq-'^l/kk 


7  k—ik' 


W77^^  =  .T.,-WTT./l/l+/r-Vl-^ 


l/M^(^ 


e  "  q~'"'\/kk  — - —  ==  e"  q 
/jr  +  aogg\ 

^3*(0)  -^      l^^^      2 


*3*(0) 


=  ^-iiA^^^'  =  /^-V^^ 


.k-^ik' 

2 


-  T   _. ,  /777/I/1  -^k—iX/x—k 

Die  Gleichungen  2) — 7)  sind  mit  einiger  Vollständigkeit  dargestellt, 

da   dieselben    noch    bei   anderen   Untersuchungen  Verwendung   finden. 

Man  kann  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Werte  der  Theta-Functionen 

mit  den  Argumenten: 

jc     iXogq     jr  +  «log^ 

2" '       2"    '          2" 
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flir  «  :=  3,  4...  successive  berechnen,  mit  Riieksieht  auf  die  Gleichungen 
1)— 4)  §  42  (S.  340). 

Bei  der  zweiten  Herleitung  des  Multiplicationstheorems  der  Theta- 
Fnuetionen  auf  S.  139  und  140  ist  das  Product  zweier  Theta-Functionen 
mit  dem  zweiten  Argumente  q  durch  ähnliche  Ausdrücke  mit  dem  zwei- 
ten Argumente  cp-  ersetzt.  Dieses  Verfahren  hat  Schröter  auf  folgende 
Art  bedeutend  verallgemeinert. 

Nehmen  r  und  s  alle  ganzzahligen  Werte  an,  so  ist: 

Statt  s  werde  in  der  Doppelsumme  rechts  ein  neues  summirendes 
Element  t  mittelst  der  Gleichung  s  =  r-{-t  eingeführt.    Es  ist  dann: 

oder  ^"+'^  statt  q  gesetzt: 

8)  ^3  {X,  ^«(«+/^))  ^3  (j/,  /(«+/?))  =  y:y:q[{ct^ß)r^ßlf^aßt\2nxMj)i+-ltyi^ 
An  Stelle  des  summirenden  Elementes  t  in  der  Doppelsumme 
rechts  führe  mau  s  mittelst  der  Gleichung  t  =  {a-^ß)s-\-(i  ^m.  Nimmt 
(i  die  ganzzahligen  Werte  0,  1,  2,  ...«+^3 — 1  an,  so  durchläuft  s  alle 
ganzzahligen  Werte   von  — :>^  bis  oc,  wenn  dieses  mit  t  der  Fall  ist. 

Die  Gleichung  8)  wird  hierdurch : 

ß+^— 1 

9)  ,9-3(a-,<?«(«+/^))^3(?/, /^"+'^b=    ^       ]S2?^«"^% 

wo: 

(j  =  r{x+y)-\-y\{a-\-ß)s-\-nl 

Q  =  [ia+ß){r+ßs)+ßn-\'^-{-aß[{a+ß)s-^n\\ 
oder: 

ö  =  {r->(-ßs){x  +  y)+{ay—ßx)s+^y, 
Q  =  {a-\-ßy[{r-^ßs)^-haßs^+ß(a-hß)M-  +  ^(c^-^ß)ß[ir+ßs)fi  +  asfi].  ., 

In  der  Gleichung  9)  werde  q^'^ß  einfach  durch  q  ersetzt.  An  Stelle  ^ 

von    r    werde    ;•'    als    summirendes    Element    mittelst    der    Gleichung  1; 

r-]-ßs  =  r'  eingeführt.     Die  Gleichung  9)  geht  hierdurch  über  in: 

10)  ^3(^,(?")^3(?/,*'^)=     2     /^V'"^''0, 

0 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

e=  y;^q{cc+ß)r''+2ßr'fx+aß(a+ß)s^+2aßsfXg2o'i^  ^,  ^  rXx+y)+{ay—ßx)s. 

Nun  ist  allgemein  q^  =  e"^^^^^,  also: 

qißr'.u  ^  giß/xr'logq^  q2aßsfj.  _  ^laßtxslogq 

Der  Ausdruck  von  (-)  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichungen  als 
Product  zweier  Summen  darstellen.    Es  ist  dann  oifenbar: 
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oder  einfach: 

Setzt   man   diesen   Wert   von   &  in  die   Gleichung  10),  so  erhält 
man  folgende  bemerkenswerte  Gleichung: 

a+ß-l 

0 
o:^  =x  +  y—iißi\ogq,  iji  =  aij— ßx—(iaßi\og q. 
Da  die  linke  Seite  durch  gleichzeitige  Vertauschung  von  x  mit  y  und 
a  mit  ß  ungeändert  bleibt,  so  ist  auch: 

a  +  ß-l 
0 

X  =x-^y—afd\ogrj,  y'  =  ßx—ay—fiaßüogq. 
Diese  Gleichung   giebt  zu   vielen  interessanten,  speciellen  Fällen  Ver- 
anlassung, von  denen  nur  die  folgenden  hervorgehoben  werden  mögen. 
Für  x  =  az-\-a,  y  =  ßz-\-b  erhält  man: 

f  ^3(«z+a,r/)^3(/92+&,/) 
a^ß-l 

13)  '=    ^    .y«^'+2(«z+a)/./^^(_^'^,^«+/9),^.,(j/'^,^«/9(«+/9)), 

(I 
x  z=(a-\-ß)z-\-a-\-b — fiailogq^  ij  =  ßa — ah — fiaßllogq. 
Diese  Gleichung  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  unter  dem  Sum- 
menzeichen eine  der  Theta-Functionen  von  z  unabhängig  ist. 

Für  a  =  x.  a  =  1,  b  =  — x,  z  =  y  und  ß  =  n  wird  die  Gleichung 
13)  einfacher: 

14)  ^,(x-\-y,q)r%i{ny—x,q'') 
n 

=^ qf''e'^f'^'^+y^'»-s[in-\-l)y—fii\ogq,  //"  + 1  \H(n-\- l)x -nfiilogq,  r/"(«+ ' ">]. 

fj  —  i) 
Auf  diese  Gleichung  hat  Schröter   die  Construction  der  Modularglei- 
chungen   begründet.     Es  sei  n   eine   ungerade,  also  n-\-l  eine  gerade 

Zahl.    Setzt  man   in   14)  x-]~^    statt  x,  so  folgt: 

^{x-\-y,g)^{tiy—x,q'') 

n 
0 

d-i \{n+  1)X -ilflilogq,  (7"("  + ' )]. 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  14)  addirt  giebt: 
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15)        fh,  (x-\-y,  q)  x%{ny—x.  r/»)  +  »«^  (.r  +  y,  q)f^{nij—x,  q") 


=  2^q^f''e'^f'(-^+y^'&:i[(n  +  l)tj—2finogq,  q"  +  '^]x 

0 

^3  [(«  + 1)  x—2niJ  i  log  q,  <?"(«  + ' )  J. 
Unter  Anwendung,-  der  beiden  Gleielumgen  18)  §  21  (S.  151): 

Jg.  )  2^3  (2.r,  q')  =  M^,  q^^ix,  q\ 

^  \  2^2  (2x,  q^)  =  ^3  (X,  q)-Hx.,  q\ 

lässt  sich  die  Gleichung  15)   noch   weiter   transformiren.     Mittelst  der 
Gleichungen  16)  folgt: 

17)  ^^{z,q)d:,{z,,q,)  +  &{z,q)Hzuqi) 

=  20-,  {2z,  r/4) 0-3(221,  g:)  +  2^2  {2z,  q')^^{2z,,  q\). 

Man  setze  z  =  .T+y,  z^  =  ny — x  und  q^  =  q".  Die  linke  Seite 
von  15)  ersetze  man  durch  die  rechte  Seite  von  17),  nehme  darauf \r, 
«/  statt  2x,  2y  und  q^  statt  q.    Man  erhält  so: 


18) 


^■i{x+y,  q)^^{ny—x,  q")-\rd-<^{x-)ry,  q)d'^{ny—x,  q") 

n— 1 

n-\-l        fii 


'w+1 


n  +  1-1 


2  y~2^^^^'^' 


X 


^., 


W|MJ 


log^,^ 


7!(n+l)- 


JC 


Es  sei  w  =  4w — 1;  setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  x-\-~ 

statt  X,  addirt  die  so  erhaltene  Gleichung  zur  Gleichung  18),  so  folgt: 

19)    ^3[•^'+y,  q\^l{^m—\)y-x,  q^^-^^^^^x^y,  q\^l{Am-l)y—x,  (t'^^\ 

^-d\x-\-y,  q\^{{^m—\)y—x,  ^^'"-^ ]— ,^,[x+j/,  ^]^,  [(4m— 1)?/— a;,  ^^'"-^j 

m— 1 

=  2^(?-*/''e'*^(^+y').'^3[2;;2?/— jU/log^,^"']^3[2wja:— (4m— l)|Mnog^,^'»(4»»-i)j. 

0 

In  der  Abhandlung:  ,,Ucbcr  die  Eiifzoickehmg  der  Potenzen  etc." 
(S.  S.470)  hat  Schröter  die  Gleichung  14)  noch  etwas  verallgemeinert  (I.e. 
p.  6).  Da  indessen  die  Ableitung  dieser  Gleichung  etwas  weitläufig  ist  und 
dieselbe  nicht  weiter  im  Folgenden  angewandt  wird,  so  möge  hier  der 
Hinweis  auf  die  bemerkte  Abhandlung  genügen. 

Wird  in  den  Gleichungen  1) — 7)  q  durch  ^"  ersetzt,  so  mögen  k 
und  //  respective  übergehen  in  /  und  /',  so  dass  z.  B.  die  erste  Doppel- 
gleichung 8)  auf  folgende  führt: 

/ilog^«       \  Alog^" 


^%{^.q")q  ^« 


1+/ 


\/l 
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§  54.     AiMvciuliiiig:  der  Tlieta-Fuiictioiu'ii   auf  die  ronstniotioii  von  Modiilar- 
g'leicliiiim-cu  nach  Scliröt«>r.     Fernere  l-itteratur  über  M<Hlular«-leieliiint;en. 

^lodiiliuiietionen. 

Die  GleichuugeD  14),  17)  imd  1!>)  des  vorhergehenden  §  gestatten 
Relationen  zwischen  Theta-Funetionen  herzustellen,  welche  für  besondere 
Werte  des  Arguments  unmittelbar  auf  Modulargleichungen  führen.  Man 
kann  sich  hierl)ei  noch  mit  Vorteil  der  Transformation  zweiter  Ordnung 
bedienen.  Die  Gleichungen  5),  6),  9),  10),  11),  24),  25)  und  2tl)  von 
§  42  geben : 


1) 


U.(0,^)         V       2     '^3(0,^/)         V       2     '^3(0,^)        ^    ' 


»3(0,  v)  -1'^  +  ^'    ^3(0,^)  -^^     ^'    *3(0,^)   ~^^^^- 
Von  diesen  Gleichungen  sollen  im  folgenden  einige  Anwendungen 
gemacht  werden. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  III.  Ordnung. 
Für  m  =  l  giebt  die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §: 

—  ^,(.T+y,  q)  ^,{3y^x,  q^)  =  2M2y,  q)  M2x,  q-'). 

Für  x  =  y  =      folgt  hieraus  : 

2)   ,%(z,g)  Mz,q^)-^Hz,q)  9-(z,q^)-{);{z,q)  ,^,(2,r/)  =  ^;,(z,^)  H^,q^). 
Setzt  man  hierin  z  =  0.  so  folgt : 

»2(0,^)    ^•2(0,r/3)  +  ^((J,^)   ^0,  ^:')  =  »3(0,  ^)    »,(0,^/3), 

d.i.:  \/kl-{-\/k'l'=l, 

was  die  von  Legendre  gefundene  Gleichung  ist  (Fond.  eil.  I,p.  2jo, 

Suppl.  p.  /oj. 

Ist  fi  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  die  Gleichung  2)  für  z  =  (lilogq: 

3)  ^3(0,  q)  H.ui\ogq,  q^)  =  ^2(0,  q)  ^iQiilogq,  q^) 

4-^(0,^)  (—1)^  ^(«ilog^,^3). 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 
In  der  Gleichung  15)  von  §  58  nehme  man  n  =  5  und  \/'q  statt  q, 
ferner  in  der  Gleichung  18)  n=h  und  q""-  statt  q.    Es  folgt  so: 

4)  »i{x-\-y,  \Jq)  Mby—x,  ^^5)-f-^(a:+«/,  \/q)  &(5y—x,  l/^^) 

•> 

=  2^q^t''e*^^'^-^!^K%(6y—fji\ogq,q^)  d-iiQx—öfiüogq^q^^), 
0 

5)  »iix-hy,  q")  ^,i5y-x,  vi»)  +  .9-2(a:+j/,  r/2)  »^(5y—x,  r/io) 

= V</2•"V^(^+^)^9■a(3y— z^ilog^,  q^)  &;(3x—5(ii\ogq,  q''-'). 
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In  4)  nehme  mau  a- =  0,  y  =  — ^^i  ferner  ?/^0,  x=   — --• 


Nun  ist: 


*3('J|i, !/,)  =  ,.3(''»|^, ,/,)  ^riMo,\/,),  *f^f  ?.  i/,-)-o. 


-fii  log  y,  ^-5    =  .9-3(^</^  log  q f^  .  ^3) 


Es  ist  ferner: 

3l  2  r-    --D  71   ^      I  ■   ov* DJ  2 

=  ^^-^^/<log?,V.,(,^aogry,  v3)  =  q^'    U,{jti\ogq,q^). 
Durch  Vertausehung  von  q  mit  q^  erhält  man  zwei  analoge  Gleichungen, 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Eutwickelungen  erhält  man: 

12 
^2(0,1/^)^2(0,1/^)  =2 VJ?2/.^^2(i"?"log^,?=^)  ^3(5/// log ^,^1^), 
0 

6) 

^2(0,1/^/)  ^2(0,lA/)  =2^^-^'^3(/"/l0g^,?3)    ^2(5/^?l0g^,^'!i). 

0 

Die  Gleichung  5)  giebt.  a:  =  0,  ^  ==  .  und  ?/  ^  0,  ■'*'  =  7  gesetzt,: 

2 
^(0,  q^)  m  q^^>)  =2(-l)^?2'"V(^nogry,  q^)  ^.{öfinogq,  q% 


7)      ' 


^(0,  q^)  ^(0,  ^")  =^(-l)^?^^V3(iuaog^,  ^3)  ^(5^aog^,  ^'5). 


In  der  Gleichung  3)  setze  man  (/^  statt  q  und  schreibe  die  resultirende 
Gleichung  auf  folgende  Art: 

^2(0,  q'>)  »libliiXogq,  q'^)-\-d-{0,  r/)  (— 1>"  ^^(5|W/log^,  q^'-) 

=  ,%{().  q^)  ß-^{b(li\0gq,  q^^). 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  der  Gleichung  3),  das  erhaltene 

Product  mit  q'^^^  und  setze  |M  =  0,  1,  2.    Die  Summe  dieser  Gleichungen 

giebt  nach  6)  und  7): 

•i*3(0,  q)  UO,  q')  ^2(0,  \/q)  ^2(0,  l/^)+^3(0,  q)  *(0,  q^)  ^(0,  ^2)  ^(Q,  ^lO) 
=  ^'^3(0,  q')  ^2(0,  ?)  ^2(0,  \/q)  MO,  \/q')  +  ^3(0,  q^  ^(0,  ^)  ^(0,  ^2)  ^(0,  ^to), 
oder : 

i[,'^3(0,  q)  ^2(0,  ?-^)-^2(0,  g)  ^3(0,  q')]  MO,  \/q)  MO,  \/q') 
=  [m,  (i)  ^3(0,  ?^)— ^3(0,  q)  HO,  q')]  HO,  q^)  HO,  q'% 
d.  i.  nach  1): 

{\/T—\/k)\/ki = (i/F— i/ö  1/F7', 
was  die  von  Jaeobi  gegebene  Gleichung  ist. 
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Modiilargleichung  für  die  Transformation  VII.  Ordnunj;. 

Die  Gleichung-  19)  des  vorhergehenden  §   giebt   für  ///  =  2,  ;r  =  0 
und  1/  ==  0: 

^3(0,  q)  ^3(0,  ^')+^2(o,  g)  ^2(0,  r)-^H0,  q)  m,  q-) 

=.  2[^,(0,  72)  ^3(0,  ^1^)  +  .«^..(f),  q^)  UO,  q'% 
Nach   1)  wird  diese  Gleichung: 

1  +1/  a7+i/ä7  =  1/(1+ ä')  (1+ 7)+i/(r— ^T(Twö. 
Um  hieraus  die  von  Guetzlaff  gegebene  Gleichung  zu  erhalten,  bilde 
man  das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung,     Nach  einer  einfachen 
Reduction  folgt: 

2{/kl+2\/k7-\-2\/kl\/¥t=l-\-kl-\-k7, 

oder:  4\/kl\/¥f  =  [l—\/k/—\^¥iy. 

Durch  Ausziehung  der  Wurzel  folgt: 

2\Jkl\Jin=  \—\/Yl—\JYl\ 

d.i.:  (l/^+l//?7)2  =  1, 

und  hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die  gesuchte  Gleichung: 

\Jkl-^\lk'l'  =  1. 

Modularg'leicliung  für  die  Transformation  XI.  Ordnung. 
Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  wird  für  /;<  =  3 : 

»Ax.^v.q)  ^3(ll«/-a^^lO+^2G^•+y,^)  .9-2(1  l*/-a-,  ^11) 


8) 


2S\q^^''e^^''^^^y^'^l^y—iLi\Q^q,  ,p>)  ^3(60;— 11/// log ^,  ^33). 


Die  rechte  Seite  lässt  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  reduciren.     Wird 
in  ;j)  7 11  statt  q  gesetzt,   so   lässt   sich  folgende  Gleichung  herstellen: 

^2(0,  ^/")    />.,(ll|WH0gry,  733)_|_^(0,  ,/l)  (_1),"  ^(ll,«/log7,  ^33) 
=  ^(0,?^l)   i^3(lli"nOg^,^33). 

Man  multiplieire  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  3),  darauf  mit  </"*•"^ 
setze  jU  =  0,  1.  2  und  bilde  die  Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen. 

Hierdurch  folgt: 

2 
^3(0,  y)  ^2(0, '/'O^/'^'  ö-aOa/log^,  ^3)  ^.,(ii^aog^,933) 


9)^ 


+  1^3(0,  q)  ^  (0,  ?1')  V^(      l)^^-*^'   ^3(i"'l0g?,  ?3)    .^  (11^/log^,  ^33) 
=  ^2(0,  q)  0-3(0,  ^y")^^^^''    ^2C"^l0g^,  ?3)    0-3(11/// log  ^,  ^33) 
+  ^  (0,  q)  ^3(0,  V")  V;(-l>"*^^'  ^  (/"/log^,  ^3)  ^3(ll/^/l0g7,  ^33). 
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Die  vorkomineudeu  Summen  lassen  sich  leicht  mittelst  der  Glei- 
chung 8)  durch  Theta-Functiouen  darstellen,  in  denen  das  zweite  Argu- 
ment respective  q  und  5"  ist.  Zu  diesem  Zwecke  setze  man  in  der 
Gleichung  8)  successive : 


j/  =  0,   :r  = 


11/log^  ^  ji  ^  iXogq  ji 


Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2)  und  3)  von  §  53  findet  man : 


V.y-l/^'  S:,(finogq,  q^)  e-.illfxnogq,  ^33) 


0 


=  »Mq)»Mq'') 


'(1-1-/0(1+/) 


'(i-k)  (1-0 


4  1/4 

^{—l)f'q*^'\%(jii\osq,  q^)  6^(11// /log./,  q;^'') 


^^3(^d^3n-y>')  +  Wf'^)^-2(^'^^^ 


\/ld. 


=  HO,q)UO,q^^) 


ynj-k')  (1+0  ^  \y{i-k'){i-r)] 


\/k'l'. 


^q^\%{tii\om.  q')  Mllfillogq,  ^33) 


'ilog^J 


ilogq 


=  q^^d-,  (^,  ?)^3(^^^^^^'  q''  )  +  '^(  ^^^^'  g  ]H  ~^f->  q^ 


iXo^q^^ 
4~ 


*3(0,?)  ^3(0,^10 


y(l+/r)(l+/)^    y(l_^)(l-/)- 


l/^/. 


^(_l)A^^4^^^(/,aOg^,  ^3)  ^3(ll^aOg^,  ^33) 


=  H\^qy.r^^q'^]-h 


4'^)^<4-^ 


=  ^3(0,?)^3(0,<?>') 


(1+^0  (1+/') 


ii—k')  (1-0 


l/^r. 


4  1/4 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  lässt  sich  die  Gleichung  9) 
auf  folgende  Form  bringen: 


,     , +(/*-+/öl/i=-*  ^ 


(l//'+l//^') 


1— /f'  i—r 

2  2 
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Analog  der  Gleichung;  3)  hat  Schröter  noch  mehrere  einfache 
Relationen  aufgestellt,  welche  in  ähnlicher  Weise  zur  Verwendung 
kommen,  wie  die  Gleichung  3)  bei  den  Modulargleichungen  fUr  die 
Transformationen  V.  und  XI.  Ordnung.  Für  eine  weitere  Behandlung 
des  Gegenstandes  muss  auf  die  früher  citirte,  ausgezeichnete  Dissertation 
verwiesen  werden,  da  die  sehr  ausgedehnten,  wenn  auch  sehr  symme- 
trischen Formelsysteme  sich  nicht  wohl  an  diesem  Orte  wiedergeben 
lassen.  Die  Modulargleichungen  sind  nicht  immer  in  der  einfachsten 
Form  aufgestellt,  wie  die  Notizen  in  den  Journalen  von  Liouville  und 
Grelle  zeigen.  Es  liegt  hier  noch  ein  weites  Feld  für  umfassende 
Untersuchungen  vor,  sowohl  was  eine  Weiterführung  der  gewonnenen 
Resultate,  wie  eine  mögliche  Vereinfachung  derselben  anbelangt. 

In  einer  kürzlich  erschienenen  Arbeit :  ,,  O/i  kX — k'X'  viodular  cqua- 
tions"  (Lond.  Math.  Soc.  Proc.  XIX,  go — in)  hat  R.  Russell  eine  all- 
gemeine Methode  angegeben,  die  Modulargleichungen  für  einen  beliebigen 
Primzahlgrad  der  Transformation  zu  erhalten,  und  zwar  mit  Hülfe  der 

1      _  4 

Entwickelungen  von  \l k  und  \J k'  nach  Potenzen   von   ^,   bis   ^^5^   ^mi 
durch  Elimination  von  q  zwischen  den  Gleichungen 

4    «+> 

\/kl  =  2^    «   (1— ^+2^2_3^^3+  .  .  .)  (l_^n^2^2«_3^3«_,_  ,      )^ 

4 

\Jk'}!  =  (1— 2^+2?2_4^3_j_6^4_  .  . .)  (t_2^»  -1-2^/"— 4^4«_|_   ^  )^ 
Als  Beispiele   werden  die  Modulargleichungen  für  w  =  3,  5,  11,  13,  17, 
19,  23,  31,  47  aufgestellt. 

Von  der  weiteren  Litteratur  über  Modulargleichungen  erwähnen 
wir  noch:  J.König:  „Zur  Theorie  der  Modulargleichungen  der  ellip- 
tischen Functionen" ,  Heidelberg  i8yi ;  M.  Krause:  „Zur  Trans for- 
7nation  der  Mod^ilargleicJiunge^i  der  clliptisclien  Functionen" ,  Heidel- 
berg iSy^;  M.  Krause:  „Ueber  die  Discriminante  der  Modular- 
gleicMmgen  der  elliptischen  Functionen" ,  Clebsch  Ann.  VHI,^jp — 55^, 
iSy^  u.  IX,  ^54 — ^^2,  i8y6.  A.  Cayley:  „A  inemoir  on  the  trans- 
forviation  of  elliptic  fimctions" ,  Phil.  Trans.  CLXIV,  sgy — 456. 
H.J.  Smith:  „Notes  on  the  theory  of  elliptic  transformation",  Mess. 
(2)  XII,  4g-- gg,  1882;  „Notes  on  the  theory  of  elliptic  fmctions", 
Mess.  (2)  XIII,  I — 4g,  188 j.  A.  Hurwitz:  „Ztir  Theorie  der  Modular- 
gleichungen", Gott.  Nachr.  188 j,  j^o — j6j.  Eine  zusammenhängende 
Darstellung  der  Transformatioustheorie  enthält  eine  Arbeit  von  H.Weber: 
„Zur  Theorie  der  clliptisclien  FunctionoL" ,  Act.  Math.  VI,  J2g — 416, 
/88^,  die  als  Vorbereitung  zu  einer  umfangreichen  zahlentheoretischen 
Anwendung  der  elliptischen  Functionen  dienen  soll. 

Ganz  unabhängig   von   der   im  Vorigen  entwickelten  Theorie  der 

Enneper,  ellipt.  Functionen.     2.  Aufl.  31 
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elliptisehcn  Functionen  ist  in  den  letzten  Jaliieu  eine  neue  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  ausgebaut  worden,  welche  den  Zu- 
sammenhang: der  Grössen  w,  k,  K  aufdeckt  und  auf  folgendem  Satze 
beruht.  Das  Quadrat  des  Integralmoduls  x,  k  =  x-,  ist  eine  einweiüge 
Function  des  Periodenverhältnisses: 

K'i 
''  =  -K 
und  wird   nach  Her  mite   mit  q'^{co)  bezeichnet  (siehe  S.  181).    Diese 
Function  bleibt,  wie  aus  der  Transformation  erster  Ordnung  folgt,  un- 
verändert, wenn  man  für  oj  setzt: 

a>i  =      .  ^    i  mit  der  Bedingung  ad — i^y  =  1, 
a-\-ßco  o     o  i  / 

wo  a,  /?,  7,  ö  vier  ganze  rationale  Zahlen  und  /?,  /  gerade  sind.  Es 
gilt  nun  der  merkwürdige  Satz,  auf  dessen  Bedeutung  Hermite  in 
einer  Anmerkung  zu  der  oben  (S.  229)  erwähnten  Abliaudluug  von  Fu  ch  s 
in  CrcllcJ.  LXXXIII,  ij  bereits  aufmerksam  gemacht  hat,  dass  ausser 
jenen  Zahlen  «i  keine  andere  existirt,  für  welche 

ist.  Die  Grundzüge  dieser  Theorie  sind  entwickelt  in  einer  Abhand- 
lung von  E.  Dedekind*:  „Schreiben  an  Herrn  BorcJmrdt  über  die 
Theorie  der  elliptiscJicn  Modul-  Fimdionen" ,  Grelle  J.  LXXXIII, 
262 — 2g2,  iSyy.  Die  mannigfaltigen  Foi*men.  unter  denen  die  Modular- 
gleichungen  bisher  erschienen,  unter  einem  allgemeinen  Principe  als 
sehr  specielle  Fälle  einzuordnen,  ist  der  Zweck  der  Arbeiten  von 
F.  Klein:  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen" .  Münch. 
Ber.  iSyg,  Clebsch  Ann.  XVII,  62 — 70,  1880;  „Neue  Untersuchungen 
im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen" ,  Clebsch  Ann.  XXVI,  ^55 
bis  ^öy,  188^;  ,,Neue  Unterstichungen  über  elliptische  Älodtil/unctiofien 
der  niedersten  Sttifen",  Leipz.  Ber.  188^,  yo — gi.  Ferner  sind  hier  zu 
nennen:  A.  Hurwitz:  „Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der 
elliptische7i  Alodulfunctioncn  und  Theorie  der  Midtiplicatorgleichungen 
erster  Stufe",  Diss.  Leipzig  u.  Clebsch  Ann.  XVIII,  ^28 — ^g2,  1881; 
E.W.Fiedler:  „Ueber  eine  besondere  Klasse  irratio7ialer  Modular- 
gleichtmgen  der  elliptischen  Functio7ien" ,  Wolf  Z.  XXX,  12g — 22g, 
j88^ ;  G.  Morera:  Ueber  einige  Bildungsgesetze  in  der  Theorie  der 
Teilu7ig  und  der  Transformation  der  elliptischen  Fu?ictionen" ,  Clebsch 
A7in  XXV,  20 j — 211,  188^;  G.  Morera:  „Zur  Transformation  und 
Teilung  der  elliptischen  Fujictioiien" ,  Leipz.  Ber.  188^,  J02  —  jij; 
F.  Klein:  „Ueber  die  elliptischen  Normalcurven  der  A^'*="  Ordnung 
und  zugehörige  Modulfunctionen  der  A^'^"  Stife",  Leipz.  Abh.  1885, 
Nr.  ^.    Auf  verwandte   Untersuchungen   werden   wir   bei   der  Theorie 
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der  Invarianteu-Gleicliungen  zuiilekkommen,  die  bei  der  Weierstrass- 
selieu  Behaiullnn;::  des  'I'ransforiiiutioiisjirobleins,  die  ims  im  Folgenden 
beseliüftigen  wird,  au  Stelle  der  Mudulargleicbungeu  treten. 


Vierzehnter  Abschnitt. 


§  55.    Die  Trausforination  der  elliptischen  Functionen  nach  Weierstrass. 

Wir  werden  im  Folgenden  zeigen,  dass  das  allgemeine  Transfor- 
mations-Problem, das  in  den  vorbergebenden  Paragrapben  nacb  den 
Metboden  von  Abel  und  Jacobi  bebandelt  wurde,  sieb  auf  elegante 
Weise  mit  Hülfe  der  von  Weierstrass  eingefiibrten  Function  p{ii) 
lösen  lässt.  Diese  Entwickelung  wurde  naeb  Vorlesungen  von  Weier- 
strass zuerst  veröflfentlicbt  in  der  Dissertation  von  Felix  Müller: 
„Z)c  transformationc  functioiiuvi  cllipHcariiin" ,  Berlin  i86y. 

Es  bandelt  sieb  darum,  die  Bedingungen  zu  untersucben,  unter 
denen  der  Differentialgleicbung 

1)  dx     ^     dy     ^ 

in  der  i?(.r)  und  R\{y)  Functionen  dritten  oder  vierten  Grades  der 
Variabein  sind,  durcb  eine  algebraiscbe  Gleicbung  zwiseben  x  und  y 
genügt  werden  kann.    Hat  R{x)  die  Invarianten  y-i,  g^  und  setzen  wir 

dx 

-1    :=-        =    du, 

\JR{x) 
so   ist   nacb   den  Entwickelungen   des  §   5   a;  gleieb   einer   rationalen 
Function  von  f(mJ  ^21/73)  "d^  f'(w  i  ö'-ji  ö'aX  ^^.s  wir  so  scbreiben: 

2)  x  =  W[^>{u  g-i.y-,^,  9\u'g-i,g-^. 

Genügt  ferner  eine  zweite  Function  R\{iD  dritten  oder  vierten  Grades 
mit  den  Invarianten  /21  /a  ebenfalls  der  Gleicbung 

\IrAv) 

so  muss  aueb  y  eine  rationale  Function  von  i^(w  /•), /s)  und  ^^'(m  1 /o, /:,) 
sein,  also  baben  wir: 

3)  //  =  9?i  [w(u  /.,,  7:,),   P'(m  1  72,  7:0]- 

Soll  nun  zwiseben  x  und  y  eine  algebraiscbe  Gleicbung  besteben,  so 
muss  eine  solche  aucb  zwiseben  ^ijig=i,g%)  und  |3(m|7-2,  73)  besteben, 
und  umgekehrt.  Man  ersieht  dies  sofort,  wenn  man  die  Werte  für 
9'{u\gi,gs)    und   j-»'!" 1 7-21 /a)    uaeb    der  Gleicbung  22)   §  G   (Seite  39): 

31* 
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j/(m)  =  \/4:^y^(u)—g.i  Pili)— 93 
iu  die  Gleiebun{;-en  2)  imd  3)  einsetzt. 

Die  Lösuug-  der  Dirtercntialgleiehiiug-  1)  ist  also  zurückgeführt  auf 
die  Aufgabe:  „Alle  Functionen  f(m|  725/3)  zu  finden,  welche  mit  einer 
gegebenen  Function  p(u\(/-u{/-i)  durch  eine  algebraische  Gleichung 
verbunden  sind",  oder  mit  andern  Worten:  „die  Gleichung 

4)  ®[P(wb-2,^3),  P(u\7-hTi)]  =  0 
zu  lösen,  worin  ®  eine  ganze  Function  bedeutet." 

Zur  Bestimmung  der  allgemeinen  Form  von  @  bezeichnen  wir  die 
Perioden  von  p(m1^-2,  ö'a)  mit  2a>,  2a)'  und  die  von  p(w|  7.,,  73)  mit  252,  2-2'. 
Setzen  wir  nun  in  4)  u-\-2?nco-{-27ia)'  für  ?/,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen 
bedeuten,  so  erhalten  wir,  da  p{ii\f/2,ffi)  unverändert  bleibt, 

5)  ®  [Piu\g2, 9z\  p(?^+2wo?  +  2«a>'|  72,  73)]  =  0. 

Legt  man  dem  m  und  n  alle  möglichen  ganzzahligen  Werte  bei,  so 
erhält  man  eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Werten;  da  aber  die 
Gleichung  5)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werten  haben  kann,  so 
müssen  schon  in  jeder  der  einfach  unendlichen  Reihen  f('<+2«?ö>  17-2,73) 
und  p(M+2wfo'i72, 73)  mindestens  zwei  Werte  einander  gleich  sein. 
Es  sei  z.  B. 

iJ  i:a  +  2m^m  \  y^,  73)  =  p  {u-\-2m.iC0  \  72, 73), 

P  (u + 2w,  a>'  I  72,  73)  =  p  (m  +  2n.^a)'  \  72,  73). 

Setzt  mau  hierin  für  u  resp.  21 — 2»Jico,  u — 2)iico,  so  erhält  man: 

P  (m  1 72, 73)  =  P  (m+ 2//0?  I  72,  73),     //  =  nii—mi , 

P  (w  1 72,  73)  =  P  {u + ^fi'oy  1 72, 7:0,     ^'  =  ^^2—^1  • 

Da  nun  p(m|72,  73)  die  Perioden  2i2,  2i2'  hat,  so  müssen  2//cö,  2/<Vo'  von 

der  Form  sein: 

^.  I  2//a>  =  2m  ß+2m'ß', 

''  (  2//V  =  2n-2+2n'ß'. 

Wir  haben  also  den  Satz:  „Die  Perioden  252,  2i2'  der  transformir- 
ten  Function  p  {u  \  72, 73)  sind  gebrochene  rationale  Functionen  der 
Perioden  2a»,  2o/  der  ursprünglichen  Function  piulffi^g-i)."  Ist  nun 
V  eine  ganze  Zahl,  die  sowohl  durch  //,  wie  durch  fi  teilbar  ist,  so  wird: 
7)  p{vu-Jr2v(o\Y.2,y:i)  =  pivu\y.2,y<i),  Pivu-\-2vco"\y.i,y-^)  ==  p{vu  172,73); 
die  Function  p  {vu  \  72,  73)  liat  also  auch  die  Perioden  2a>,  2co'. 

Nun  gilt  der  folgende,  für  die  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  ungemein  wichtige  Satz:  „Jede  eindeutige  Function 
fjc(u),  die  für  endliche  Werte  von  u  den  Character  einer 
rationalen  Function  besitzt  und  welche  die  Perioden  2(», 
2oj    hat,  lässt  sich  rational  durch  p(m)  und  s./(?/)  ausdrücken." 

Dieser  Satz,  der  die  Bedeutung  der  Weierstrass'schen  Function 
p{u)  in  helles  Licht   setzt,   wurde   schon   vor  mehr  als  20  Jahren  von 
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Weiersti'jis.s  in  scincü  Vorlesuugcu  bewiesen.  Veiölleutiiclit  wurde  der 
Beweis  vuu  L.  Kiepert  in  dem  Aufsatze:  „Wirkliche  Aiisführung 
der  gauzzaJiligeit  Multiplication  der  elliptischen  Functionen" ,  Grelle 
J.  LXXVI,  21 — jj,  iSyj  ;  auch  findet  er  sich  in  art.  14  der  oftgenann- 
ten  „Formeln  und  Lehrsätze"  von  Weierstrass-Schwartz,  und  in 
dem  mehrfach  angeführten  Werke  von  0.  Bier  mann:  „Theorie  der 
analytischen  Fnnctio?iefi",  §  55?.  Ch.  Her  mite  gab  1877  in  einem 
Briefe  an  L.  Fuchs  (Grelle  J,  LXXXII,  243)  die  Darstellung  einer 
eindeutigen  Function  mit  den  Perioden  2/1  und  2/Ä''  durch  die  Function 
ZiiLi)  und  deren  Ableitungen.  Einen  Beweis  der  betreffenden  Formel 
unter  Anwendung  Weierstrass'scher  Bezeichnungen  enthält  der  Auf- 
satz von  Frobenius  und  Stickelbe rger:  „Ztir  Theorie  der  cllipti- 
scJien  Functionen",  Grelle  J.  LXXXITI,  775 — lyg,  iSyy. 

Um  die  Darstellung  der  eindeutigen  doppeltperiodischen  Function 
fpixi)   zu   erhalten,   suche   man   zuerst  das  vollständige  System  der  in 

Bezug  auf  2o:>,  2o/  incongruenten  Werte  M|,  ti-i, w,-,  wofür  die  Function 

unendlich  wird,  und  versehe  diese  Unendlichs  mit  ihren  resp.  Ordnungs- 
zahlen -^1,  X-i^ . .  .Ir-  Mau  entwickle  nun  nach  Potenzen  von  resp.  (m — 2<i), 
{u—m^, . . .  (w — «,.).  Eine  dieser  Entwickelungen,  z.  B.  die  nach  Potenzen 
von  {iL — u^y  sei  von  der  Form: 

wo  %{u — Ux)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  [ii — Wj)  fort- 
schreitende Reihe  ist.    Ferner  sei 

8)  r/,  («,  ^^,)  =  2-^^( -.Zljr  ^'-^        ^,,v     "' 

dann  wird,  wie  wir  aus  den  Entwickelungen  der  Function  oi^i)  in  §  15 
wissen,  die  Differenz  <p(u) — (ip(i/,  2<i)  für  u  =  u^  nicht  mehr  unendlich. 
Eine  ganz  analoge  Bedeutung  mögen  nun  fp{u^ui),  (p{u^Ui\. .  .(p{u^Ur) 
haben;  dann  ist 

(f{u) fjp  (W,  W|) fjp  (W,  H2) .  .  . <p  i^l^  Ur) 

eine  Function,  die  für  keinen  endlichen  AVert  von  u  unendlich  wird. 
Ihre  Ableitung  müsste  also,  da  sie  doppeltperiodisch  ist,  höchstens  eine 
Constante  sein,  und  diese  Constante  wird  null,  was  wir  sehen,  wenn 
wir  statt  u  u-\-2co  und  u-\-2co    einsetzen.     Es  ergibt  sich  somit 

9)  Ci , ,  4-  Co,  1  +  c■^,  1  +  . . .  + 1',.,1  =  0. 

Nun  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  sich  (p{jn)  rational  durch  ip{n)  und  p{ii) 
ausdrücken  lässt.    Denn  es  ist 

und  die  folgenden  Ableitungen  lassen  sieh  rational  durch  ij(«<)  und  ^'{li) 
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ausdriieken.  Es  bleiben  also,  nach  8),  nur  noch  diejenigen  Glieder 
der  (f{u,ui)  etc.  übrig,  welche  die  erste  Ableitung  von  logö(?/)  ent- 
halten, nämlich 

ö'(m Ui)  0'(U — U-l).  ,  ö'(m Ur) 

'^^'  '  Oiil—Ui)  "*"  ^'''  '  0(11— U^y    '  '  '  ^^'''öiu—Ur)' 
r 

Da  aber  nach  9)  -^  c,,     =0  ist,  so  kann  man  hierfür  sehreiben : 

v=l 

fö'ill Ml)        6ll\    ,  fö'iu Wo)        ÖU\    ,  ,  fö'iu — Ur)        Öti 


^0{u — «))       OuJ        ''   \(j{u — U2)       du)       '"'  \0{u — Ur)       OU 

oder,  nach  Formel  9)  §  15  (S.  100): 

^'^  \au^  "•"  -     pU—pUi  J'^   ^'\0U2        '     PU—PU2  J       ' ' 


:öu, 

.  -f-Cr,! 


1    p'U-\-p'Ur\. 
-    pU — pUr ) 


,ou, 

mithin  lässt  sich  Alles  rational  durch  pu  und  p'w  ausdrücken.  Somit 
ist  der  oben  angeführte  Hülfssatz  bewiesen. 

Die  Function  p{i^uj.2,yiX  als  rationale  Function  von  p{ü)  und  p'iu), 
lässt  sich  nun  in  die  Form  bringen: 

10)  p  (vu  72, 7:0  =  P(pu)i'0  (pu) .  p'u, 

wo  P  und  (j  rationale  Functionen  von  pu  bedeuten.  Setzt  man  in  10) 
— u  für  u,  so  erhält  man 

11)  p{—vu  72, 73)  =  p (vu ' 72,  73)  =  P(pu)—0{pu) .  p'u, 

und  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  10)  und  11)  folgt,  dass 
sich  p(mi]y.2,yi)  auch  rational  durch  p{u\gi^g^)  allein  ausdrücken  lässt. 

Wir  haben  also  das  Resultat:  „Soll  zwischen  der  ursprüng- 
lichen Function  p{u\gi^gi)  und  der  transformirten  Function 
1^(^172,73)  eine  algebraische  Gleichung  bestehen,  so  lässt 
sich  immer  eine  ganze  Zahl  i»  so  bestimmen,  dass  43(^^2^172,73) 
rational  durch  p{u  g.2,g-i)  aus  drück  bar  ist." 

Bezeichnen  wir  diese  rationale  Function  mit  91,  so  ist 

12)  p  (vu  1 72, 73)  =  ^ip{u\g2,  ffs)), 
also 

P  (« I  72, 73)  =  '^(Pi^\  ^2,  ^3))- 

•  u 

Nun  lässt  sich  aber  p(-\g2,g'i)  algebraisch  durch  Piulgy^g^^)  aus- 
drücken, folglich  ist  auch  s^iu  y2,7:\)  durch  p{u\y2,gz)  algebraisch 
ausdrückbar.  Wir  haben  also  jetzt  die  Aufgabe  zu  lösen:  „Alle  Func- 
tionen p{u\y2,y-i)  zu  finden,  welche  sich  rational  durch  f(m|<72, ö's) 
ausdrücken  lassen".     Sind   diese  gefunden,   so  ist  ^(^172, 73)  eine  ra- 


\ 
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tiüiiale  Function  von  s>[     ),  also  eine  uli;- ehr ui. sehe  Function  von  jj(?0. 

Es  folgt  aber  aus  der  Darstellung  von  v^(/<)  in  §  (5,  dass,  wenn 
v^Y2  ==  ^21  ^^73  =  (^i  gesetzt  wird, 

P  (vu  j  72,  Ti)  =  ^2  ^'(^  I  ^''^'  ^':f) 

ist.  Wir  haben  also  nur  diejenigen  Functionen  s-'(u\G-i,  G-^)  zu  suchen, 
welche  rational  durch  s>{u\ghg-i)  ausdrückbar  sind. 

Eine  solche  Function  S'^{u\G2,  0-^)  bezeichnen  wir  jetzt  der  Kürze 
halber  mit  s-J\(u);  ihre  Perioden  seien  2i2,  2S^';  alsdann  können  wir 
setzen : 

13)  Pi  (u '  Q,  £1')  =  F[p  (u !  CO,  o)')l 

wo  /''  eine  rationale  Function  bedeutet.  Da  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  sich  nicht  ändert,  wenn  wir  m+2cö  oder  ?<-f-2co'  für  w  setzen, 
so  wird: 

14)  Pi (w + 2o>)  =  Fl (u),    Pi (u + 20?')  =  Fl (u), 

mithin  hat  auch  die  transformirte  Function  p,(w)  die  Perioden  2o?,  20/. 
Daraus  folgt,  dass 

15)  co  =  aÖ-\-b^,    co'  =  a'Si+b'Si', 
wo  ö,  a',  b,  b'  ganze  Zahlen  sind. 

Um   nun    alle   Perioden    von   v^iOO   zu    finden,    müssen   wir  noch 

diejenigen   suchen,   die    nicht   zugleich    Perioden    von   p{u)  sind.     Der 

grösste  gemeinsame  Factor  von  a  und  h  sei  ?ii,  und 

a  =  Wi«,    b^=niß, 
so  kann 

16)  ai>-hß£i'  =  Sii 

als  Fundamentalperiode  von  Pi(u)  angesehen  werden.    Es  wird 

Eine  zweite  Fundaraentalperiode  von  Pi{u)  sei 

18)  a'o-^ß'ii' =  Q^, 
so  muss  die  Gleichung 

19)  aß'—a'ß=-\-l 

bestehen.  Wir  wälilen  das  positive  Vorzeichen,  weil  im  entgegenge- 
setzten Falle  — £^2  ^^'  ^2  genommen  werden  könnte.  Die  Determi- 
nante der  Gleichungen  15)  wird 

ab' — ba'  =  ii^yi-i, 
wo  wir  «2  auch  als  positive  Zahl  annehmen  können.    Nun  ist 

ab'—ßa'  =  «2  =  «2  (ctß'—a'ß), 
oder 

a{b'—}hß')  =  i9(a'— «2«')- 

Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  man 
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20)  a' — n-ict!  =  «3«,  b' — «2/^'  =  ^hß 

setzt,  wo  «3  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Setzen  wir  die  Werte 
für  a'  nnd  b'   in  die  zweite   der  Gleichungen  15)  ein,  so  erhalten  wir 

co'  =  n.(aSi-\-ß'o')-\-n,(aSl-{-ß£2'), 
also,  mit  Berücksichtigung  von  16)  und  18) 

CO    =  7?3i2|  +W2i22. 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  IG)  ergeben  sich  also  für  die 
Fundamentalperioden  von  p^{u)  folgende  allgemeinen  Ausdrücke: 

Es  genügt,   für  ii^  alle  positiven  Werte  zu  nehmen,  die  kleiner  als  n-i 

sind;  denn  setzt   man   irgend   ein  %  gleich  Xn.i-\-n'>,^  wo  X  eine  ganze 

Zahl  ist,  so  wird 

CO       (ICO     n\  CO 

n-i       Wt       n-i  n^ 

und  man  kann  ßi+jt/ßi  jetzt  als  zweite  primitive  Periode  ansehen, 
wenn  nicht  von  vornherein  ?/3<n.2  ist.  Wir  haben  also  folgendes  Re- 
sultat: ,Soll  ^i(m)  rational  durch  p{n)  ausdrückbar  sein,  so  müssen 
sich  drei  ganze  Zahlen  Wi,  n^^  ??3  mit  der  Bedingung  ni<,tu  so  bestimmen 
lassen,  dass  ein  Paar  primitiver  Perioden  der  Function  P\{u)  sich  durch 
die  Perioden  2ö?  und  2tö'  der  Function  ^{u)  mittelst  der  Gleichungen: 

«1  \  ^        fo         ,-         co'      n^co        .  , 

21)  ß,  =-,      ^22  = (n^<ih) 

ausdrücken  lassen." 

Mit  Bezeichnung  der  Perioden  schreiben  wir  jetzt: 

22)  p^{u)  =  p{u\-. ^-)> 

rix     rii      «2  Wt 

dies  ist  die  Form  der  gesuchten,  rational  durch  p{u)  ausdrückbaren 
Function  Pi(w). 

Wir  bedürfen  nur  noch  einer  Reduction  für  den  Fall,  dass  Wi,  n2  und 
«3  einen  gemeinsamen  Factor  haben;  in  diesem  Falle  handelt  es  sich 
um  ein  Multiplicatioustheorem.  Die  Function  p(M)ist  nämlich  voll- 
ständig dadurch  bestimmt,  dass  sie  für  u  =  Qi  und  11  gleich  einer  Periode 

a  unendlich  wird  und  die  Form  piu)  =^  —  +  . . .,  oder  p  (u)  ==  -j rz-\- . . . 

^      W2  (w — ö) 

hat.    Betrachten  wir  nun  die  Function  m-p(ntu),  so  beginnt  deren  Ent- 

wickelung  auch  mit  ^+...  und  sie  hat  die  Fundamentalperioden       1 

— '■>  mithin  ist 
m 
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j/i-iy{mu\co,  CO)  =  j->(m    — 5      -). 
'  mm 

Gesetzt   uun,   die    olngen   Zahlen   Ui,  n^^  n^    hätten    den   gemeinsamen 

Factor  X,  so  dass 

«,  =  Xi\,  n-i  =  Xi'2,  Hi  =  ^i^'i^ 

80  wäre: 

OQN  /      i  1       «^       1       ^'         1  »'s      CO  .0)       CO  V-i      CO 

23)  i>(u  hr  •  —'   ,  • V  —  •  — )  =  X-p  {Xu    — > ). 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  ist  also  folgendes:  ,Jede 
Function  ^^{u),  die  sich  rational  durch  p{ii)  ausdrücken  lässt,  hat 
entweder  die  Form 

,CO      CO         «3  Q? 
'  Wi      Wo         W2«i 

WO  «1,  7i2    alle    positiven    ganzen  Zahlenwerte,   n-i  alle    positiven,    die 
kleiner  als  n-,  sind,  annehmen  können;  oder  sie  hat  die  Form: 

/    X  ',»,',      \C0       CO  V-tCD. 

V^       Vi         V-i  Vi 

WO  r,,  ro,  2':j  beliebige  positive  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler 
sind,  mit  der  Bedingung,  dass  t':{<i'i,  und  wo  X  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist.  Aber  alle  Functionen  Pi(n),  die  durch  eine 
algebraische  Gleichung  mit  p(//)  verbunden  sind,  haben  die  Form: 
,  ,  o    /       ,co    CO       n-i  CO. 

wo  ni,  «2,  n3  die  obigen  Werte  annehmen  können,  m  aber  eine  beliebige 
rationale  Zahl  ist." 

Um  nun  die  Function  pi(w)  wirklich  herzustellen,  müssen  wir  alle 
zu  2oj  und  2o/  incougruenten  Werte  von  u  aufsuchen,  wofür  diese 
Function  unendlich  wird.     Diese  sind  enthalten  in  der  Form: 

n>k,ß  =2Xi>i-]-2(iQ.2., 
oder  nach  21): 

24)  „.,     =2^'''~^"^a>-2g«>'    (^-O.l.-- ■».-!). 

'^' '  «,  n2  «2        \/f^  =  0,  1)  •  •  •  ^h—^J 

Ihre  Anzahl  ist  ;<,  .  n.y  und  werde  bezeichnet  mit  w,  so  dass 

Da  nun  für  irgend  ein  w;  ^^  die  Entwickelung  von   |?i(?<)   anfängt 

mit -+. . . ,  so  ist  in  der  Gleichung  8)  v  =  2,  und  es  hat  p,00 

{u—wx^  //)- 

die  Form: 

^2 
Fi(m)  =  (;— ^     ^    l0gö(M-/t';t   „)  =  (;+^>(?/— /i'3  u), 
X,fx"^  A  =  0,...ni— 1         " 

i«  =  0,...n2 — 1 
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wo  C  eine  Constante  bezeiehuet.     Hierfliv  können  wir  auch  schreiben: 

25)  FiOO  =  C-\-p  {u)-\-2L'p(u-w^_^f,), 

wo  der  Aecent  an  dem  2^  bedeutet,  dass  das  Wertepaar  A  =  0,  |W  =  0 
ausii-esehlossen  ist.  Um  C  zu  bestimmen,  entwickle  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  25)  nach  Potenzen  von  m,  so  erhält  man 

wo  [u\  Glieder  ])edeuten,  die  mit  u  verschwinden.  Wird  nun  u  =  Q 
gesetzt,  so  ergiebt  sich 

?.,fi 
mithin: 

26)  Pi  (u)  =  p  (m) + -S"  [p  {u—W}^  f^)—p  {wx^  ^)]. 

Diese  Dojapelsumme   kann   auf  folgende  Weise  in   eine   einfache 
Summe  verwandelt  werden.    Man  setze  nach  24): 

Xn-2 — uru      ,     unxco  hco-^-lm' 

"^  nin-i  UiTi^  n 

wo  k  und  /  ganze  Zahlen  sind,  und  bezeichne  mit  wq  irgend  eine  der 
Grössen  tv^  ^^  worin  A-,  /,  7i  keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  dann 
folgt,  dass  p,(7<)=oc  wird  für  u  =  7Vq^  2tv^^  ^iv^^^ . . .  nw^.  Da  nun  alle 
diese  Werte  einander  incongruent  mod.  2oj  und  2oj  sind,  so  kann  man 
sie  an  Stelle  der  Grössen  W}^^  setzen  und  erhält: 

«—1 

27)  Pv{u)=  p{u)-]r^^[p{u—vwii)—p{vw^)\. 

Diese  Form   der  transformirten  Function   ist  das  Analogon  derjenigen 

u 
für  sn(— 5  A),  welche  Jacobi   Fundam.  §  23  (Ges.   Werke  I  99)  ge- 
gegeben hat. 

Ist  der  Grad  der  Transformation  «  =  2,  so  setzen  wir 

«1  =  2,  «2  =  1?  '>h  =  0 
und  erhalten  aus  24) 

iSij  =  —  5    Sdo  =  O)  ,     Wq  =  co^ 

also  wird  die  transformirte  Function: 

28)  ^  (w  I  y  <»')  =  ^  (m) + s^  {u—oSy—p  {m). 

Ist  n  irgend  eine  ungerade  Primzahl,  so  können  wir 
«j  =  n,  n,  =  1,  also  W3  =  0 
setzen  und  erhalten  nach  24) 
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da  a})ei'  2f'/  eine  Periode  der  traasforniirtcn  Function  ist,  so  kann  man 


2w 

tur   //n   eintacli  setzen.     Dann  wird: 

n 


29) 


«— 1 


^{u\  ^  J   Cü')=  i>(M)+  V^ 
«=1 


2acö\        /2«o> 


Aus  den  Gleichungen  28)  und  29)  erhellt  sofort,  dass  für  jeden 
Primzahlgrad  n  die  transformirte  Function  eine  rationale  Function  n*''" 
C4rades  in  p{u)  ist.  Für  n  ==  2  folgt  nämlich  mit  Hülfe  der  ersten  For- 
mel 26)  §  10  (S.  66): 

(«1— «2)(«i— «3) 


j^(?< — co) — ßi  = 


Piu)—ei 


CO 


mithin    wird   p{u\—i  co),  wenn  man  diesen  Wert  in  28)  einsetzt,  vom 

2"^"'  Grade  in  pu- 

Um  das  Entsprechende   für   den   allgemeinen  Ausdruck  in  29)  zu 
zeigen,  zerlegen  wir  die  Summe  in : 


n— 1 
2 

>(h\~,    03)  =   f(")+]^ 
«  =  1 


CO 


2ao),       (laco 


+ 


»—1 
V 


P  (w— 2«  +  2/3  -)— F(2(ö— 2/3-) 
n  n 


Da  wir  für  die  letzte  Summe  auch  schreiben  können: 
n— 1 
"2    _ 

so  wird  die  transformirte  Function  von  der  Form: 

n— 1 


p(u-\-2ß^)-p(2ß'^) 


30)  p(u  i  -,  o?') = p(ii)+  y] 


«=1 


2ao?  2aa> 

KmH )  +  P(u -") 

n  n 


X^    /2aoj\ 


Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  in  §  15  (S.  99)  folgt  aber  durch  Addition 

2(pu-hpv)(pu  pv—\gi)—g^. 


31) 


'p(ii-\-v)-\-sHu—v)  = 


{pu—pvy- 
bringen  wir  also  alle  Summenglieder  auf  den  Generalnenner 


Il(pu—p'^j  ' 


«=1 
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der  vom  {n — 1)'^"  Grade  in  Bezug-  auf  p{h)  ist,  so  sehen  wir,  dass  die 

transformirte  Function   p(u\—i  co')  für  jeden  Primzahlgrad  7i  eine  ge- 

n 

broehene  rationale  Function  ?i*^"  Grades  von  p{u\co,co')  wird. 

§  56.    Invariaiitenglcichiingon.    Die  transformirte  rj-Fiinction.  Miiltiplication. 

Litterarischc  Notizen. 

Die  Invarianten  //o,  ^3  waren,  wie  wir  in  §  6  gesehen  haben,  mit 
den  Werten 

verbunden  durch  die  Gleichungen 

1 )  i72  =  —4  (ßi  e-i + ^.l  e^ + e-s  e^ ),  g-^  =  4e,  e-i  e-i. 
Bezeichnen  wir  nun  die  den  ^i,  e-^,  e^  entsprechenden  Werte  der  trans- 
formirten  Function  g)^{u)  mit: 

Pi(52,)  =  £i,  ^1(^1+^2)  =  £2,  ^^1(^2)=  £3 
und  die  aus  ihnen  analog  den  g.^^  g-j,  in  1)  gebildeten  Grössen  mit  Gi,  G^, 
so  folgt  aus  der  Gestalt  der  transformirten  Function  (Gl,  26)  §  55), 
dass  fi,  82,  £3,  also  auch  G-i,  G^  algebraische  Functionen  von  ^o?  ff^ 
werden.  Diese  algebraischen  Gleichungen  zwischen  den  Invarianten 
g.,,  g-i  der  ursprünglichen  Function  ^^  (u)  und  den  entsprechenden  Grössen 
6^2,  G-i  der  transformirten  Function  p^iii)  sollen  kurz  Invarianten- 
gleichungen genannt  werden.  Sie  entsprechen  in  gewissem  Sinne 
den  im  Vorhergehenden  behandelten  Modulargleichungen  Jacobi's. 
Auf  Veranlassung  von  Weierstrass  wurden  diese  luvariantenglei- 
chungen  zuerst  aufgestellt  in  der  schon  oben  (S.  483)  genannten  Disser- 
tation von  Felix  Müller:  „De  transformatione  functionum  ellipti- 
carum",  Berlin  i86y. 

Um  zu  ihnen  zu  gelangen,  bilden  wir  die  der  transformirten  Func- 
tion Pi(w)  entsprechende  ö-Function,  welche  wir  mit  ö(m)  bezeichnen 
wollen,  und  welche  mit  5?i(w)  durch  die  Gleichung: 

rf?.       _ 

2)  —  logö(M)  =  — PlOO 

verbunden  ist.     Für   den  Fall,   wo  der  Grad  der  Transformation  eine 
ungerade  Primzahl  ist,  folgt  aus  30)  §  55: 


3)        ^,log«(«)  =  ^,logöW+  >, 

«=1 

,    är  ,        ,       2aco' 
+  _  log  «(„__) 

wo  der  Kürze  halber  gesetzt  ist: 


— ;,logo(MH ) 

du-  n 


+  2^1, 
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4) 


Durch  einmalige  Integration  folgt  aus  3): 


+ 


^-^logö(^^+-^)+-logo(u— ^) 


d 


■h2GiU, 


wo  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  da  —  logö(w)  eine  ungerade  Func- 
tion ist.  lutegriren  wir  nun  die  letzte  Gleichung  abermals,  und  zwar 
logarithmisch,  so  erhalten  wir: 

n— 1 


ö(u-\ )ö(m 


2aco~\ 
71     J 


wo  C  die  Integrations-Constante  bezeichnet.  Um  diese  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  u 
entwickelt,  jedes  Glied  durch  u  dividirt  und  dann  u  =  0  gesetzt.  Als- 
dann ergiebt  sich: 


1  =  6// 

ß  =  l 

Mithin  wird 


/2aco\     ,     2aco' 
a{         ]o(—        ) 
_   \  n  J  n 


2 


—  Cjjo 


«=1 


o  [2a(o 


^) 


o(u)  =  e^'"'a(u)J/ 


■iil    /2ae»   ,     \    f2aco 


\  n 


u  =  \ 


2aco 


Nach  Gleichung  10)  §  15  (S.  100)  ist  aber 


(2a(o  ,    \   (2a(o       \ 


2aco 


daher  wird: 
6{ü) 


n— 1 


6)       "^-  =  e^.«^// 
«  =  1 


j^  (u)—p 


2aco 


n—l 

•1 


G, 


^<T)- 


«=i 


Dies  ist  die  Form  der  transformirten  o-Function    flir  einen    ungeraden 
Primzahlgrad. 
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Die  Methode,   nach    weleliev  ans  der  Gleielmug  6)  die  Relationen 

zwischen  6',,  (J-i,  G-i  und  (/2,  g-^  hergeleitet   werden,   ist  mm    folgende. 

n — 1 
Entwickelt  man  in  6)  das  Product  rechts  vom  Grade  nach  Poten- 

zen  von  ^(m),  so  erhält  man: 

~f    \  n — 1  n — 3  n — 5  n — 7 

rj— 3  n— 1 

+  (—1)^^,  p(u)  +  (— 1)  ^2-^0, 
wo  öl,  ^„_5,  ß„-T, . . .  ß[,   Bq    symmetrische    Functionen    von   pi  —  j» 

p[ — ))---iM^^        ^j  sind;  nämlich: 

n—\ 
2 

a=  1      ^  ' 


.i:^yi:~^^y-B.=m^^ 


Da  zu  diesen  Coefficienten  noch  die  beiden  Grössen  6^27  ^3  hinzutreten, 

M  +  3 

so  sind  in  der  Gleichung  7)  im  Ganzen  — —  unbekannte  Grössen  vor- 
handen, zu  deren  Bestimmung  ebenso  viele  Gleichungen  erforderlich 
sind.  Man  könnte  nun  beide  Seiten  der  Gleichung  7)  nach  Potenzen 
von  u  soweit  entwickeln,  bis  man  durch  Gleichsetzung  entsprechender 

Coefficienten  — -—  Gleichungen  erhielte,  aus  denen  dann  alle  Unbekann- 

ten  ausser  6"!,  Gi,  G-^  zu  eliminiren  sind,  wodurch  3  Gleichungen  für 
diese  Grössen  übrig  bleiben.  Da  aber  die  durch  Vergleichuug  der 
Coefficienten  entstehenden  Gleichungen  für  ein  w,  das  grösser  als  5  ist, 
sehr  complicirt  werden,  so  werden  in  der  genannten  Dissertation  die- 
jenigen Gleichungen  zwischen  ^i  —  y  pi  —  y  . .  .  p  ( —-\  zu  Hülfe 

genommen,  die  sich  aus  den  Additionstheoremen  4)  und  5)  §  15  (S.  199) 
ergeben.  Auf  diese  Weise  gelang  es,  für  w  =  2,  3,  5  und  7  zunächst 
eine  algebraische  Gleichung  für  G^  herzustellen  und  G-i,  G3  rational« 
durch  Gl.  (7,,  0^3  aaszudrücken.  Durch  Elimination  von  Gi  aus  einem 
der  letzten  beiden  Ausdrücke  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  für  G^ 
erhält  man  dann  die  algebraische  Gleichung  für  G-j,  resp.  G^. 
Beispielsweise  lauten  für  n  =  3  die  Resultate : 
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'>      1  6'.,  =  12()6";=— 9<72,         63  =  280G^— 42^2^|— 27^;j, 
und  für  n  =  5 : 

^  y  G,j;y  =  806'^;— 39^2^1— 4Ü//3,     G-,  =  U^G'—lUg-iG^—l'^bg-^. 
Auf  etwas   anderem  Wege  hat  F.  Brioschi:   „Sur  une  forrnule  de 
transforviation  des  foncti'ons  cllipfiqucs" ,   C.  R.  LXXIX,  106^ — io6g, 
iS/4,  die  Invariantcngleichungen  für  w  =  3  und  «  =  5  hergeleitet. 

Die  gewonnenen  Gleichungen  für  (?,,  G-i,  G^  können  auch  benutzt 
werden,  um   eine   algebraische  Gleichung   zwischen   den   absoluten 

Invarianten  --,  und     i   herzustellen.    Man  hat  nur  nötig,  den  Aus- 

^3"  ff-, 

druck,   der   6*2   als  rationale   Function   von    6^,,  g-,,  g.^  ergiebt,   in  die 
dritte,  den  entsprechenden  für  G^  in  die  zweite  Potenz  zu  erheben  und 

G^ 
den  Quotienten  beider  Potenzen  — f  zu  bilden.     Dieser   Quotient  lässt 

^3 

sich  so   umformen,   dass   überall  nur   Potenzen  von  ~Gi  und  von  —  ^ 
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auftreten.    Ebenso  lässt  sich  die  obige  algebraische  Gleichung  für  6^, 

in  eine  solche  gleichen  Grades  für      G^  verwandeln,  wie  man  aus  der 

Form   der   Gleichung  für  G^  leicht   erkennt.    Eliminirt   man   nun   aus 

der  Gleichung  für  — f  und  der  für  —6^1  diese  letztere  Grösse,  so  erhält 

G^ 
man   die   gesuchte  Gleichung   zwischen   den   absoluten  Invarianten  — !■ 

^3 
und  -.,.  Diese  Gleichungen  haben  ähnliche  characteristische  Eigen- 
schaften wie  die  Modulargleichungen. 

Die  luvariantengleicliungen  für  die  Transformation  vierten  Grades 
sind  hergeleitet  in  der  Schrift  von  Felix  Müller:  „Uchcr  die  Traiis- 
foTDiation  vierten  Grades   der  elliptischen  Functtone7i" ,  Berlin  i8y2. 

Hier  ist  die  Gleichung  für  Gs,=  .Vp(ö?)+4>'I  ^  )  vom  C**""  Grade: 

11)  6':— 30^2^;— 540^3^1— 135^^öf—324//2^3^'i +4^/^,-108^3^  =  0, 
und  die  rationalen  Ausdrücke  für  G-i  und  ^3  lauten: 


I  (13G;  +  ,V,i/2)  6*2  =  12006':-257//3^;-9(>/3^i +.(/', 
"^        (13ö;  +  ;,^2)^3=22406';—756/72G'— 428^3^: +  28^/;; 


G^-V^Öiih- 


In  der  oben  angeführten  Dissertation  von  Felix  Müller  ist  auch 


'Ö 


eine   Methode   angegeben,   die   Multiplicationsformeln,   also   den 
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Ausdruck   für   p(n?/)  duvcli   die   Function   p{u)   zu   erhalten.     Es  wird 

dazu  die  Function  --~c  benutzt.     Diese    Function    bat   die    Perioden 
ö""(m) 

2cü,  2co'.    Denn  nach  Formel  19)  §  15  (S.  104)  ist 

13)  ö(m+2co)  =  — e   ^'^  a{u). 

Aus  diesen  folgt,  mit  Berücksicbtigung  der  Gleichung  IG)  §  15  (S.  103): 

2h (nw  +  neu) 

ö(«w  +  2«»)= — c     '^"^  ö(m<), 

und  wenn  man  diese  Gleichung  durch   die  aus  13)  durch  Potenzirung 

sich  ergebende: 

o'ü) 

2>in — (u+u)) 
Ö "«(?/  + 2o>)  =  —e         ^"^  ö""{ii) 

dividirt,  erhält  man: 

,  <>(wM+2wco) ö{nu) 

^  o""{u-{-2(ä)  ~  ä^^y 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  unter  Anwendung  der  Gleichungen  15)  und 
20)  §  15: 

o(nu-\-2nco')       ö(nu) 


15) 


ö  ""(?/  + 2  tö')        (>""(u) 


ö  (nii)  , 

Mithin  hat  die  Function        /^    die   Perioden   2a>   und   2co',  lässt   sich 

Ö""{ll) 

also  rational  durch  piu)  ausdrücken. 

Da  nun  u  =  0    der  einzige  zu   2<»,   2a>'   ineongruente  Wert   des 

Argumentes  ist,  für  den  —^;—  =  oc    wird,   so    hat   die   Entwickelung 

dieser  Function  die  Form: 

,-i4=  ^o-^'.^logö(^.)-6;,^logö(.)-... 

oder,  wenn  wir  p(w)  und  deren  Ableitungen  einführen: 

16)    tM  =  ^0  +  ^1  i^(:>-t)+C.iAu)  +  C^p"{u)+  . . .  +6>_ip("'-^)(«^). 

0      (V)  

2 

Die  Con.stanten  6o,  6'i,...  (7;j2_]   werden  gefunden,  indem  man  beide 

2 
Seiten   der  Gleichung   IG)    nach   Potenzen   von   u   entwickelt   und   die 
Coefficienten   gleich   hoher   Potenzen   einander  gleich  setzt.     Aus   der 

Function     )^        aber  folgt  sofort  p{nu)  durch  zweifache  Differentiation. 
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Flir  n  =  3  wird  z.  B. 

1 7)  3  ''^:^^^  =  pHu)-  l  g-i  9Hu)-g,  9  00-  i,g\ 

uüd  durch  DiffereDtiation 

wo  der  Kürze  halber  das  Argument  bei  p(m)  fortgelassen  ist.  Man  be- 
achte, dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  17)  übereinstimmt  mit  der 
Function  in  der  ersten  Gleichung  9),  was  seinen  Grund  darin  hat,  dass 

-—-.  =  0,  also  p  {'5u)  =  ex;  für  m  =  —-,  das  Argument  von  6,  '=m-z-] 
0^{u)  6  \  3  / 

in  9).  Die  Function  -^^rvA  wird  null  für  u^--  und  u=  ,  kann 
also  auch  gewonnen  werden  aus  der  Gleichung  12'*"  Grades,  der  die 
Grössen  pl  --  j  und  y  [  ^  j  genügen,  und  diese  Gleichung  erhält  man 
wieder  durch  Elimination  von  G^  und  B^  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

in  Verbindung  mit  der  Gleichung  10): 

und  der  Gleichung  für  Bq-. 

%G,B^  =  G\-\-^g.,G,-\-g.,. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  allgemein  die   Function       -,  (  mit 

if- — 1 
Hülfe  der  Gleichung  vom  Grade  ,    deren   Wurzeln    die   Grössen 

Die  Function  -  genügt  einer   partiellen  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung,  welche  ebenfalls  zur  Berechnung  der  Coefficienten  von 

,  \.  also  auch  zur  Herstellung  von  p{nu)  benutzt  werden  kann. 
ö'"'(m)  ° 

Setzt  man  in  die  partielle  Differentialgleichung  für  6{u)  (32),  §  23, 

S.  167): 

82ö(w)       ^^     d(i(u)  ,   ,    ,8ö(w)      ,       „   ,  , 

nu  an  Stelle  von  m,  so  erhält  man : 
und  aus  derselben  Gleichung: 

Enneper,    ellipt.    Functionen.     2.  Aufl.  32 
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"   '"du'^~      0""{u)\     du    ) 

Fübreu  wir  die  Abkürzungen  ein: 

/    N  /  ^  o(nu)       X 

0{mi)  =  X,  (r"»(n)  =  y,  ~^  =  y  =  ^' 

so  folgt  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen: 


1  d^x       ,  z  dhj 


oder 


y  du-         ydu^ 


dz 


^+(n2— 1): 


~^ßyY 


y\du 


du^  ^^dff.2      ■"        -dg-i  ij     du-     ^  V'Vö" 


26^02 
y  du  du 


Da  nun  aber 

y  ÖM^     y^diij 
ist,  so  erhalten  wir: 

1  d'-z      ._     dz 


du\y  du)  dii\ö{u)     du 


7l2au2-12^3g^^- 


Diese  Gleichung  werde  nun  durch  Einführung  der  partiellen  Ableitungen 
der  Function  z  nach  p{u)^  g.^^  g-^  transformirt.     Wir  setzen: 

du       \di^)\duy  du"-       \d9)\du'')^\dpy\du)' 
und  erhalten: 


1/6^ 


«2\^ÖW2 


wir : 


Da  nun  aber 


so  erhalten  wir: 


und  nach  Einsetzen  der  Werte  von 


du 


und 


du''}'' 
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—  f  n2^-:Q^  Vn^  (n2— 1)  ^  r  =  O. 

Dies  ist  die  Differentialgleichung   zweiter   Ordnung,   der  die  Function 
ö  (/m) 


<J""(u) 


genügt. 


Unter  Einführung  der  Bezeichnung  r„  für  die  obige  Function  -^7~ 

werden  zwischen  den  Functionen  mit  verschiedenen  Indices  die  Re- 
ductionsformeln : 

^2«+!  =  r^r„+2 — r^+ir„_i, 

r-2„  =  - .  (Tn+i  r,i-2 — rf.-i  r„+2) 

aufgestellt  in  einer  Arbeit  von  M.  Simon:  „  Gaiizzahlige  Alultiplication 
der  elliptischen  Functio^ien  in  Verbindung  mit  dem  Schliessungs- 
prohlem" ,  Pr.  Strassburg  ijE.  i8y^. 

In  einer  Abhandlung  von  L.  Kiepert:  „Wirkliche  Ausführung 
der  ga7tzzahligen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen" ,  Grelle 
J.  LXXVI,  21 — jj,  iSy^,  ist  eine  allgemeine  Multiplicationsformel  für 
jeden  beliebigen  ganzzahligen  Multiplicator  n  übersichtlieh  dargestellt 
in  Form  einer  Determinante,  welche  ausser  p(w)  die  Ableitungen  dieser 
Function  enthält.  In  einer  zweiten  Arbeit  von  L.  Kiepert:  „Auflösufig 
der  Trans formationsgleichtmge  11  und  Division  der  elliptischen  Func- 
tionen", Grelle  J.  LXXVI,  34 — 44,  18 jß,  wird  gezeigt,  dass  die  Glei- 
chung zwischen    ^^(«w)   und   p{u)  sich  in  dem  Falle  lösen  lässt,  wenn 

^[  —  I  und   %j[ — J   als   gegeben   betrachtet;   und   es   wird   die 

Lösung  der  Gleichung  vom  Grade  n-  in  Bezug  auf  ip{u)  zurückgeführt 
auf  zwei  Gleichungen  vom  Grade  w. 

In  einer  Reihe  von  Abhandlungen  „Zur  Transformationstheorie  der 
elliptischen  Functionen" ,  Grelle  f.  LXXXVII,  igg — 216,  LXXXVIII, 
20^ — 212,  i8yg,  XGV,  218 — 230,  188 j,  und  ,,Ueber  Teilung  und 
Transformation  der  elliptischen  Functionen" ,  Glebsch  Ann.  XXVI, 
369 — 4^4,  188^,  untersucht  Kiepert  die  Function 

r/cü(n2— 1) 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sich  alle  übrigen  bei  der  Trans- 
formation auftretenden  Grössen  durch  sie  und  die  Invarianten  g<i,  y^ 
rational  ausdrücken  lassen,  und  welche  gleichsam  als  der  vornehmste 

32* 


man 
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Keprüsciitniit  einer  ganzen  Gattung  von  Hülfsgrössen  angeaelieu  wer- 
den kann,  die  nicht  nur  für  die  Transformation,  sondern  auch  für  die 
Algebra  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  und  die  zu  einander  in  inni- 
ger Beziehung  stehen. 

Das  Fuuctionalverhältnis  von  /  =  ^ü:J,  der  absoluten  Invariante, 

und  co  =  ~-,  dem  Periodenverhältnis,  wird  nach  Riemann'schen  Prin- 

CO-i 

eipien  eingehend  studirt  von  F.  Klein:  „Ueber  die  Transformation 
der  clliptisclicu  Fiiuklioncn  und  die  Auflösung  der  Gleichungen 
fünften  Grades",  Clehsch  Ann.  XIV,  in — 1^2,  i8y8.  Im  Anschluss 
au  diese  Arbeit  sind  zu  erwähnen:  J.  Gi erster:  „Notiz  über  Modular- 
gleicJmngen  bei  zusanunengesetzteni  Transformationsgrad" ,  Clebsch 
Ann.  XIV,  5J7 — 544,  iSyg,  und  „Die  Untergruppen  der  Galois'- 
schen  Gruppe  der  ModulargleicJmngen" ,  Clebsch  Ann.  XVIII,  31g — 
266,  188 1,  sowie  W.  D  y  c  k :  „  Versuch  einer  übersichtlichen  Dar- 
stellung der  Riemann' sehen  Fläche,  welche  der  Galois' sehen  Resolvente 
der  Alodulargleichung  für  Primzahltransformation  der  elliptischen 
Functionen  entspricht" ,   Clebsch  A?in.  XVIII,  507 — ^28,  1881. 

G.  Frobenius  und  L.  Sti  ekel  berger  („Ueber  die  Addition 
und  Multiplication  der  elliptischen  Fu?iktionen",  Grelle  f.  LXXXVIII, 
146 — 184)  vergleichen  die  transcendenteu  Ausdrücke  für  die  Elemente 
der  Kettenbruchentwickelung  der  Quadratwurzel  aus  einer  Function 
4*'^"  Grades  (Jacobi,  Grelle  f.  VII,  41)  mit  den  algebraischen  Formeln, 
welche  Jacobi  (Grelle  f.  XV,  iig — 124,  u,  XXX,  148—1^6)  für  die 
Umwandlung  einer  Poteuzreihe  in  einen  Kettenbruch  aufgestellt  hat, 
und  gelangen  so  zu  den  Multiplicationsformeln  für  die  elliptischen 
Functionen. 

Da  mau  im  allgemeinen,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  Transfor- 
mation vom  Grade  ah  erhält,  indem  man  zuerst  eine  Transformation 
a*^"  Grades  und  dann  eine  Transformation  h^'"'  Grades  ausführt,  so  hat 
man  sich  bisher,  was  die  wirkliche  Ausführung  der  Rechnungen  be- 
trifft, meist  auf  den  Fall  einer  Primzahl-Transformation  beschränkt. 
Dass  diese  Beschränkung  für  die  Herleitung  der  algebraischen  Be- 
ziehungen eine  schädliche  gewesen,  zeigt  L.  Kiepert  in  einer  kürzlich 
erschienenen  grösseren  Arbeit :  „  Ueber  die  Traiisforination  der  ellip- 
tischen Funktionen  bei  zusammengesetztem  Transformatioiisgrad", 
Glebsch  Ann.  XXXII,  1—133,  1888. 


Anhang. 


Note  I. 

Ucbei'   einige   von    Legendre    betrachtete   Integrale,   welche   sich    auf 

elliptische  Integrale   reduciren    lassen.    Neuere   Untersuchungen   über   die 

Reduction  hypereliiptischer  Integrale. 

Im  ersten  Bande  des  „Traiti  des  fondmis  elliptiques"  hat  Legendre 
an  vcrscliledenen  Stellen,  namentlich  in  Chap.  XXVI,  XXVII,  XXXII  und 
XXXIII  Integrale  betrachtet,  Avelche  auf  elliptische  reductibel  sind,  und 
deren  ziemlich  einfache  Formen  es  gestatten,  ohne  Zuhülfcnahme  anderer 
Theorien  die  Reduction  einfach  direct  ausfülircn  zu  können. 

Es  sollen  zunächst  die  im  Chap.  XXXII  p.  252 — 256  behandelten 
Fälle  mitgeteilt  werden. 

Sind  />,  ö,  /?,  S  Functionen  von  .r-,  so  lässt  sich  jede  rationale,  ge- 
brochene Function  auf  die  Form  bringen: 

R-VSx 
oder  Zähler  und  Nenner  mit  R — Sx  multiplicirt : 
PR^QSx^-V{QR-PS)x  _ 

wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x-  sind. 

Sind  A,  B,  C,  D  und  Z  Polynome  von  z,  so  lässt  sich  durch  Erweitern 
des  Bruches  mit  C — D  \/ Z  der  Ausdruck : 

^  _  A^B\I~Z 

C-{-D\/Z 
auf  die  Form: 

bringen,  wo  U  und    V  rationale  Functionen  von  z  sind. 
I.     Setzt  man  x"^  =  2  in : 


\ 


/M-{-Nx 
~, dx, 


wo  yü/ und  A' rationale  Functionen  von  x"^  sind,  so  geht  das  Integral  über  in: 


502  [Note  I 

Ndz 


1    r Mdz^ 1    P 

^  I  \fz\/a-\-bz+b'z'^-\-a'z^     ^  /  /«^ 


i+hz-\-b'z'^-\-a'z^ 

wo  min  M  und  N  rationale  Functionen  von  z  sind.  Die  beiden  Integrale 
in  Beziehung  auf  z  sind  elliptische  Integrale. 

Im  Chap.  XXXIII,  />.  25Q — 272  hat  Legendre  das  obige  Integral 
genauer  untersucht  und  dabei  eine  Anzahl  interessanter  Specialfälle  betrachtet. 

U.  Es  bedeute  T  eine  rationale  Function  von  a*,  so  kann  man  setzen 
J=  iV-j-iVr,  wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x"^  sind.     Sei: 


4 

\/a-\-Ux'^^cx^  =  z 


dx. 
J  y  a+2bx'^-{-cx^ 
Man  setze: 


und  nehme  die  Wurzel 

cx"^  =  —b-{-\/b'^+{z^—a)c, 
also: 

z^dz 
xdx  =  -,— 

l/62-f(^4_a)c 

Es  ist  h'  =  U-\-V\/b'^-\-{z^ — a)c,    wo  U  und    V  rationale    Functionen 
von  z^  sind.     Man  erhält  so: 


/' Nxdx  _    r        UzHz  A 

lla^lbx'^^cx^    J  \/b''+{z'-ä)c     J 


z'^dz. 


\/'a-\-2bx'^-\-cx^ 
Um: 

Mdx 


h 


zu  reduciren,  setze  man: 

\Ja^2bx'^-\-cx^=xy 
oder: 

^2  ^  — &+l/^>^— «(c— y^y 

C— 1/4 

Difierentiirt  man  den  Logarithmus  dieser  Gleichung,  so  folgt: 
dx^  _  faqfl-ac^ay^r^       2     \ 
^        \l/&2_a(c— 1/4)— &     c—t) 

Erweitert    man   im    ersten   Terme    rechts    mit    yb'^ — a{c — t/*)-f-&5    so   folgt 
einfacher : 

dx  _  l/ft2 — a{c — t/*) — b  yMy 

oder: 

dx  x^y^dy 


xy       1/&2— a(c— 1/4) 
Hieraus  folgt  unmittelbar: 


J 
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J  ]/a+2bxH^cl^    J  l/»'-«(c-y')     J 
WO  U[  und  Vi  rationale  Functionen  von  y*  sind. 

Sind  wieder  M  und  N  rationale  Functionen  von  .»:-,  so  lässt  sich  ganz 
auf  dieselbe  Weise  wie  //  das  Integral : 


Hl  =  /  (M-\-j\x)\/ai-2bx^-j-cx*dx 
die  Integrale  //  und  //^  lässt  sich 
/  (M-\-Nx) .  (a-\-2bx''-hcx^)'^'*  dx 


trinsformiren.     Auf  die  Integrale  //  und  //^  lässt  sich  das  Integral 


rediciren,  und  ebenso  für  t  =  x"^  das  Integral : 

L.ia-\-2bt-\-cf^)±^dt, 


f' 


wo  /  eine  rationale  Function  von  t  ist. 
III.     Das  Intefrral : 


J 


--  I  ( J/+  Nx)  {a + 2hx + ex''- + a'x^)^  ^  dx, 


wo  il/und  N  rationale  Functionen  von  x-  sind,  lässt  sich  auf  mehrfache 
Weise  auf  elliptische  Integrale  reduciren.  Man  kann  sich  zuerst  einer  der 
folgenden  Substitutionen  bedienen. 

l/ä+2&^+äc2+a'^  =  X  [/«' +T 
Mau  kann  zweitens  eine  der  Constanten  a  oder  a'  in 

wegschafen,  indem  man  x  =  m-\-ij   oder  x=^m-{-      setzt   und    für  m   eine 

reelle  Wurzel  der  Gleichung  a-\-2hm-{-cm^-\-a'7n'^  =  0  nimmt.  Es  sei  auf 
diese  An  die  Quantität  a'  weggeschafft.     Setzt  man  dann: 

a 4- 2hx -I- ca;2  =  c 3  oder  ex  =—b-\- \/b'H-lz^—a)c, 
so  lässt  ach  J  auf  die  Form  bringen: 


J    l/62  +  (:23-a)c       J 


WO   U  und  r  rationale  Functionen  von  z  sind. 

Offenbar  lässt  sich  auf  dem  von  Legend re  angegebenen  Wege   auch 
das  Integral : 

/  (i/+  Nx){a-[-2bx-{-cx'^-\-a;x^)'^-^dx 

behandeln. 

Die  in  iieser  Nummer  behandelten  Integrale  sind  mehrfach  reproducirt 
worden,    man   hat    auf   dieselben    Sätze    angewandt,    welche  einfache  Conse- 
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quenzen  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  sind.  In  einer  auch  sonst 
sehr  hübschen  kleinen  Notiz  „Theoreme  relalif  ä  une  certaine  fondion  tran- 
scendante"  (Crdlc  J.  IX,  295 — 296^  hat  Min  ding  das  Integral: 


/i 


y\-\-ax^äx 

behandelt  und  sich  dazu  eines  allgemeinen  Satzes  von  Abel  (Grelle  J.  IV. 
200J  bedient.  Richelot  (Grelle  J.  IX,  407 — 408^  hat  schon  bemerkt,  das» 
das  von  Minding  behandelte  Integral  als  besonderer  Fall  in  dem  obigea 
von  Legendre  behandelten  Integrale  enthalten  ist.  Unter  dem  Titel  „Ncte 
relative  ä  tintegralion  d'tine  eqtiaiion  diffcrentielle  remarquable"  hat  Allegröt 
in  den  „G.  R.  XXXVI,   1144 — 1146  die  Differentialgleichung: 

^•^  H- ^ =  0  I 


behandelt.  Die  Unkenntnis  der  Arbeiten  von  Legendre  und  eine  pom- 
pöse Ankündigung  neuer  Entdeckungen  haben  dem  Verfasser,  ungeachtet 
einiger  eleganter  Entwickelungen.  eine  sehr  scharfe  Kritik  von  Serret  und 
Liouville  (C.  Rio.  1174  u.  iiysJ  nicht  erspart.  A.  Picart  führtt  die 
Transformation  der  obigen  Differentialgleichung  mittelst  einer  algebraischen 
Substitution  aus  fG.  R.  LXVI,  1192 — ii94>/. 

Die  in  11  und  III  behandelten  Integi'ale  finden  sich  erweitert  und  voll- 
ständiger ausgeführt  in  der  Dissertation :  „De  quibusdam  gcneribus  integraliiim 
ellipiicoruni''  (Rcrolini  iS^jJ  von  Röthig.  Ein  Auszug  dieser  lesensverten 
Abhandlung  ist  unter  dem  Titel  „Ceber  einige  Gatlimgen  elliptischer  Intigrale" 
in  Grelle  J.  LVI,  197 — 203  mitgeteilt.  Es  wird  darin  gezeigt,  dass  die 
Integrale  von  der  Form 

f{x)dx  \ 


h 


{a-\-a^x-\-a.ix'^-\-Wj,x^)^  | 

worin  f{x)  eine  rationale  Function    und  m  irgend  eine  ganze  Zahl  ron  der 
Form  3«-f-l  oder  3h-}- 2,  sich  stets  auf  elliptische  Integrale  mit  den  Modul 

—  \/2J3^3,  und  dass  die  Integi-ale  von  der  Form 

f{x)dx 

, 

{a-\-a^x-\-a.^x'^-{-a'>,x^-{-a^x'^ 
worin  m  von  der  Form  4;?,-f-l  oder  4n-|-3  ist,  sich  auf  elliptische  Integrale 
mit   dem  Modul  \J --  zurückführen  lassen. 

IV.     Es  sei  P  eine  rationale  Function  von  x  in  dem  Integrale: 

P  .dx 


h 


H  = 


h 


\l  a-^'bx-\-cx'^-\-gx'^-^cx^-\-hx^-\-ax^ 
oder,  was  dasselbe  ist,  in  dem  Integrale: 

Px~^dx 


J   \/a{x' 


^^+x-^)  +  h{x'^-^x-'^-\-c{x+x-^)+g 
Man  setze  x-\-x~'^  =  2z,  also  x=^z±\/z'^ — 1, 
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•^-  \/x  1/2 

Die  letzte  Gleichung  differentiirt  giebt: 

dx /dz  dz    \    l 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 
BO  nimmt  //  die  Form  an: 


11 


J  \/(z-h'l)Z      I  \/{z-l)Z 


"svo  Z|   und  Z-,  rationale  Functionen  von  c  sind. 

V.      Ist     (J    eine    rationale    Function    von    y,    so    kann     man    setzen 
Q  =  M-\-i\i/,  wo   jy  und  ,V  rationale  Functionen  von  iß  sind.     Es  sei  nun: 

Qdy 


"•  zfi 


Für  y"^  =  X  nimmt  das  Integral: 

Mdy 


A 


\/  b-{-cy'--^ffy*-{-cy^-\-biß 

genau  die  Form  des  in  IV  behandelten  Integrals  an,  wenn  dort  a  =  0  ge- 
setzt wird.     Für  //'  =  x  reducirt  sich : 

yijdy 


ß 


\/b^cy^+gy*+cy^-fby^ 
offenbar  auf  ein  elliptisches  Integi'al. 

VI.     Auf  das  Integral  //,   in  V  lässt  sich  das  Integral 

Pdx 


A 


]/a-\-2bx*-^cx^ 
reduciren,  wo  P  eine  rationale  Function  von  x  ist,  mittelst  der  8ubstitution 

X  ^  i     ]  ^-     Diese  Substitution  setzt  voraus,  dass  a  und  c  gleiche  Zeichen 

haben. 

Für  den  Fall,   dass  b-=0,    «=  -j-l    und  c=  Tl,   das  Integi'al  also 
die  Form  hat: 

Pdx 

vergleiche   man    über    dessen  Reduction  eine  Abhandlung  von  Richelot  in 
Cre/k  J.  XXXn,   213—218. 

VII.     Es  bedeute  Q  eine  rationale  Function  von  sin^cjp.     Ist  in: 

Qd(p 


h 


V  =    _ 

-m  8in^9? 
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/«>!,  so  setze  man  m=   .  „      und    sin  m  =  sin  «sin«;.      Es    fjeht   dann    V 

sm2«  '^  r  p 

über  in: 


/sin  «  {>^?/> 
l/l — sin^asin^y; 


wo  Q  eine  rationale  Function  von  sin^tp  ist. 

VIII.     Ist  m  positiv,  sonst  beliebig,   so   folgt  mittelst   der  Substitution: 

7t 


J   l/l+wsini^)  ß    i/l— Ä2sii 


Ä:2  sin2  %p 

ni 
wo  A:2  =  --" — .     Es  bedeutet  Ö  eine  rationale  Function  von  sin  cp  und  cos  w 

oder  von  cos?/;  und  sin^. 

IX.     Ist  (j  eine  rationale  Function  von  singp  und  cosgp,    so   setze  man 
zur  Reduction  des  Integrals: 

Qdcp 


h 


l/a  +  6  cos  9)  +  c  sin  9) 
g)  =  2ip-^a  und  bestimme  a  durch:  ösin«  =  ccos«.     Es  wird  dann 

a4-&cos9D-}-csin^  :=  ä!+(öcosa-|-csina)cos2t/j 
=  a+ftcos«  +  csino: — 2(icos  «  +  csina)sin2ip, 

oder  kürzer  a  +  ftcos^p  +  csin^c  =  a':f:  ö'sin^t/;.  Der  Ausdruck  für  f)  nimmt 
die  Form  an  ()  =  y)(f+iVsinT/;cos^,  wo  M  und  JV  rationale  Functionen  von 
sin^tp  sind.     Das  obige  Integral  erhält  die  Form: 

1  /*       Mdtp  1     P  A'simp  cos  ipdip 

2  /  \/a'±b'sm^-tp      ^  f      \/a'±h'?,\n^^ 

Das  erste  der  vorstehenden  Integrale  lässt  sich  auf  elliptische  Integrale  redu- 
ciren,  das  zweite    wird   rational   mittelst    der  Substitution  a'^b' ?>in^-ip  =  x^. 

X.     Ist  Q  eine  rationale  Function  von  sin  tp  und  cos  5p,  und  setzt  man : 

w  w 

tang^  =  a;,  ^  =  arctang^r,  also: 

\—x^      .  2x        ,  2dx 

cos 9)  =  — - — -■)  sin  9)  =  -— — ;;'  d(p  = 


l4-a:2         ^        l-\-x^    ^       l+a:2 
so  geht  das  Integral : 

Qd(p 


/. 


l/^+ ^  cos  90  +  C  sin  9) -f /?  cos2  gp -|- j?  sin  9)  cos  9) + /'sin2  go 

unmittelbar  in  ein  elliptisches  Integral  über. 

Ein  anderes  sehr  ausgezeichnetes  Verfahren  dieses  Integral  zu  reduciren 
rührt  von  Gauss  her  (Werke  III,  333^.     (Vide  §  5.) 


I 
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bedeute   0  eine  Function  von 
tang  (p  =  m  tang  ip,  sin^  y  = 


XI.     Es  bedeute   0  eine  Function  von  sin- 9;.     Für 

m^sin^t^ 


cos^i^-f-w^sin^?^ 
„  cos^ti;  ,  mdw 


cos^i^+»'^sin2j^      ^        cos2i^-f-/;i2sin2j^ 
erhält  das  Integral: 

Qd(p 


71/- 


i+Jsin2^  l/a'+ft'sin^^p 
die  Form: 

mOdxp 


J  = 


f 


\/R 


R  =  [a  cos2  t/j +(«+*)  m2  sin2  i/j]  [«'  cos^  xp-\-{a' -\-b')  m2sin2  rp]. 
Es  nimmt  ./  die  Form  eines  elliptischen  Integrales  an,  wenn  m  durch 
eine  der  Gleichungen  a  =  (a+fe)/«-,  oder  a'={a' -\-b')nf-  bestimmt  wird, 
was  voraussetzt,  dass  a  und  a+ö,  oder  a'  und  a'-\-b'  gleiche  Zeichen  haben. 
Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  setze  man  sin 9)  =  x  und  betrachte 
Q  allgemeiner  als  eine  rationale  Function  von  sing?  und  cosg?.  Man  kann 
dann  setzen  Q  =  Xi-{-X.i\^l — .r-,  wo  X^  und  X  rationale  Functionen  von 
X  sind.     Das  Integral  /  geht  dann  über  in: 

Ä^dx r  X-idx 

'^-]/a+hx'^\/a'-^h'x^    J  \/a-^hx^ \/a'-\-h'x'^ 

Das  erste  der  vorstehenden  Integrale  ist  in  I  behandelt,  das  zweite  hat  die 
Form  eines  elliptischen  Integi'als. 

Ausser  den  in  I — XI  betrachteten  Integralen  hat  Legend rc  im  Chap. 
XXVII  -Mif  p.  178  und  /.  180  noch  einige  Integrale  reducirt,  deren  voll- 
ständige Ausführung  hier  zu  weit  führen  würde.  Da  die  behandelten  Inte- 
grale als  specielle  Fälle  der  in  IV  und  V  aufgestellten  Integrale  erscheinen, 
so  sollen  dieselben,  von  diesem  CTCsichtspunct  aus,  hier  noch  kurz  angemerkt 
werden. 

In  dem  Integrale: 


J  '\/i- 


[ — cos^asin^^) 

setze  man: 

4    4  

^/l — cos2asin2  9j  ^  y  |/sin«, 

also: 

cos«  sin  5p  =  \/\ — ?/*sina,  cos  «cos  95  =  [/sin  ayy^ — sin«, 
Man  erhält  so: 

y"{%'ma)-'dy 


A  =  ~2 


'A 


l/— sina(l+j/S)+(l-fsin2«)j/4 
welches  Integral  sich  auf  Hi  in  V  reducirt  für: 
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h  =  — sin  «,  c  =  0,  nnd  ^  =  1  -|-  sin^ «. 
Ferner  erhält  das  Integral : 


för 

die  Form: 


L — cos2asin2g5 

3  

-cos2  a  sin2  <p  =^  x  ysina 


B  = 


-'  r j 

\f   l/— sina.( 


x'  (sin  «)« dx 


(l+.r6)+(l+sin2a)a:3 

Dieses  Integral  kommt  anf  das  durch  H  bezeichnete  Integral  in  IV. 
zurück  für  a  =  — sin«,  /!^  =  0,  c  =  0  und  ^=l  +  sin-tt.  Das  von  Le- 
gend re  p.  183  behandelte  Integral: 


-ß' 


,  ,  ,  -    -cos^asin^m 

6'=    /     / -. -dff 

'    "  sin  9? 


nimmt  für  sin  y  =    ^  die  Form  an : 

(1 — cos  ay*)d!/ 


\/{l  +y^)  cos  a — (1  +cos2  a)  y* 

Das  rechts  stehende  Integral  ist  ein  besonderer  Fall  des  in  V.  untersuchten 
Integrals  H^. 

Andere  Integrale  mit  derselben  Function  unter  der  Wurzel  werden  be- 
trachtet von  D.  Bierens  de  Haan:  „Herkt'dmg  van  eenige  integralen  viet 
der  icortelvorm  [/i-j-/JSin2a:cos-a:  tot  elliptische  en  andere  integralen",  Amst. 
Verh.   i88i. 

In  einer  Note  von  0.  Simony:  „Lösung  des  Integrals 

.  x'^dx 


■A 


V  {a-\-bx-\-cx'^f 

durch  elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung,  vorausgesetzt,  dass 
a,  ß  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  bedeuten"^  Grüner t  Arch.  L  V, 
193 — 210,  1873,  wird  gezeigt,  dass  das  obige  Integral  sich  für  4öc — &2  =  0 
auf  algebraische,  logarithmische  oder  cyclometrische  Functionen,  im  übrigen 
aber  auf  elliptische  Integrale  zurückführen  lässt.     G.  A.  Stuart:  „Reduction 

/z^~^dz 
'S  Quart.  J.  XVIII,  245—260, 
(2»— c")  t/z»— &" 
1882,  untersucht  das  genannte  Integral  für  besondere  Werte   von  «,  beson- 
ders für  n  =  3,  4  und  6. 

Mittelst  hypergeometrischer  Reihen  wird  das  Integral,  das  schon  auf 
S.  206  als  von  Hermite  behandelt  erwähnt  wurde,  auf  elliptische  zurück- 
geführt von  J.  Thomae:  „Ueber  die  Reduction  des  elliptischen  Integrals 
J^%vP-^'udu",  Grelle  J.  LXXXI,  81 — 92,   1875.     Analoge  Reductionsformeln 
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finden  sicli  in  einer  Arbeit  von  J.W.  L.  Glaisher:  „On  ellipik  ftmcimis", 
Mess.  (2)  XI,  81 — 95,  120 — 138,  1881,  worin  12  elliptische  Functionen, 
nämlich  die  drei  Functionen  su?<,  cn?<,  dnz<,  ilire  Reciproken  und  die  Quo- 
tienten je  zweier  derselben  zu  Grunde  gelegt  Averden.  Für  das  Integral 
y sn"'.rcn".rdn''a;</a:  werden  Keductionsformeln  gegeben  von  N.  Herz: 
„Einige  Beziehungen  zivischen  de7i  Integralen  der  elliptischen  Functioneti",  Grunert 
Arch.  LXVII,  343—374,    1882. 

J.  C.  Malet  nennt  Integrale  von  der  Form  J f{A\R{x))dx,  wo  /ir- 
gend eine  algebraische  Function  und  R{x)  die  Quadratwurzel  aus  einem 
Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  bezeichnet,  pseudoelliptische  Inte- 
grale („Tivo  theorems  in  Integration",  Brioschi  Ann.  (2)  VI,  2^2 — ^256,  258 — 
259^.  Besondere  dieser  Integrale  betrachtet  S.  Günther:  „Stir  tevaltiation 
de  cerlaines  integrales  pseudo-ellipiiques",  S.  M.  F.   Bull.  X,   88 — 97,    1882, 

Was  die  Reductiou  bestimmter  elliptischer  Integrale  anbetriftt,  so  hat 
d'Alembert  in  seiner  Abliandlung:  „Sur  les  differentielks  reductibles  aux  arcs 
des  sections  conigues",  Opuscules  mathematiques  VII,  1780,  gezeigt,  wie  man 
das  bestimmte  Integral 

Vi=; 


/ 


Iog(l — nx-)dx 


1/1— X2 
0  ' 

mit  Hülfe  des  Euler'schen  Additionstheorems  für  die  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung  auf  elliptische  zurückführen  könnte.  Einfacher  gestaltet 
sich  noch  die  Entwickelung  für  das  bestimmte  Integral 

:  log  (1— wo:  2), 


L 


t/(l  — a:2)  (l—7ix^) 
0 

wie  F.  Grube:  „lieber  zivei bestimmte  Litegrale",  Schlömilch  Z.  XV,  464 — 466, 
1870,  zeigt.  Verschiedene  Keductionsformeln  enthcält  neben  interessanten 
Beziehungen  zwischen  Euler'schen  Integralen  und  elliptischen  die  Abhand- 
lung von  J.  W.  L.  Glaisher:  „On  some  definite  integrals  expressible  in  terms 
of  the  first  complete  elliptic  integral  atid  0/  gamma  fundions"' ,  Lond.  M.  S. 
Proc.  XIII,  92—99,    1881. 

Jacobi  verallgemeinerte  in  einer  Nachschrift  vax  „Anzeige  von  Le- 

gendre   Traite  des  fonctions  elliptiques,  3.  suppl."  (Grelle   J.     VIII.^    416;    Ges. 

Werke  I,  380^  das  von  Legendre  gefundene  Resultat,  dass  sich  das  Integi'al 

dx 


£ 


l/a-(l— a;2)(l— w2a;2) 
0 

immer  auf  die  Summe  zweier  elliptischer  Integrale  erster  Gattung  zurück- 
führen lässt,  deren  Amplitude  dieselbe  und  deren  Moduln  einander  comple- 
mentär  sind,  dahin,  dass  das  Integral 

''^  dx 


I 


1/  a:  (I— a;)  (1  -k/ix)  (1  +kx)  {l+Xx) 
0 

das  für  X=^\  mit  dem  Legend re'schen  übereinstimmt,  sich  ebenfalls  immer 

auf   die    Summe    zweier    elliptischer   Integrale    erster    Gattung   zurückführen 

lässt,  deren  Amplitude    dieselbe,    deren  Moduln  aber  im  Allgemeinen  nicht 
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einander  compleraentär  sind,  sondern  wenn  man  k  und  X  passend  annimmt, 
irgend  welche  beliebige  sein  können.  Daraus  leitete  Jacobi  den  Wert  des 
reellen  und  des  imaginären  Teiles  eines  elliptischen  Integrals  erster  Art 
mit  imaginärem  Modul  her.  Her  mite:  „6'«r  un  exemple  de  r^dudion  d'mtegrales 
abi'liemies  aux  fonctions  ellipiiques''\  Ann.  Soc.  scient.  Bnix.  /,  B^  i  — 16,  1876, 
fand  ein  zweites  Beispiel  einer  analogen  Reduction.     Ist  nämlich 

so  findet  man: 

/'dz 1    /*  ^^  C zdz  ^        C         ^y 

'S~3j    {2ax-b)(x^-a)'  J  ~S~~i^J  sj  yZ—^ay-h 

Das  führte  Her  mite  durch  Induction  auf  die  Vermutung,  dass  es  für  die 
Abel'schen  Functionen  vom  Geschlecht  p  Reductionen  auf  elliptische  Inte- 
grale giebt,  in  denen  die  p  Functionen  erster  Art  mit  Hülfe  von  p  Substi- 
tutionen durch  ebenso  viele  verscliiedene  elliptische  Integrale  ausgedrückt 
werden.  Am  Schluss  der  soeben  genannten  Abhandlung  integrirt  Hermite 
die  Differentialgleicliungen 

dx    ^    dy  2 

\/x    i/f        c 

17%-^%  = ^-J=^dic-dvl  .  =  l/(H-«)(l+6)- 

\/  X     \l  Y         cy  ab 
wo 

X=x (1— a;)  (1  +aa;)  (1  +  Ja:)  {\—abx\ 

y  =  y(l-y)  (l+«2/)  {l-\-by){l-aby), 
mittelst  elliptischer  Functionen  und  drückt  die  Functionen 
x-\-y,  xy,  (1— .t)(1— y),  (l+aa:)(l-f  ay),  {l+bx){l+by\  {l—abx)(l—aby) 
durch  elliptische  Functionen  von  ?/,  v  aus.  C  a  y  1  e  j^ :  „Ä^r  un  exempk  de 
reduction  d' integrales  abelie7i7ies  aux  fonctiofis  elliptiques^\  C.  R.  LXXXV^  265 — 
269,  373 — 377,  426 — 429,  472 — 475,  1877,  führt  eine  analoge  Unter- 
suchung durch  für  den  Fall,  wo  die  Function  ^V  von  der  sechsten  Ordnung 
ist;  hier  lassen  sich  10  neue  Functionen  bilden,  die  mit  den  obigen  sechs 
sich  durch  die  3  elliptischen  Functionen  von  ?/,  v  ausdrücken  lassen. 

John  C.  Malet:  ,,Some  theorejns  i7i  the  reductions  0/  hyperelliptic  inte- 
gra/s^\  Trans.  0/  Dublin  1874,  leitet  aus  einem  Satze  von  Gordan  die 
Jacobi'schen  und  die  späteren  Bedingungen  zwischen  den  Moduln  der 
hyperelliptischen  Integrale  erster  Gattung  her  dafür,  dass  eine  Reduction 
auf  elliptische  Integrale  möglich  ist,  und  erweitert  sie  auf  hyperelliptische 
Integi'ale  irgend  einer  Gattung. 

L.  Königsberger:  ..Reduction  ultraelliptischer  Integrale  auf  elliptische'''' ^ 
Grelle  J.  LXVII.,  57,  untersuchte  diejenigen  Abel'schen  Integrale  1.  Ord- 
nung, die  sich  durch  eine  Transformation  2*^"  Grades  auf  elliptische  redu- 
ciren  lassen.  Das  umgekehrte  Problem  wird  behandelt  in  der  Dissertation 
von  E.  Dorn:  ^^Ueber  eitie  Transfor?nation  2.  Ordnung.,  ivelche  das  elliptische 
Integral  mit  imaginärem  Modul  auf  ein  tiltraelliptisches  mit  reellen  Moduln 
reducirf-^  Königsberg  i.  Pr.  187 1.  Eine  andere  Gattung  hyperelliptischer 
Functionen,  die  sich  auf  solche  niederer  Ordnung  zurückführen  lassen,  fand 
F.  B  r  i  0  s  c  h  i :  ^ßur  des  cas  de  reduction  des  fonctions  abeliennes  aux  fonctions 
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ellipiiques.      Extrait  (Vune  leUre  adressee  ä  M.  Ilermite'-^   C.  R.  LXXXV^   708 — 
710,    1877. 

Die  Fraii^c  nach  der  Zurückfülirbavkeit  der  hyperelliptischen  Inte^'ale 
auf  elliptische  häug;t  iiaturgeniäss  auf  das  engste  zusammen  mit  der  Unter- 
suchung, ob  ein  elliptisches  Integral  sich  auf  Integrale  rationaler  Functionen 
reduciren  lässt.  Vereinzelte  derartige  Untersuchungen  reichen  bis  auf  Eule r 
zurück.     E  u  1  e  r  hat  das  Integral 


mittelst  der  Substitution 


/4^- 


a:  =  -^(t/l+/>2+l/l_p2) 

auf  das  Integral  einer  rationalen  Function  zurückgeführt.  (S.  einen  Brief 
von  N.  Fuss,  Darboux  Bull.  (2)  III,  226,  1879.^  Veranlasst  durch  diese 
Mitteilung  hat  Herrn ite:  „•S'wr  une  formule  dEuler'-\  Liouville  /.  f^J  VI, 
5 — 18,  1880,  die  Frage  aufgeworfen,  ob  es  noch  andere  Integrale  von  der  Form 


giebt,  die  durcli  eine  algebraische  Substitution  auf  Integrale  rationaler  Func- 
tionen zurückführbar  sind. 

In    der  Abhandlung   von    Abel:    „Sur  Pintegration  de  la  formule  diffi- 

odx 

rentielle    ^, — ,  R  ei  q  iiant  des  fonctions  eniüres'-'-,  (Oetwres,  2.  ed.  /,  104 — 144, 

y  R 

deutsch  in   Crelk  J.  /,   185 — 221^    wird    die  Frage   allgemein  gelöst,  wann 
sich   die  Integrale     /  -      '    durch  eine  Function  von  der  Form  log; 


/' 


\/R  ^p—<i\/R 

ausdrücken  lassen.     Im  letzten  Paragraphen  wird  als  Beispiel  das  elliptische 
Integral 

Qdx 


J  \'^~- 


behandelt.  In  der  gi'ossen  nachgelassenen  Arbeit  von  Abel:  „Theorie  des 
tratiscendantes  elliptiques''\  Oeuvres,  2.  ed.  II,  87 — 188,  wird  das  allgemeine 
Problem  aufgestellt,  wann  sich  ein  elliptisches  Integi'al  auf  algebraisch-loga- 
rithmische Functionen  reduciren  lässt. 

Tchebichef  hat  im  Bull.  Petersh.  III,   1860  und  Liouville  _/.  2X,  22^, 
1864,  untersucht,  wann  sich  das  Integi-al 

{x-\-A)dx 


J  i'^^'- 


'-f-aa;3-fj9x2+7x+rf 

worin  a,  ß,  7,  6  rationale  Zahlen  sind,  in  endlicher  Form  darstellen  lässt. 
Seine  Methode  wurde  entwickelt  von  G.  Zolotareff:  „Sur  la  methode  d'inte- 
gration  de  M.  Tchebiche/'\  Clebsch  Afin.  V,  560 — 581,  1872,  und  Liouville  J. 
(2)  XIX,  161  — 188,  1874/  desgleichen  von  A.  Cayley:  „On  some formulae 
in  elliptic  integrals'-'- ,  Clebsch  Ami.  XII,  369 — 374,   1877.     Um  für  beliebig 
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gegebene  reelle  Coefficienteu  a,  ß,  y,  ö  das  Problem  zu  lösen,  hat  G. 
Zolotareff  {^^Theorie  des  nombres  aitiers  compkxes^  avec  wie  appUcation  au 
cakid  integral'-^  St.  Peter shourg  1874^  eine  neue  Theorie  der  complexen 
idealen  Zahlen  aufgestellt. 

Tchebichet"  hat  sich  (Liojivil/e  J.  XVIII)  auch  mit  den  auf  al- 
gebraisch-logarithmische  Functionen   reducirbaren  Integralen    von   der  Form 

dx 

tn 

\/W) 

beschäftigt  und  den  algebraischen  Teil  dieses  Integrals  bestimmt,  die  An- 
zahl der  einzelnen  logarithmischen  Ausdrücke  und  ihre  Form  ermittelt. 
Später  hat  Tchebichef  (Liouviile  J.  (2)  11)  die  logarithmischen  Ausdrücke 
in  dem  speciellen  Falle,  wo  m  =  2  und  R  {x)  vom  dritten  oder  vierten 
Grade  ist,  wirklich  finden  gelehrt. 

Weierstrass  bemerkt  (Berl.  Monatsher.  1857^,  dass  nach  den  von 
Abel  in  seiner  letzten  leider  unvollendet  gebliebenen  Arbeit  entwickelten 
Principien  in  betreft"  der  allgemeinsten  unter  elliptischen,  logarithmischen 
und  algebraischen  Functionen  möglichen  Relationen  die  Aufgabe  der  Re- 
duction  elliptischer  und  hyperelliptischer  Integrale  auf  algebraisch-logarith- 
mische Functionen  eigentlich  bereits  erledig-t  sei,  und  giebt  der  Untersuchung 
für  elliptische  Integrale  durch  Betrachtung  der  Umkehrungsfunction  grössere 
Einfachheit. 

Eine  eingehendere  Behandlung  erfuhr  dieses  Problem  durch  die  schönen 
Arbeiten  von  L.  Königsberger.  In  der  Abhandlung:  ^^Ueber  die  Reduc- 
tion  hy per  elliptischer  Integrale  auf  algcbraisch-logarithnische  Functionen^^  ^  Clebsch 
Ann.  XI ^  119 — 144,  1877,  basirt  Königsberger  die  liösnng  des  Problems, 
ohne  die  Umkehrungsfunction  der  hyperelliptischen  Integrale  zu  benutzen, 
auf  die  von  ihm  früher  (Grelle  J.  LXXXI,  193 — 216;  aufgestellten  Sätze: 
^Ueber  die  allgemeinsten  Beziehungen  zivischen  hyperelliptischen  Integralen'^ .  Auf 
dem  Wege  der  algebraischen  Transformation  stellt  später  Königsberger 
„  Ueber  die  Reduction  hyper elliptischer  Integrale  auf  elliptische'''' ,  (Cr eile  J.  LXXXV^ 
273 — 294,  1878^  beliebig  viele  hyperelliptische  Integrale  her,  die  sich  auf 
Integi'ale  niederer  Ordnung  zurückführen  lassen,  und  deren  einfachste  Fälle 
die  von  Jacobi  und  Hermite  oben  angeführten  Reductionen  sind. 

In  der  oben  (S.  504)  citirten  Arbeit  von  Röthig  wurde  der  Satz  be- 
wiesen, dass  von  den  beiden  von  Legendre  betrachteten  reducirbaren  Inte- 
gi-alklassen : 


f{z)dz 
f{z)dz 


J  (I 

b)  r.  ^^^^"^ :(^-i,3) 


die  Integrale  a)  sich  auf  elliptische  mit  dem  Modul  -rl/2±|/3  und  die 
Integrale  b)  sich  auf  solche  mit  dem  Modul  \/~~  bringen  lassen.  Dieses 
Resultat  veranlasste  Königsberg  er,  die  hierin  erkannte  Beziehung  zwischen 
der  Frage  nach  der  Reducirbarkeit   gewisser  Abel'scher   Integrale  und  der 
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complexen  Multiplication  der  elliptischeu  Integrale  eingehender  zu  studiren. 
Vgl.  seine  Abhandlungen :  „  Ucher  eine  Beziehung  der  complexen  Midtiplicaiion 
der  elliplischen  Integrale  zur  Reduciion  gewisser  Klasseti  AbeFscher  Integrale 
auf  elliptische'^ ,  Grelle  J.  LXXXVI,  317 — 352,  1879,  und  ^U eher  die  Reduc- 
tion  Aber  scher  Integrale  auf  elliptische  und  hyperelliptische'''' ,  Clebsch  Ann.  XV, 
174 — 205;  Gutt.  A'achr.  185 — 189,  1879,  ferner:  ^Ueber  die  Reduction  Abet- 
scher  Integrale  auf  niedere  Integral  formen,  speciell  atij  elliptische  Integrale'"'' , 
Grelle  J.  LXXXIX,  89 — 126,  1880,  und:  „Allgemeine  Untersuchungen  aus 
der  Theorie  der  Dißerentialgleichungen^'' ,  Leipzig,  Teubner,  1882.  Als  ver- 
wandt mit  diesen  Untersuchungen  sind  folgende  Arbeiten  zu  nennen:  S. 
Kowalevski:  „Ueber  die  Reduction  einer  bestimmten  Klasse  Abel' scher  Inte- 
grale 3.  Ranges  auf  elliptische  Integrale'^,  Act.  Math.  IV,  393 — 414,  1884; 
H.  Poincare:  ^Sur  la  reduction  des  integrales  aheliennes"' ,  S.  M.  Fr.  Bull. 
XII,  124—143,  G.  R.  IG,  853—855,  1884,  und  Em.  Picard:  „Sur  la 
riduction  du  nombre  des  periodes  des  integrales  abeliennes'''' ,  S.  M.  Fr.  Bull. 
XI,  2T) — 53,  1883,  und  „Remarque  sur  la  reduction  des  integrales  abeliennes 
aux  integrales  elliptiques^ ,  S.  M.  F.  Bull.  XI f  153 — 155,  1884/  ferner  E. 
Goursat:  ^iSur  la  reduction  des  integrales  hyperelliptiques^\  S.  M.  Fr.  Bull. 
XII f  143 — 162,  1885.  Die  Aufgabe,  die  beiden  allgemeinsten  hvperellip- 
tisehen  Integrale  1.  Ordnung  und  1.  Gattung  zu  finden,  die  sich  durch  eine 
Transformation  4.  Grades  auf  ein  elliptisches  Integi-al  reduciren  lassen,  ist 
Gegenstand  der  Note  von  0.  Boiza:  „Zur  Reduction  hyperelliptischer  Inte- 
grale auf  elliptische^^   Freib.  Ber.    1885, 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  zu  §  5  folgende  Abhandlungen  nach- 
träglich angemerkt  werden,  welche  sich  mit  der  Reduction  elliptischer  Inte- 
grale auf  die  Normalform  beschäftigen  oder  Untersuchungen  über  derartige 
Integrale  enthalten.  Heine:  „Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  in  ihre 
kanonische  Form''^ .  (Grelle  f.  LIII,  199 — 230^.  Die  Abhandlung  enthält 
allgemeine  und  ausführliche  Untersuchungen  über  den  Fall,  dass  die  Con- 
stanten, welche  in  einem  elliptischen  Differential  vorkommen,  nicht  reell  sind. 

Eine  directe  Anwendung  der  Reductionsmethode  von  Legendre  mit  Rück- 
sicht auf  die  Grenzen  des  Integi'als,  enthält:  Lind  man:  „De  formula  integrali 

dx  n 


/ 


\/Bx^+Cx^  +  Dx+E 


(Grunert  Arch.  XXVII,   1  —  12J. 

Sehr  ausführlich  ist  die  Reduction  behandelt  bei  Gudermann:  „Theorie 
der  Modular-Functionen  und  Modular-Integrale.  XVII.  Abschn.  (Grelle  f. 
XXI If  301 — 353/'.  Die  angewandten  Methoden,  an  sich  ziemlieh  elementar, 
enthalten  schon  teilweise  Begriffe  und  Bezeichnungen  elliptischer  Functionen. 
Ferner  Brioschi:  „Sopra  una  Irans forniazione  deW  integrale  ellitico'"''.  (Brioschi 
Ann.  II f  216 — 220,  und  Genocchi:  „Intorno  alla  riduzione  degP  integrali 
ellitici.     (ib.    VI,  5— 17^. 

Endlich  ist  hier  die  Abhandlung  von  W.  Scheibner:  „Zur  Reduction 
elliptischer  Integrale  in  reeller  Forjn'\  Leipz.  Abh.  XX,  57 — 197,  1880,  zu 
nennen,  welche  in  dem  ersten  Abschnitt  die  Reduction  auf  die  Normalform, 
im  folgenden  die  Einfühning  der  Theta-Functionen,  die  Transformationen 
von  Gauss  und  Landen,  und  die  Vorschriften  für  die  numerische  Berech- 
nung der  Integrale  enthält. 

Enneper,  ellipt.  Fanctionen.    2.  Aufl.  33 
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Note  II. 

Das  Theorem   von  Fagnano.     Die  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen.    Theorem 

von  Landen. 

Mit  der  Bezeiclmiiug;  „das  Theorem  von  Fag^nauo"  ist,  wohl  nament- 
lich nach  Lctrcndre,  folgender  geometrische  Satz  belegt  worden:  „Auf 
dem  Umfang  einer  Ellipse  lassen  sich  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  Bogen 
bestimmen,  deren  Ditferenz  durch  eine  gerade  Linie  ausdrückbar  ist."  Der 
Versuch,  Bogen  von  Curven,  deren  Bogen  aufeinandergelegt  sich  nicht  decken, 
mit  einander  zu  vergleichen,  ist  schon  vor  Fagnano  gemacht.  In  der  fol- 
genden Note  sind  einige  Beispiele  mitgeteilt  von  Curvenbogen,  die  sich  nicht 
auf  einander  legen  lassen  und  doch  gleiche  Länge  haben,  oder  deren  Diffe- 
renz sich  durch  die  Diflereuz  zweier  Geraden  ausdrücken  lässt.  Was  die 
Entdeckung  Fagnano's  besonders  merkwürdig  macht  und  sich  bei  Le- 
ge udre  nicht  liervorgelioben  findet,  ist  die  Weise,  wie  Fagnano  seinen 
Satz,  oder  besser  seine  Sätze,  mit  Hülfe  von  Betrachtungen  herleitet,  welche 
eine  bemerkenswerte  Analogie  mit  dem  Verfahren  zeigen,  welches  der  un- 
vergleichliche Euler  bei  dem  Additionslheorem  der  elliptischen  Integrale 
angewandt  hat.  Bei  der  eminenten  historischen  Bedeutung  der  Untersuchungen 
von  Fagnano  ist  es  wohl  am  Besten,  die  eigenen  Worte  des  hervorragenden 
italienischen  Mathematikers  anzuführen.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  sich 
über  das  Leben  und  die  Arbeiten  des  Conte  di  Fagnano  (geb.  zu  Sinigaglia 
26.  September  1682,  gest.  1766)  eine  Reihe  vorzüglicher  Aufsätze  findet  in 
Boticompagni  Bull.    1870,  III,   \ — 66. 

Die  betreffenden  Resultate  seiner  Untersuchungen  hat  Fagnano  zuerst 
mitgeteilt  im:  ^^Gtoniale  de"  Letter art  d" Italia'"'' .  Tomo  Ventesimo  sesto.  Anno 
MDCCXVL  Venezia  MDCCXVI pag.  266—279.  Das  „Gior?iale''  enthält 
in  seinen  verschiedenen  Bänden  eine  Reihe  mathematischer  Mitteilungen  von 
Fagnano,  welche  nebst  andern  Arbeiten  später  gesammelt  erschienen  unter 
dem  Titel:  ^^Produzivni  Matematiche  Del  Marchese  Giulio  Carlo  De'  Toschi 
Di  Fagnajio'-'- .  Pesaro  MDCCL.  2  vol.  in  4".  Auf  dem  Titel  jedes  Bandes 
befindet  sich  innerhalb  einer  Vignette  eine  Lemniscate  mit  der  Ueberschrift 
„Deo  Veritatis  Gloria",  durch  welche  Curve  die  Entdeckungen  von  Fagnano 
angedeutet  sind,  welche  er  selbst  für  seine  bedeutendsten  gehalten  hat.  Die 
Aufsätze  im  „Giornale''''  sind  von  dem  Verfasser  mit  der  Unterschrift  Fagnani, 
dem  Plural  von  Fagnano,  als   „Patrizio  Senogagliese"  versehen. 

Im  ,,Totno  Secojido'-'-  p.  336  findet  man:  „Teorema  Da  cui  si  deduce 
una  nuova  misura  Degli  Archi  Ellittici,  Iperbolici  e  Cicloidali". 

„Ne'  due  polinomj  infrascritti  X,  e  Z,  e  nelF  equazione  (1)  le  lettere 
■A',  /,  /",  y-,  rappresentino  quäl  sivoglia  quantitä  costante. 

Jo  dico  in  primo  luogo,  che  se  nelF  equazione  (1)  l'esponente  s  significa 

l'unitä  positiva,  l'integi'ale  delF  aggregato  de'  due  polinomj  X-\-Z  e  uguale 

lixz 
a —=■ 
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Jo  dico  in  secoudo  luogo,  che  se  nella  medesima  equazioue  (1)  Tespoueüte 

xz\l — h 


s  esprime  l'unitä  negativa,  allora  l'integrale  di  JT+Z,  c  uguale  a 


rg 


{X)     J- J^  (Z)      / T    {\)fhxxzz'-\-flxx'-^flzz*-\-gl'=Q>.'' 

\/fxx-\-g  \lfzz-\-g 

Dimostiazioue  della  prima  parte  dcl  teore  ma.  Dali' equazione 
(1)  nasce  la  seguente 

\l—flxx—gl 
^)  z  =      .  .  =-- 

\lfhxx-\-fl 

e  di  piü  dalla  medesima  equazione  1)  si  deduce  un  valore  di  x  tale  che 
la  medesima  x  e  data  per  z,  come  appunto  z  nell'  equazione  2)  e  data 
per  X.     Laonde  introducendo  z  nel  polinomio  JT,  e  x  nel  poliuomiu  Z  si  ix 

z\lf        x\/f 

Ma  l'equazioue   1)  differentiata,  e  poi  divisa  per  Ifxz  fa  conoscere 

Idx     Idz       - 

hzdx-\-hxdz-\ 1 =  0 

z  X 

cioe  trasponeudo,  e  dividendo  per  y — fl 

dx\l — l     dz\/ — l lizdx       hxdz 

dunque  sostituendo  il  seeondo  membro  di  quest'  ultima  equazione  in  luogo 
del  primo  di  essa  nell'  equazione  3)  e  poscia  integrando  si  ottiene 

II  che  dovea  dimostrarsi,  J   significa  somma,  ovvero  integrale. 

Dimostrazione  della  seconda  parte  del  teorema.  Ponendo 
l'unitä  negativa  in  vece  di  s  nell'  equazione  1),  e  facendo  le  debite  operazioni 
ritrovasi 

]/ — ghxx — gl 

\J fhxx-\-gh 
vedesi   ancora,   che  x  e  data  per  z,  come  z  nell'  antecedente  equazione  5) 
e  data  per  x^  di  modo  che  l'introduzione  di  z  nel  polinomio  A',  e  di  x  nel 
polinomio  Z  somministra 

t  vj_  a 2:rfa:l/ — h      xdz\/ — h 

Ä-f-Z —  7=        I     ■    -j^ 

e  integrando 

6)  I   X+    I  Z-'"'^^'- 


/V^ 


II  che  dovea  dimostrarsi. 

33* 
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Applicazione  deUa  prima  parte  del  teorema  all'  elisse. 
Uno  degli  assi  dell'  elisse  AGHJ,  siil  quäle  si  vogliono  prendere  l'abscisse, 
V.  g.  l'asse  JG  si  nomini  (2ö),  il  suo  parametro  (jo),  e  x  l'abscissa  variablle 
CD,  che  ti  per  origini  il  centro  C. 
E  noto  agl'  intendenti  della  geo- 


metria  interiore,  che  se  per  ab- 
breviare  si  suppone  h  =  p — 2a, 
relemento  dell'  arco  AB  corri- 
spondente  all'  abscissa  CD  e 

dx  \/hxx — 2a^ 

l/2a3_2aa;.r 
Suppongasi  dunque  qoesto  po- 
linomio  eguale  al  polinomio  gene- 
rale X,  e  si  avi-ä  /  =  2a3;  /"= 
— 2a;  g  =  2a3,  i  quali  valori 
surrogati  nelF  equazione  2),  e  4)  fanno  conoscere,  che  prendendo  l'altra  ab- 
scissa CE  =  2  di  tal  natura,  che  sia 

a\/2ä^ — 2axx 


z  = 


\/hxx-^2a^ 


81  a 


arc  ^^4-arc  AF  = 


hxz 
2aa 


+a: 


Per  trovare    il    valore    della    costante  K  si  osservi,  che  quando  x  =  0 

hxz 
allora   Tarco    AB  e  nullo,    come    anche    l'espressione   rettilinea  - — ,  ma  in 

2aa 

questo    caso    Tarco    AF  diviene   uguale    all'   arco   intiero   AG,  dunque  IC  e 

uguale  a  questo  medesimo  arco,  e  perö  tra- 

sponendo    l'ultima   equazione,    e    sostituendo 

l'arco    GF    negativo    in    cambio    di    arc  AF 

— stxc AG  finalmente  si  scopre 

arc  AB — arc  GF  =  — 

2aa 

Applicazione  della  seconda  parte 
all'  iperbola.  II  primo  asse  HA  dell' 
iperbola  ABF  si  chiami  (2a)  il  suo  para- 
metro (/?),  e  X  l'abscissa  variabile  CD,  che 
nasce  dal  centro  C,  suppongasi  ancora  h  == 
p-\-2a;  sanno  i  conoscitori,  che  l'elemento 
deir  arco  AB,  il  quäle  corrisponde  all'  ab- 
scissa CD  e 

dxy  hxx — 2a3 

l/2aa:a;— 2a3 
E  questo  polinomio  essendo  uguagliato  al 
polinomio  generale  X,  mostra,  che  /  =  — 2a3 ; 
/=  2a;  g  =  — 2a^  i  quali  valori  posti  nell  Fig.  2. 
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equazioni  5),  c  6)  fanno  vedcre,  che  assumcndo  l'altra  abscissa  CE{z)  tale, 
che  si  abbia 


Si  ottiene 


a  \/hxx — 2a3 
y  hxx — haa 


7)  arcJB-\-3LTcAE  =  — ^+ä: 

a\/2a 

Si  noti,  che  z  decresce  al  crescere  di  x  come  ciascuno  poträ  da  se  medesimo 
assicurarsi.  Chiamisi  ora  (/)  l'abscissa  Ce  in  modo  perö,  che  u  sia  data  per 
/,  come  z  per  x,  e  per  la  stessa  ragione  si  avrä 

ji,  1         j^      tu\/h  ,  ,- 
arc^ö-f-arc^/=  — 7=4-^. 

a\/2a 

Dunque   sottraendo   quest"   ultima   equazione   dall'  equazione  7)  in  fine 

si  scoprira 

nr  n»,         XZ\/ h        tu\/h 

arc  //— arc  Bb  =  — ~=^ ~- 

a  \/2a     a  \ßa 

Egli  e  visibile,  che  uno  dei  duo  archi  Ff,  Bh  e  arbitrario."  Analog 
wie  auf  die  Ellipse  wendet  Fagnano  den  ersten  Teil  seines  Theorems  auf 
die  Epicycloide  an,  welche  Anwendung  kein  besonderes  Interesse  darbietet. 
Zum  Schluss  fügt  er  noch  Folgendes  bei: 

Altro  teorema,  che  servo  per  misurare  differentamente  gli 
archi  dell'  ipcrbola.  Teorema:  „Sieno  come  sopra  i  due  polinomj  X., 
e  Z;  io  dico,  che  se  si  prendera 

^-xVTh 
rintegrale   di   Ä-\-Z  sarä  -j\/ fxx-\-g\     h.-\ •" 

/  y        XX 

D  i  m  0  s  t  r  a  z  i  0  n  e.  Introducendo  nel  polinomio  Z  in  luogo  di  r,  e  dz 
i  loro  valori  in  x,  e  dx,  e  operando  nel  debito  modo  si  avrä 

^^      ldx\J  fxx-^g 

fxx\l  hxx-\-l 

Perloche   X-\-Z  sarä   eguale   al   diflferenziale  ^\ -Sj  fxx-^-gX/  h-\ 

Dunque,  ec.  Q.  E.  D. 

Applicazione  all'  iperbola.  Chiamisi  (2^)  il  sebondo  asse  dell' 
iperbola,  e  {q)  il  suo  parametro,  prendasi  sul  medesimo  secondo  asse  pro- 
lungato  qualunque  abscissa  x ;  egli  e  giä  noto,  che  l'arco  cori'espondente  a 
detta  abscissa  ä  per  suo  elemento 

dx  \/ qxx-\-2bxx-\-2h^ 
\/2hxx+2h'^ 
Dunque  uguagliando  questo  polinomio  al  polinomio  generale  X,  si  ti'overä 
h  =  q-^2b^  l  =  g  =  2b^.,  /"=  2ft,  e  si  vedrä,  che  l'abscissa 
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^     hh\/l) 

determina  un  secondo  arco  della  medesima  iperbola  tale,  che  la  somma  di 
qneste  due  archi  e  nguale  alla  sotto  scritta  quantitä  variabile  piü,  o  meno 
nna  quantitä  costante 

Nel  resto  si  procederä,  come  sopra,  ec." 

Auf  Untersuchungen,  beti-effend  die  Vergleichung  von  Bogen  besonderer 
Hyperbeln  und  Ellipsen,  beziehen  sich  noch  zwei  Abhandlungen  im  Tomo  11 
der  y,Produzio}ii''\  nämlich:  „Metodo  per  trovare  nuove  misiire  degli  archi  deW 
iperbola  equilatera"- ^  p.  504 — 509,  „Äfetodo  per  misurare  gli  archi  di  quella 
elisse  conica^  11  di  cui  asse  maggiore  ^  mediö  proporzionale  tra  Passe  minore,  e 
il  doppio  del  medesima  asse  minore''^,  p.  510 — 536. 

Diese  Abhandlungen,  welche  die  letzten  der  Sammlung  bilden,  enthal- 
ten besonders  Untersuchungen  über  Gleichungen  zwischen  Differentialen  von 
den  Formen: 

, dz,  dz, 

\/l±z^        \/z^—l 

wenn  in  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Uebrigens  hat  Fagnano  Relationen  von  der  Form  der  Gleichung  1) 
und  der  im  letzten  ,,  Teorema'''-  über  die  Hyperbel  enthaltenen,  mehrfach  bei 
anderen  Gelegenheiten  angewandt,  bei  Betrachtung  von  Curven,  deren  Bogen 
auf  elliptische  Integrale  führen,  und  ist  dabei  zu  Theoremen  gelangt,  welche 
nicht  minder  bemerkenswert  sind,  wie  die  vorhergehenden. 

Was  die  Darstellung  elliptischer  Bogen  durch  Integrale  be- 
trifft, so  ist  die  einfachste  und  gebräuchlichste  Art  folgende. 

Die  Hauptaxen  einer  Ellipse  (Fig.  3)  mögen  mit  den  Coordinatenaxen 
zusammenfallen,  so  dass  ihre  Gleichung  die  bekannte  Form  annimmt: 

^)  %<-- 

Es  sei  OA=a,  OB  =  h,  wo  a>&  ist.  Um  die  Lage  eines  Punetes 
P  der  Ellipse  zu  bestimmen,  beschreibe  man  um  den  Mittelpunct  0  mit  dem 
Radius  OA  ==  a  einen  Kreis,  welcher  von  der  verlängerten  Ordinate  PP'  des 
Punetes  P  im  Puncte  P  getroffen  wird.  Verbindet  man  0  mit  P  durch 
eine  Gerade,  so  ist  OP  =  a.  Ist  OP"  =  .r,  so  giebt  das  orthogonale  Drei- 
eck OP'P"  die  Relation  x  =  acosP'OP".  Aus  dieser  Gleichung  und  der 
Gleichung  1)  folgt: 

2)  x  =  acosPOP\  y  =  bsmP'OP". 

Der  Winkel  P'OP'  heisst  die  excentrische  Anomalie  des  Punetes 
P.  Für  das  Folgende  ist  es  bequemer  den  Complementwinkel  P'OV  zu 
nehmen,  d.  h.  das  Complement  der  excentrischen  Anomalie.  Setzt 
man  P' OY  =  (p,  also  P'OP"  =  90 — %  so  geben  die  Gleichungen  2): 

3)  x  =  asiag),  y  =  b cos 9;. 

Ist  ds  das  Bogenelement  der  Ellipse,  so  geben  die  Gleichungen  3): 
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r 


Fig.  3. 


4) 


ds 
d(p 


{/{Sf^iZJ-^^'''''^^''^'''^ 


1^ — - — -— sin^ff). 
a2 


Der  Bogen  der  Ellipse  werde  vom  Punkte  B  an  gerechnet,  d.  h.  vom 
Endpuncte  der  kleinen  Axe  an,  für  welchen  Punct  das  Complement  der  ex- 
centrischen  Anomalie  verschwindet.     Integrirt  man  in  4)  von  (jp  =  0  an,  setzt: 

5)  "-^'  =  ^^ 


a- 


und    bezeichnet   die    Integrationsvariabele   durch   «',   so  ergiebt  sich  für  den 
Bogen  PB  folgende  Gleichung: 


6) 


j^  =/"*/!=; 


k^sin^wdw, 


oder,  nach  der  Bezeichnung  von  Legendre: 

arc  PB 


7) 


=  E(9>)' 


Ist  der  Punct  O  analog  wie  der  Punct  P  durch  den  Winkel  Q'Oß  =  tp 
bestimmt,  so  erhält  man  ähnlich  wie  die  Gleichung  7): 

arc^^ 
a 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  7)  und  8),  so  lässt  sich  die 
rechte  Seite  mit  Hülfe  des  Additionstheorems  in  §  28  transformiren.  Man 
erhält  dann: 


8) 


=  E{f). 
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9) ^—  =  E(0) + k^  sm  9)  sin  t^  .  sin  0. 

Da  nach  7)  £"(0)  wieder  das  Verhältnis  eines  elliptischen  Bogens  zur 
halben  grossen  Axe  ist,  so  giebt  die  Gleichung  9)  eine  Relation  zwischen 
elliptischen  Bogen,  wo  9?,  y;,  0  durch  die  Gleichung  verbunden  sind : 

dfv 


/<P  dtv  Pn>         dw  Po  , 

l/i^Ä-2sin2;y  "^  /      1/1— A-2sin2w  ^  /      l/l^A-2sin2;y 

oder  q)  =  annu,  ip  =  amv  gesetzt,  0  =  'Am{u-\-v).     Ist  0  =  — ,    so   hat  man: 

sin  tp cos  ?/)  1     z/(i/;) 

cos  9)       A-'sin^p       ^(9?)         Ä:' 

Für  ö  =  ö  ^^^^S*  aus   7)   arc  ^5  =  a  ^  [  -  |.     Die  Gleichung  9)  wird  dann : 

arcP^+arcö^         arc^^  ,  ,,  . 

= f-Ar^sincpsini»;. 

a  a 

Da  weiter  arc  ^5 — arc  QB  =  arc  QA ,  so  lässt  sich  die  vorstehende 
Gleichung  mittelst  der  Gleichungen  10)  auch  schi'eiben: 

arcPB — arcO^        ,„  .        ,  .„singpcosa 

11) ^— =  k^smcpsmip  =  k^ — tt^- 

Diese  Gleichung  enthält  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano.  Es 
sei  PP^B'  die  Tangente  zur  Ellipse  im  Puncte  P,  P^  der  Fusspunct  des 
Perpendikels,  gefällt  vom  Mittelpuncte  0  auf  die  Tangente,  B'  der  Schnitt- 
punct  der  Tangente  mit  der  verlängerten  kleinen  Axe  OB.  Bringt  man  die 
allgemeine  Gleichung  der  Tangente 

a2  -t-  ^,2  —  ^' 

wenn  X,  Y  die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen,  für  den  Punct  P  mittelst 
der  Gleichungen  3)  auf  folgende  Form: 

.  Xsiny     rcosy 

so  findet  man,  mit  Rücksicht  auf  5): 

,„.  PPi        ,.,  sinacos®      PB'       sino)    .,   . 

13)  '-  =  k^      ;        ^»  =  — ^  A{(p). 

a  A{(f))  a         COS95 

Es  sei  A'QQ^  die  Tangente  im  Puncte  Q.  Ä  ihr  Schnittpunct  mit  der 
verlängerten  grossen  Axe,  Q^  der  Fusspunct  des  Perpendikels,  gefallt  vom 
Mittelpuncte   0  auf  diese  Tangente.     Ihre  Gleichung  ist  dann: 

Xmitp      Fcosrp 

^H         ^       =    . 

Mit  Htilfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichungen  10)  findet  man: 
QOi sin^pcost/;  sin^jcos^) 
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0^  =  ''llji^)='^^^. 
a  sinrp  cos(f)/J{<p) 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  13)  geben: 
FPi  _  OOi   _  PB' — (JÄ  _    ^  sin  y  008  y 
a  a  a  A{(p) 

Die  Gleicliung  11)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Relation  zwischen 
Bogen  und  Segmenten  gerader  Linien  reduciren: 

14)  arc  PB—arc  QA  =  PB'—QÄ  =  PP^  =  QQi, 

was  die  geometrische  Bedeutung  des  Theorems  von  Fagnano  ist. 

l\ir  die  Hyperbel  ergiebt  sich  auf  folgende  Art  ein  Ausdruck  für  den 
Bogen.     Die  Gleichung  der  Curve  auf  ihre  Hauptaxen  bezogen  ist: 


15) 


02' 


=  1. 


Fig.  4. 

Um  .r  und  y  in  Function  einer  dritten  Variabein  darzustellen,  beschreibe 

man    um    den  Mittelpunct    0   mit   dem    Radius    0A  =  a   einen   Kreis.      Die 

Tangente    PT  zur   Hyperbel   im  Puncte  P  schneidet  diesen  Kreis  in  einem 

Puncte  /,   welcher   mit    dem  Mittelpunct   0  durch   eine  Gerade  verbunden 

jt 
werde.     Es  sei  /_  OIT  ==  - — n:     Setzt  man  OB  =  x,  PB  =  y,  so  ist 


16) 


Äx 


die   Gleichung    der    Tangente    PT.      Bezeichnet    man    die    Coordinaten    des 
Punctes  /  durch    x^    und   y, ,  so  genügen  dieselben  der  Gleichung  16)  und 
der  Gleichung  des  obigen  Kreises,  d.  h.  man  hat: 
xxy       yvx 


17) 


1,  x]  +  y]  =  a'^. 


«2  &2 

Die  Gleichung  der  Graden  ÖJ  ist: 

Xi~  y^ 
Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  16)  giebt: 


\ 
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COSW  = ■  1 


d.  i.  nach  17): 


cos  w  = 


4"*"  J4 


oder 


18)  -,  +  t  =  - 


Aus  den  Gleichungen  15)  und  18)  lassen  sich  x  und  y  leicht  als  Func- 
tionen von  TV  darstellen.     Zur  Abkürzung  setze  man: 


«2  +  ^2  -  '    "  ^2 

Aus  den  Gleichungen  15)  und  18)  findet  man: 
jQx  X         \/l — A:2sin2«;     y  k'^sinw 


-5      — 


a  cosw  a         k  cosw 

welche  Ausdrücke  denen  von  Legendre  analog  sind.  (Fond.  eil.  I.  p.  i6j. 
Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Hyperbel  durch  ds,  so  geben  die 
Gleichungen  19): 

l^ds^_ k'^         

a  dw~  k  cos2  w  l/l— Ä:2sin2/i; 
d.  i.  

/t'2  1 


1  ^l  ^(tang;.l/l-/:2sin2^_i  ^^-^^^^     ^  

a  dw       k  div  k  k      i/i — /t2sin2;i; 

Für  den  Punkt  A  ist  in  Folge  der  Gleichungen  19)  rv  =  0.  Für  den  Punkt 
P  möge  w  =  (p  sein.  Integrirt  man  die  Gleichung  20)  von  w  =  0  bis  w  =  ^p, 
so  folgt: 

arc^^l      ^^_^^^.^  1   f'^^YIZÜw^drv^^  f'L^J^^ 

a  k  ^^"^  V  ^J   l/l— /t2sin2«; 

oder  kürzer: 

21)  arc^i^  ^  sinyz/(y)      E{(p)      k"-F{(p) 

a  kcosq)  k  k 

Die  Gleichungen  19)  geben,  wenn  w  =  g:,  für  das  Segment  jPT  der  Tangente 
folgenden  Ausdruck: 

PT_      k'^sing) 
a        k(to?>ff)A  {(f) 
Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab,  so  folgt: 
22^  PT—AicAP_       Asinycosy      E((p)      k"^F{(p) 

^  a  ~  J(9))       '^~k~  k 
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Es  sei  (W  die  Asymptote  der  Hyperbel ,  P'  der  Punkt,  in  welchem  die 
verlängerte  Ordinate  B  des  Punktes  P  diese  Asymptote  schneidet.  Für  das 
Segment   OP'  findet  man: 

a  k 

d.  i.  nach  19)  für  jv=^(p 

OP'         Afp 


a         kcosg) 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab,  so  folgt: 

0P'—2iXcAP       A{(p).,       .      .,E{<p)      ^'2    ,  , 
—    '^^(1— sin^)H — ^p -F{g)). 


a  k  ^         k         k 

Lässt  man  den  Punkt  P  sich   von   dem  Punkte  A    immer   weiter   entfernen, 

so  hat  der  Winkel  (p  zur  Grenze  90".     Die  vorstehende  Gleichung  reducirt 

sich  in  diesem  Falle  auf 

,.      0P'—2iXCAP         E      Ä'2  ^ 

lim =- -F, 

a  k       k 

welche  Gleichung  den  bekannten  Satz  enthält,  dass  die  Differenz  zwischen 
der  Länge  der  Asymptote  und  dem  Bogen  einer  Hyperbel  für  einen  un- 
endlich weit  sich  entfernenden  Punkt  der  Curve  einen  bestimmten  endlichen 
Ausdruck  zur  Grenze  hat. 

Für  einen  Punkt  Q  der  Hyperbel  möge  in  den  Gleichungen  19)  rv  =  ip 
sein.  Es  sei  S  der  Schnittpunkt  der  Tangente  im  Punkte  Q  mit  der  Axe  OÄ. 
Analog  zur  Gleichung  22)  ist  dann: 

OS — SiYGAQ  ksintf^costp      E(y))      k"^ 

a =" m~'^~f^ T  ^'^^ 

oder  auch,  analog  zur  Gleichung  21) 

arc  AO^  ^  siiiipA{ip)      Ej-ip)      1^ 

a  kGosrf)  k         k 

Addirt  man  diese  Gleichung  zui-  Gleichung  21)  und  nimmt  man  /c'tangT-  .tangip 

=  1,  so  folgt: 

3iYcAP-\-sacA0         sintt)J(Q))      sintDACip)      ,    .  .  E  ,  k"^  _, 

-"-  =  -  — ^  ^^-^  -\ Ji- — ^^-^ — k  sin  w  .  sm  rp — -  -\--rE 

a  kcosg)  kcoatp  k       k 

_        Acp  E_^k2p 


Asin^p.cos^  A-  k 
Abgesehen  von  der  Bezeichnung  kommt  diese  Gleichung  mit  derjenigen 
überein,  von  welcher  Fagnano  bei  seinem  Theorem  über  die  Hyperbel  aus- 
gegangen ist. 

Die  Differenz  der  Gleichungen  21)  und  23)  giebt: 

äxcAQ — 'äYcAP        avcPQ 

2i)  — 

a  a 

_  sin^pAiip)      sinyJ(y)      E(ip)—Ei(p)      k'\  . 

Da  E(q))  und  Eixp)  EUipsenbogen  proportional  sind,  so  folgt,  dass  ein 
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beliebiger  Hyperbelbogen  sich  mit  Hülfe  von  zwei  EUipsenbogen  ausdrücken 
lässt.  Dieses  nicht  sehr  überraschende  Resultat  veranlasste  seinen  Entdecker 
Landen  in  der  Abhandlung:  „An  hivestigation  of  a  general  Theorem  for 
finding  the  Length  of  any  Are  of  any  Conic  Hyperhola^  hy  Means  of  Two 
EUiptic  Ares,  ivi/h  some  other  new  and  useful  Theorems  deduced  therefrom'^ 
(Phil.  Trans.  17 75,  285  odiQX  „Mathematical  Me?)ioirs  by  John  Landen '•'•  Lon- 
don 1780.  p.  33^)  zu  dem  Ausruf:  „Thus  beyond  my  expectation,  I  find  that 
the  hyperbola  may  in  general  be  rectified  by  means  of  two  ellipses!". 

Diese  Entdeckung  hatte  Landen  schon  1771  in  den  „Phil.  Trans."' 
angekündigt.  Man  vergleiche  hierüber  Landen:  „A  Disquisiiion  concerning 
certain  Fluents,  which  are  assignable  by  ihe  Ares  of  Conic  Sections ;  wherein 
are  investigated  some  neiv  and  useful  iheorems  for  Computing  such  Fluents^^ 
(Phil.  Trans.  177 1,  LXI,  298 — 30g/  Die  Abhandlung,  welche  sich  auf 
die  Differenz  zwischen  dem  Bogen  und  entsprechenden  Segment  der  Asymp- 
tote einer  Hyperbel  bezieht,  wenn  beide  Längen  unendlich  zunehmen,  enthält 
am  Schlüsse  die  Ankündigung  des  oben  bemerkten  Satzes.  Es  ist  bemerkens- 
wert, dass  Landen  weniger  Gewicht  auf  einige  andere  Resultate  derselben 
Abhandlung  zu  legen  scheint,  welche  seinen  Namen  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  dauernd  erhalten  haben,  wie  auf  das  obige  geome- 
trische Theorem,  welches  an  sich  nach  den  Arbeiten  von  Legendr e  von 
geringer  Bedeutung  ist. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  hat 
Legendre  in  seinem  „  Traile''^  f  46 — 53  gegeben.  Mit  demselben  Gegenstande, 
namentlich  was  die  Teilung  elliptischer  Bogen  anbelangt,  beschäftigen  sich  die 
folgenden  Abhandlungen  von  Küpper:  „Dhnonstration  geometrique  de  cette 
proposiiion,  que  toute  fonction  elliptique  de  pr emier e  espece  peut  etre  remplacee  par 
deux  fonctions  elliptiques  de  seconde  espece,  et  Developpement  relative  ä  la  recti- 
fication  de  Thyperhole""  (Cr eile  f.  LV,  8g — g3^.  „Conside'rations  ge'ome'triques, 
destinees  ä  faciliter  Vetude  de  la  theörie  des  transcendantes  elliptiques''\  (Grelle 
/.  LXIII,  40—57;. 

Da  weder  die  Ableitung  noch  weitere  Ausdehnungen  des  Satzes  von 
Fagnano  gegenwärtig  besondere  Schwierigkeiten  darbieten,  so  erscheint  es 
nicht  notwendig  alle  diesen  Gegenstand  betrefienden  Arbeiten  hier  anzuführen. 


Note  III. 

Historische  Notizen  über  geometrische  Anwendungen  elliptischer  Integrale. 
Maclaurin,  d'Alembert,  Jacob  u.  Johann  Bernoulli,  Fagnano, 
Euler,    Legendre.    Arbeiten   über   Fagnano.    Brinkley,    Wallace, 

Talbot,  Libri. 

Dass  die  Integrale,  welche  gegenwärtig  den  Namen  „elliptische  Inte- 
grale" führen,  sich  nicht  durch  bekannte  Functionen  ausdrücken  lassen, 
wurde  schon  während  des  Entstehens  der  Integralrechnung  bemerkt.  Um 
nun  mit  den  geometrischen  Bedeutungen  dieser  Integrale,  namentlich  was 
die  Länge  und  Construction  von  Curvenbogen  anbetrifft,  zu  geometrischen 
Theoremen  zu  gelangen,  haben  die  Geometer  zu  Ende  des  XVH.  und  im 
XVHI.  Jahrhundert  verschiedene  Untersuchungen  angestellt,  von  denen  die 
bemerkenswertesten  angeführt   werden   sollen.     Man   verglich   Cui'venbogen 
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mit  den  Bogen  von  Kegelschnitten,  wobei  die  Kegehchnitte  gleichsam  als 
Normalcurven  zu  Grunde  gelegt  wurden.  Derartige  Vergleiche,  welche  keine 
besonderen  Schwierigkeiten  darbieten  und  nur  von  geringem  Interesse  sind, 
sollen  hier  nur  kurz  erwähnt  werden.  Ein  Beispiel  hierzu  enthält  die  Note 
n  in  dem  Satze  von  Landen,  dass  ein  Hyperbelbogen  mit  Hülfe  zweier 
Ellipsenbogen  sich  ausdrücken  lässt. 

Eine  andere  Gattung  von  Problemen  soll  nur  durch  ein  Beispiel  an- 
gedeutet werden,  da  derartige  Probleme  einer  allgemeinern  Theorie,  der 
Construction  von  Differentialgleichungen,  angehören.  Hierbei  handelt  es  sich 
namentlich  darum,  Curveu  geometrisch  zu  construiren,  bei  welchen  eine  der 
Coordinaten  explicite  durch  ein  elliptisches  Integral  ausgedrückt  ist,  dessen 
Grenze  die  andere  Coordinate  enthält.  Ein  Beispiel  hierzu  bietet  die 
elastische  Curve,  definirt  durch  die  Differentialgleichung: 

\/a'-V' 

Durch  Integi'ation  führt  die  vorstehende  Differentialgleichung  auf  eine 
Relation  der  bemerkten  Art.  Jacob  Bernoulli,  welcher  der  elastischen 
Curve  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  bemerkt  über  diesen  Gegenstand 
in  den  ,^Acta  Eriiditortim''^  v.  J.  1694,  p.  2"] 2 :  „Ego  ob  graves  causas  suspicor 
curvae  nostrae  constructionem  a  nullius  sectionis  conicae ,  seu  quadratura, 
seu  rectificatione  pendere"  ( Jacohi  Bernoulli  Opera ^  Genevae  AlDCCXLIV.^qiJ. 

Durch  die  vorstehenden  Worte  des  grossen  Mathematikers  zu  einer  Be- 
handlung des  Problems  angeregt,  bemerkt  Macl aurin  im  /.  II.  p.  744 
seines  berähmten  Werkes  „A  Treatise  of  Fluxions"'  (Edingh.  \1^2)  unter 
Nr.  927  Folgendes  im  Anschluss  an  die  obigen  Worte  von  Bernoulli: 
„But  it  is  constructed  by  the  rectification  of  the  equilateral  hyperbola,  for 
if  the  base  of  a  figure  be  always  taken  equal  to  the  perpendicular  from 
the  centre  on  the  tangent  of  such  an  hyperbola,  and  the  ordinate  equal  to 
the  excess  of  the  tangent  terminated  by  that  perpendicular  above  the  arc 
intercepted  betwixt  the  vertex  of  the  hj-perbola  and  the  point  of  contact, 
than  the  figure  shall  be  the  elastic   curve." 

Auf  ähnliche  Art  hat  Maclaurin  die  Integrale  (Fluents)  von  Ausdrücken, 
wie  die  folgenden: 

dx  dx 

und  anderen  analogen,  welche  sich  auf  elliptische  Differentiale  reduciren 
lassen,  mit  Hülfe  der  Bogen  von  Kegelschnitten  construirt,  woriiber  nament- 
lich Nr.  799 — 808  auf  p.  652 — ö6o  des  ^^Treaiise"'  zu  vergleichen  sind. 
In  einer  kleinen  Schrift :  ..,I^ttere  de  Signor  Giovanni  Galfi  al  Signor  Flanio 
Gangini  cotitenenle  alcuni  osservazioni  intorno  tre  ariicoli  dell'  opera  del  Signor 
Colin  Maclaurin  sopra  il  calcolo  delle  Flussioni.''^  Li  Pesaro  1753.  11  pag.  in  4'* 
(Aus  derselben  Druckerei  wie  die  Werke  von  Fagnano)  sucht  Galfi  nach- 
zuweisen, dass  die  Resultate,  welche  Maclaurin  unter  Nr.  802.  803  und 
927  seiner  Lehre  von  den  Fluxionen  angemerkt  hat,  schon  längere  Zeit  vor 
Erscheinen  dieses  Werkes  von  Fagnano  publicirt  worden  seien. 

Eine  Darstellung  der  hierhin  gehörigen  Arbeiten  von  Maclaurin  fin- 
det man  bei  Felix  Müller:  „Studien  über  Mac  Laurin^s  geometrische  Dar- 
stellung elliptischer  Integrale^'-.     Pr.  d.  Königl.  Realsch.  Berlin  1875. 
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Die  von  Maclanrin  gefundenen  Resultate  hat  d'Alembert  auf  ein- 
fachere Art  abgeleitet  und  um  eine  Reihe  von  Sätzen  erweitert  in  der  Ab- 
handlung :  ,^Recherches  sur  le  calcul  integral''''  (Histoire  de  VAc.  de  Berlin.  Annie 
1746  p.  182 — 22\).  Der  zweite  Teil  dieser  Abhandlung  ^ßes  Differeniielles 
qui  se  rapportent  *?  la  rectificaiion  de  Vellipse  ou  de  VJiyperbole''''  behandelt  eine 
Anzahl  Differentiale,  deren  Integrale  sich  durch  einfache  Substitutionen  und 
partielle  Integrationen  auf  solche  Integi'ale  reduciren  lassen,  durch  welche 
der  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ausgedrückt  wird.  Lässt  sich  ein 
Differentialausdruck  auf  das  Differential  des  Bogenelements  einer  der  be- 
merkten Curven  reduciren,  so  nennt  dieses  d'Alembert,  denselben  mittelst 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel  integi-irt  zu  haben.  Die  rein  analytische,  ziem- 
lich reichhaltige  Abhandlung  ist  von  einem  ähnlichen  Gedanken  nach  Classi- 
fication elliptischer  Differentiale  dm-chdrungen,  dui'ch  dessen  Durchführung 
später  Legend re  der  Entwickelung  der  Analysis  einen  so  bedeutenden 
Dienst  geleistet  hat.  Abgesehen  von  dem  nicht  zu  unterschätzenden  Ein- 
fluss  der  Arbeiten  von  Legend  re  auf  Abel  und  Jacobi  muss  man  die 
Ueberwindung  von  SchAvierigkeiten  nicht  ausser  Augen  lassen,  welche  solche 
eminenten  Geister  wie  Maclaurin  und  d'Alembert  auf  isolirte  Resultate 
beschränkt  haben. 

Eine  dritte  Gattung  von  Problemen,  von  welcher  hier  besonders  die 
Rede  sein  soll,  besteht  in  Vergleichung  von  Bogen  ein  und  derselben  Curve 
unter  einander,  ohne  dieselben  erst  mit  einem  Ellipsen-  oder  Hyperbelbogen 
zu  vergleichen.  Es  kommt  bei  diesen  Problemen  besonders  darauf  an,  durch 
glücklich  gewählte  Substitutionen  besondere  elliptische  Integrale  zu  trans- 
formiren.  Die  Idee,  Bogen  derselben  Curve,  welche  Bogen  nicht  congruent 
zu  sein  brauchen,  mit  einander  zu  vergleichen,  findet  sich  zuerst  bei  einem 
der  Mitbegründer  der  Integralrechnung,  dem  genialen  Jacob  Bernoulli  in 
der  Abhandlung:  ^^Specimen  calculi  differeritialis  in  diviensione  Parabolae  heli- 
coidis"-^  welche  die  ^^Acta  Erudiiorum'-''  i6gi  (p.  i:^  "■/■)  enthalten.  (Auch 
Opera  p.^2,^—/^^2j. 

Die  Axe  einer  gewöhnlichen 
Parabel  werde  auf  dem  Umfange 
eines  Kreises  ßCDM  aufgerollt.  Die 
Cui've,  welche  dann  durch  die  End- 
puncte  der  ursprünglichen  Ordinaten 
geht,  nach  dem  Mittelpunct  des 
Kreises  zu  gerichtet,  nämlich  BFGNA, 
heisst  die  parabolische  Spirale 
( —  dicitur  nobis  Parabola  heli- 
coides,  vel  si  mavis,  Spiralis 
parabolica). 

Der  Entstehungsweise  nach  ist 
das  Quadrat  von  CF  proportional 
dem  Bogen  BC  Bezeichnet  man 
durch  ;•  den  Radiusvector  AF  des 
Punctes  F^  durch  a  den  Halbmesser 
des  Kreises,  so  ist  CF  =  a — r.   Ist 

ferner  iv  der   Winkel    CAB^   so  ist  

der  Definition    zu  Folge :    (a— r)-  =  2abw,  oder  a — r  =  \/2ahrv,  wo  b  eine 


Fig.  5. 
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Constante    bedeutet,    die    Polargleichimg    der   parabüliscLen   Spirale.     Ist  üs 
das  Bogenelement  der  Cnrve,  so  folgt: 

^  \y2abJ  V  a^b^ 

Man  bezeichne    durch   5,    den   Bogen,    dessen    Endpuncte    den   Werten 
«  a 

-  und  2+c  von  r  entsprechen,    ferner   durch  s^  den  Bogen,   dessen  End- 
puncte den  Werten  von  ^ — c  und       von  r  entsprechen.     Es  ist  dann: 

Setzt  man  r==-^4-2  im  Integrale  für  5,,    ferner  r  =  — — z    im    Inte- 
grale  für  ^j?  so  zeigt  eine  leichte  Rechnung: 


■r 


^■'=.(  1/^+^pG^-?Y-^^. 


woraus  man  unmittelbar  mit  Bernoulli  (Opera  />.  434^  folgert:  „ —  unde 
patet  quod,  in  curvis  etiam  illis  quae  rectificationem  nondum  acceperunt 
partes  aequales  dissimilares  assignari  possunt". 

Diese  Entdeckung  teilte  Jacob  Bernoulli  seinem  geistig  ebenbürtigen 
Bruder  Johann  Bernoulli  mit,  der  sich  wohl  in  Folge  davon  auf /-.  374 
der  ^^Acta  Eniditornrn'-'-  v.  J.  1695  das  Problem  stellte,  zu  einer  gegebenen 
Curve  eine  andere  zu  finden,  so  dass  die  Summe  oder  Differenz  der  Bogen 
sich  durch  Kreisbogen  ausdrücken  lässt.  Als  Fortsetzung  enthalten  die 
^^Acta  Eruditorum"-  v.  J.  1698  auf/.  462  u.  f.  (Vide  auch  Johannis  Bernoulli 
Opera  oimiia  I,  249.  Lausannae  et  Gefievae  1742J  die  Abhandlung:  „T/ieorema 
universale  Redificatmii  Linearum  curvarum  ijiserviens.''^  In  einem  besonderen 
Falle  reduciren  sich  die  beiden  Curven  auf  eine  Curve,  nämlich  die  cubi- 
s c h e  Parabel.  Johann  Bernoulli  bemerkt  hierzu :  (Act.  Erud. p.  465, 
Opera  I.  2^2):  „ —  adeoque  est  Parabola  cubicalis  primaria  quae  cum  se 
ipsa  comparata  rectificari  potest,  seu  in  qua  assignari  possunt  duo  arcus, 
quorum  differentia  est  rectificabilis.  Hie  ergo  incidimus  quasi  fortuito  in 
perelegantem  hujus  famosissimae  curvae  alias  irrectificabilis  proprietatem . . .". 

Da  der  Beweis  dieser  Eigenschaft  der  cubischen  Parabel,  enthalten  in 
der  Gleichung  ^mß  =  a;^  zusammenfällt  mit  analogen  Theoremen  für  andere 
Curven,  so  soll  er   mit  erwähnt   werden   bei  Betrachtung   anderer  Parabeln. 

Die  bemerkte  Abhandlung  von  Johann  Bernoulli  legte  den  Grand 
zu  sehr  scharfsinnigen  Untersuchungen  von  F  a  g  n  a  n  0 ,  enthalten  in  der  Ab- 
handlung :  ^^N'uovo  metodo  per  retlificare  la  differenze  di  due  archi  (tino  de'  quali 
h  dato)  in  infinite  specie  de  Parabole  irrettificabili",  welche  zuerst  1715  im 
„Giornale  de'  letlerari  d'Italia''  XXII,  22g  u.f.  erschien  und  in  den  ^.Produzioni" 
II,  317 — 330  sich  abgedruckt  findet. 

Im  „Giurnale"    (XIX,  438 j  hatte  Fagnano   1714  den  Mathematikern 
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folgendes  Problem  vorgelegt:  „Sia  data  ima  parabola  biquadratica  primaria 
che  ä  per  equazioue  costitutiva  x*  =  ij  e  sia  data  ancora  una  porzione  di 
essa;  dimando,  ehe  si  assegni  un'  altra  porzione  uella  medesima  curva  tale, 
che  la  differenza  delle  porzioni  suddette  sia  rettificabile. 

Se  i  geometri  si  degnerauno  riflettere  a  qua.nto  scrive  l'incomparabile 
sig.  Giovanni  Bernoulli  negli  atti  di  Lipsia  delF  anno  1698  alla  pag.  465. 
dopo  la  linea  5.  non  giudicheranno  questo  problema  aflfato  indegno  della 
loro  attenzione". 

Da  keine  Lösung  dieses  Problems  einlief,  so  gab  Fagnano  dieselbe 
in  Verbindung  mit  ähnlichen  Problemen  in  der  oben  angeführten  Abhandlung. 

Fagnano  geht  im  Wesentlichen  von  folgenden  Betrachtungen  aus.  Es 
sei  a  eine  Constante,  ?/j  eine  beliebige,  reelle  Zahl  und: 

ro+2 

1)  y 


m+2     " 
a 


die  Gleichung  einer  parabolischen  Curve.  Durch  t  bezeichne  man  das  Seg- 
ment der  Tangente  des  Punctes  (x,  y)  zwischen  diesem  Puncte  und  der 
Abscissenaxe.     Die  Gleichung  der  Curve  giebt  dann: 


y  m-{-2v  \a 

wo  y'  z=  J^  gesetzt  ist.     Bezeichnet  man  durch  s  den  Bogen,  so  ist  für  die 
obige  Parabel: 

Durch  partielle  Integi'ation  findet  man  leicht: 

m  +  2 
2 


Diese  Gleichung  lässt  sich  nach  2)  und  3)  auch  schreiben: 


w-f-2  m 

-{s—t)  = 


%    f*        dx 


2    '       ^         2 
oder: 

Nimmt  man  das  rechts  stehende  Integral  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen, 
80  ist  seine  geometrische  Bedeutung  folgende :  abgesehen  von  einem  constanten 

Factor  ist  es  die  Länge  eines  Bogens  der  Parabel,  vermindert  um  die 

m 

Differenz  der  Längen  der  Tangenten,  welche  durch  die  Endpunete  des  Bogens 
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gehen.     Unter  der  Länge  der  Tangente  ist  das  Segment  derselben  zwischen 
Contaetpunct  und  Schnittpunct  mit  der  Abscissenaxe  gemeint. 

Es  sei  Aß  ein  Bogen  der  in  Rede 
stehenden  Parabel.  Die  Abscissen  der 
Puncte  /*,  /*,,  O  und  0,  seien  respective 
Xq,  x^,  Zq  und  2i.  Die  Tangenten  iu 
diesen  Puncteu  zur  Curve  mögen  die  Ab- 
scissenaxe in  den  Puncten  R,  /?,,  -S'  und 
Si  schneiden.  Zufolge  der  Gleichung  4) 
hat  man  dann: 


5) 


6) 


Lässt  sich  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  5)  so  trans- 
formiren,  durch  Einführung  einer  Variabein  r,  dass  die  Function  unter  dem 
Integralzeichen  ungeändert  bleibt,  also  das  Integral  in  das  Integral  der 
Gleichung  6)  übergeht,  so  erhält  man  dui'ch  Vergleichung  der  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  5)  und  6): 

arcPPi—iPiRi—PB)  =  SLVcQQi—iOiSi—QS). 

Es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  ein  Integi'al  der  Differential- 
gleichung : 

dx  dz 


1  + 

zu  finden,  oder  der  folgenden: 
dx 


^< 


7) 


1  + 


+ 


dz 


'<1 


=  0. 


Für  folgende  Fälle  hat  Fagnano  das  Integral  gegeben. 


jn  =  4.     Die  Gleichung  der  Curve    ist    y  = 


Sa"-' 


man    hat    dann    die 


cubische  Parabel. 

m  =  3.     Die    Gleichung    1) 


Der  Gleichung  7)  genügt  xz  =  a-. 

jiebt:   !/  =  -1 
5a- 
genügt  durch: 

Eiiueper,  ellipt.  Fiiuotioueo.     2.  Aud. 


Der  Gleichung  7)  wird 


34 
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'^1=  ^ocler(l+'-)ll+^)  =  3. 

a  z  \       ^//V       a. 

a 


jn  =:  ().     Die  Gleichung:  1)  giebt  dann  die  Gleichune^  der  biquadratisclien 

z  de 

6J 


Parabel  ti  =  ^,-     Zwischen  x  und  z  der  Gleichung  7)  besteht  die  Relation: 


2(^1—1 


Dieser  Fall  entspricht  dem  Problem  von  Fagnano.  Ausserdem  hat 
Fagnano  noch  folgende  Fälle  der  Gleichung  1)  behandelt: 

m  =  —-■>  y  =^  ?>(jßx^,  oder  y^  =  27a-x, 

6  5    3-2,         .        3125  „  , 

m  =  — ^'  y  =  ^a^x^,  oder  y^  =  ^32^"  •^"' 

m  =  — -5  y  =  4:a^>x'',  oder  y*  =  256a3^. 

Man  bemerkt  hierbei  leicht,  dass  diese  Gleichungen  durch  Vertauschung 
von  X  und  y  aus  den  vorhin  behandelten  drei  Gleichungen  sich  ergeben. 
Sowohl    die   vorstehenden   drei   Fälle,    sowie    der  Bogen    der  Curve,    deren 

4 
Gleichung  aus  1)  für  m  =  — ^  folgt,    welchen   Fagnano    ebenfalls   unter- 

sucht  hat,  lassen  sich  leicht  direct  behandeln,  wenn  man  die  Integrale  für 
den  Bogen  auf  die  Normalform  elliptischer  Integrale  reducirt.  Zu  bemerken 
ist,  dass  Fagnano  von  dem  folgenden  Resultat  ausgeht.     Setzt  man: 

[ix-+p)^-{-y(x"+p)+7-f  ~  ^ ^'^^' 
so  ist  {x"-\-p)(z"-\-p)=^=  r  ein   Integral  der  Differentialgleichung 

q)  (x)  dx-\-(p  (2)  dz  =  0. 
Die  zu  Anfang  angeführte  Abhandlung  von  Fagnano  beginnt  eine 
Reihe  von  Aufsätzen,  in  welchen  der  geistvolle  Geometer  in  höchst  scharf- 
sinniger Weise  seine  relativ  geringen  Hülfsmittel  auf  eine  detaillirte  Unter- 
suchung der  Lemuiscate  und  der  c üb i sehen  Parabel  anwendet.  Da  eine 
Anführung  der  einschlägigen  Arbeiten  zu  weit  führen  würde,  indem  eine  ziem- 
liche Anzahl  isolirter  Formeln,  welche  in  der  Art  ihrer  Anwendung  keinen 
inneren  Zusammenhang  zeigen,  sich  nicht  füglich  reproduciren  lässt,  so  sollen 
nur  die  wesentlichsten  Entdeckungen  liervorgehoben  werden.  Diese  Ent- 
deckungen, welche  bei  Fagnano  den  zur  Ausführung  gekommenen  Wunsch 
eiTegten,  dass  zur  Erinnerung  auf  seinem  Grabe  eine  Lemniscate  eingemeis- 
selt  werde,  haben  den  Namen  des  italienischen  Mathematikers  in  Verbindung 
mit  Problemen  der  Integralrechnung  erhalten,  welche  das  grösste  mathe- 
matische Genie  zweier  Jahrhunderte  zum  Gegenstand  bewunderungswerther 
Arbeiten  gemacht  hat  (Gauss,    Werke  1,  413^. 
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Da  sich  sämtliche  Citate  auf  „Produztoni  II"  beziehen,  so  sollen  nur 
die  Seitenzahlen  anji^emerkt  Averden. 

Auf  p.  328  wird  das  Problem  behandelt,  den  Quadranten  der  Lemni- 
scate  zu  halbiren.  Man  ersetze  die  Gleichung  der  Lemniscate  {x'^ -\- y'^)'^  == 
2a2(a-2— f/2)  durch: 

8)  -  =  \/u+u\   ^^  =  \/u^uK 

a  a        ^ 

S  . 


Fig.  7. 

Der  Bogen    CS  werde    vom  Puncte    C  an   gerechnet.     Hat  u    für  den 
Punct  S  den  Wert  m,  so  ist: 

du 


9) 


arcC5 


_    a      /*"• d 

~  1/ 2  /      \/^- 


-W2) 


Für 


u  == 


l—v^ 
1+y 


folgt: 


10) 


l—m 

/""»       du    ■   ^  p       dv        ^  p  _  p^"^ 


1  +  m 


1  für 


Ist  in  den  Gleichungen  8)  für  den  Punct  M  u  =  ,—  —  und  u 
den  Punct  Z,  so  geben  die  Gleichungen  9)  und  10): 

arc  CS  =  arc  CL — arc  CM=  arcZJ/. 

1  — TU 

Ist  7)1=  V 5  SO  fallen  die  Puncte  S  und  M  im  Puncte  7' zusammen, 

1  +  w 

der  Quadrant  der  Lemniscate  wird  dann  im  Puncte   T  halbirt. 

Eine  andere  Methode  der  Halbirung  beruht  auf  folgenden  Formeln.  Auf 

P^i-  35^  und   357  findet  Fagnano  aus: 


11) 


1/lTl/l— ^^         _     u\/2 


?     X  = 


die  Differentialgleichungen : 

dx      1 

t/i+^~     ^^2  i/T-^'  1/1^=^ ~  i/i— m4 


12) 


dz 


da:      _  t/2dM 


34^ 
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Mittelst  der  Gleichungen  11)  und  12)  lässt  sich  der  Bogen  der  cubi- 
schen  Parabel  durch  den  Bogen  der  Lemniscate  auf  zwei  verschiedene  Arten 
ausdrücken.  Weitere  Formeln  für  denselben  Zvveclc  auf  p.  357  und  p.  358 
bieten  kein  besonderes  Interesse. 

Eliminirt  man  x  zwischen  den  Gleichungen  11)  und  den  Gleichungen 
12),  so  folgt  für  das  obere  Zeichen: 

^  2ul/I^    \l\—\/\—z'^_    u\/2 
^^>  ^  l+u^    '  z  ~i/1-~m4" 

, ..  dz  2du 

14)  ~ =  — 

\/l—Z*        l/l— m4 

Es  sei  r   der   Radiusvector  eines  Punctes  der  Lemniscate;   setzt  man 


r 


7=  =  z,  und  ist  ds  das  ßogenelement,  so  findet  man  leicht: 
a\/2 

1     ds  1 


a\/2dz       l/l— z4 

Die  Gleichungen  13)  und  14)  geben  hierdurch  ein  Mittel,  den  doppelten 
Bogen  CS  eines  Bogeus  CI  zu  finden,  oder  umgekehrt  die  Hälfte  CI  eines 
gegebenen  Bogens  algebraisch  zu  bestimmen. 

In  den  Gleichungen  11)  und  12)  nehme  man  das  untere  Zeichen. 
Setzt  man  /  statt  u,  so  folgt: 

15)  j/l+l/l— z^^      t\/2  ^2^j/l^ 

z  1/1=74'    ^  1+^*      ■ 

Ib)  — / = 7==" 

•/l_24  1/1  —  ^4 

Ist  CS  =  za  1/2,  CH  =  ta  [/2,  so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 
SiTcCS=  2avc HZ.  Fallen  die  Puncte  H  und  S  zusammen,  nimmt  man  in 
der  Gleichung  15)  z  =  t^  also  z^  =  2\/S — 3,  so  ist  hierdurch  algebraisch 
das  Problem  der  Dreiteilung  des  Lemniscatenbogens  gelöst. 

Setzt  man  weiter: 

CI=  ua\/2,  CS  =  za \/2,  CO  =  ta\/2, 

\/l+l/T^^^^    u]/2       lA+7^_ Jj/2_^ 
z  1/1—^4'  u  \/l—t* ' 

so  ist  CS=  2C1\  CI=  20z,  folglich  CS=  4ÖZ.  Fallen  die  Puncte  5"  und 
0  zusammen,  so  wird  dadurch  der  fünfte  Teil  des  Quadranten  der  Lemni- 
scate bestimmt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  schliesst  Fagnano,  dass  der  Quadrant  der 
Lemniscate  sich  algebraisch  in  gleiche  Teile  zerlegen  lässt,  wenn  die  An- 
zahl derselben  in  einer  der  drei  Formen  2  .  2"»,  3  .  2'",  5  .  2™  enthalten  ist, 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet:  „E  questa  e  una  nuova,  e  sin- 
golare  proprietä  della  mia  curva"   (p.  368^. 

Die  ebenso  eleganten  wie  merkwürdigen  Theoreme  von  Fagnano  be- 
wogen Euler,  sein  Additionstheorem  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  teils 
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weiter  auszuriihron ,  teils  «i^eomctrisch  zu  verwerten.  Der  ziemliche  Umfang 
dieser  Abhandlunj^en  ^a-stattet  keine  einj^eliendere  Analyse  derselben,  einige 
Andeutungen  der  bemerkenswertesten  Resultate  mögen  genügen.  Hier  wie 
in  fast  allen  Teilen  der  Mathematik  tritt  die  wahrhaft  staunenerregende 
Produetivität  Euler's  in  bemerkenswerter  Weise  hervor. 

In  der  Abhandlung:  „Oöservaliones  de  comparalione  arciium  curvarum 
trrcctificabilium"  (Xov.  Comm.  Petrop.  VI,  58 — 84,  ijöij  bestimmt  Euler 
auf  dem  Quadranten  einer  Ellipse  zwei  Bogen,  deren  Summe  sich  geometrisch 
ausdrücken  lässt. 

Wird  die  halbe  gi-ossc  Axc  zur  Einheit  genommen,  ist  c  die  halbe 
kleine  Axe,  setzt  man  1 — c'^^n,  so  stellt  sich  Euler  die  Aufgabe,  die 
Integrabilität  des  Differentialausdrucks 


zu  bestimmen.     Hierbei    wird    bemerkt :    „ —  cum    igitur    tentaminibus  totum 

I  /l — nx^ 
negotium  absolvi  debeat,  fingatur     /  — =  cm,   et  a  ita   concipiatur  ut 

•  •    •       fi  *    I  /'^—nu'^  a 

vicissim    hat     /  — =  ax. 

V      1 — u^ 
Da  M<1  ist,  so  führt  die  obige  Annahme  zu  keinem  reellen  Resultate. 
?]uler  setzt  daher  (tentemus  ergo  alias  formulas): 


Hieraus  folgt  «  =  1  und 

19)  x'^-{-u^=l+7ix''-u}. 

Für  a=\  ist  nach   18)  der  Differentialausdruck  in  17)  gleich 

dx     du d  {x^ + u'^) 

u       X  2xu 

d.  i,  nach  19): 

dx      du  ,.     - 

=  nd(xu). 

u        X 

Findet  die  Gleichung  19)  statt,  so  ist  also 


Da   nach    19)  u=  i    für   a:  =  0,   so   giebt  die  vorstehende  Gleichung 
integrirt : 


/■"i/S^/- 


-WM" 

du  1  /  -:j ^  =  nxu. 


Diese  Gleichung  enthält  nichts  weiter  wie  den  Satz  von  Fagnano. 
Euler  giebt  für  denselben  folgende  einfache,  leicht  zu  beweisende  Con- 
struction  an. 
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Die  Tangente  im  Puncto  P  der  Ellipse 
treffe  die  kleine  Axe  OB  im  Puncte  Q.  Auf 
dieser  Tangente  werde  QR  =  OA,  d.  b.  gleich 
der  Laiben  grossen  Axe  abgescbnitten.  Die 
Parallele  zu  OB  durch  R  trifft  die  Ellipse  im 
Punhte  iS.     Es  ist  dann: 

arc  PB—arc  AS  =  PM, 

wo  M  der  Fusspunct  des  Perpendikels  ist,  ge- 
fällt vom  Mittelpuncte  0  der  Ellipse  auf  die 
Tangente  des  Punctes  P. 

Im  weiteren  Verlauf  der  Abhandlung  reproducirt  Euler  eine  ziemliche 
Zahl  der  von  Fagnano  gefundenen  Formeln.  Zu  diesen  wird  der  folgende 
Satz  hinzugefügt: 

Theorema. 
„Si  corda  arcus  simplicis  CM  fit  = ;::  et  corda  arcus  ^«cupli  CM^"^  =  m, 
erit  corda  arcus  (w+l)cupli 


j 


Fig.  8. 


^^(«+1)  _ 


1— m2 


l+z"^ 


1 — HZ 


(1— m2)(1— z2) 


(l+w2)(l  +  22) 

Der  T.  VII  der  ,,Novt  Commentarü"-  (Petropoli  1761J  enthält  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  die  Abhandlungen  Euler's;  „Spedmen  novae  methodi 
curvarum  quadraturas  et  redificationes  aliasque  quantitaies  transcendentes  inier 
se  coviparandi'-^  (p.  83 — 127^.  ^^Spedmen  alterum  methodi  ?iovae  quantitates 
trariscendentes  inter  se  comparandi  et  de  coviparatione  arcuum  Ellipsis'"'',  (p.  3 — 48^. 

Es  seien  X  und  Y  dieselben  Functionen  von  x  und  y.  Nimmt  man 
zwischen  x  und  y  die  Gleichung  a  +  2/?(.T  +  ?/)-|-7(a;2-f-?/2)_|-2da;y  =  0  an, 
so  lassen  sich  mittelst  derselben  Integi-ale  herstellen,  J Xdx^  J  Yäy^xai\i 
deren  Hülfe  sich  die  Summen  von  Kreisbogen  und  Parabelbogen  ohne  zu 
weitläufige  Rechnungen  ausdrücken  lassen.  Diese  Methode  bildet  den 
Gegenstand  der  ersten  Abhandlung.  Mit  seinem  unüberti-efflichen  Talent, 
vom  Einfachen  zum  Complicirten  auf  systematische  Weise  vorzugehen, 
nimmt  Euler  in  der  zweiten  Abhandlung  die  „Aequatio  canonica" 

0  =  a + 7  {XX + yy)  -f-  2(Jx?/  +  t,xxyy 
als  Ausgangspunct  zur  Herstellung  seines  Additionstheorems. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  mit  Euler: 

20)  llix)=    I      4^£^t£^dx, 


'""-/l 


A+Cx'^+Ex^ 


so  finden  folgende  Gleichungen  statt  (pag.  1 1) : 


21) 


!/(-)+ lLy)-m)  =  -^  [-B'-'^±p:'-e+-'^^^En 


22) 


x\/A{A  +  Cy'^+Ey^)+y\/A{A  +  Cx'^+EÖc^) 
A—ExY 


6A 
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Für  B'  =  0,  6"  =  0  repräsentiren  die  (ilcicliiin<ron  20)  — 22)  das 
Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  (lattunj^,  für  .1=1, 
C'=— (lH-A-2),  E=k'K  Ä=\.  B'  =  —k\  C  =  0  zeigen  dieselben  Glei- 
chungen, dass  Euler  auch  als  Entdecker  des  Additionsthenrems  der  ellip- 
tischen Integrale  zweiter  Gattung  angesehen  werden  muss,  welches  Theorem 
auf/».  24  in  der  gewöhnlichen  Form  d  i  r  e  c  t  ausgesprochen  sich 
vorfindet.  Von  pag.  24  an  bis  zum  Ende  der  Abhandlung  bedient  sich 
Eni  er  fortwährend  dieses  Satzes  zur  Vergleichung  von  EUipsenbogen. 
Nachdem  schon  auf  p.  14  bemerkt  ist,  wie  die  Gleichung  n{x)  =  nn{y) 
herzustellen  ist.  finden  sich  auf/.  37  und  p.  46  Probleme  über  Verdoppelung 
und  Verdreifachung  eines  elliptischen  Bogens.     (Problema  7). 

Im  /.  r//  der  ,,Com?ne7tt.  Petropol.''  findet  sich  noch  folgender  Aufsatz 
E  u  1  e  r's :  ^^Demonstratio  theorematis  et  solutio  problematis  in  Act.  Erud.  Lips. 
propositorum,'-'-   128 — 162.      (Xov.  Act.  Erud.  1754,  40^. 

Das  zu  beweisende  Theorem  besteht  in  Folgendem. 


Fig.  9. 

Es  sei  DD'  ein  gegebener  Diameter  der  Ellipse  ABÄB'.  Man  con- 
struire  den  conju^rten  Diameter  CC  Es  werde  auf  der  Verlängerung  von 
CC  vom  Mittelpuncte  0  der  Ellipse  aus  das  Segment  OE  =  OA  abgeschnitten. 
Vom  Punete  E  fälle  man  das  Perpendikel  EH  auf  OA,  welches  den  Um- 
fang der  Ellipse  im  Punete  P  trifft.  Durch  den  Punct  P  ist  dann  der  halbe 
Umfiing  DBCAD'  der  Ellipse  zwischen  den  Endpuncten  des  gegebenen  Dia- 
meters DD'  so  geteilt,  dass  nvc  DBP—arc  PÄD'  =  FF'  ist;  die  Punete  F 
und  F'  sind  die  Fusspuncte  der  Perpendikel,  gefallt  von  den  Puncten  D  und 
D'  auf  den  conjugirten  Diameter  CC 

E  u  1  e  r  hat  den  Beweis  dieses  Theorems  gegeben ,  sowie  die  Lösung 
des  Problems,  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AB  zwei  Punete  p  und  q  so 

zu  bestimmen,  dass  arc  pq  ^  -slyc  AB.      Dieses    letztere    Problem    wird    auf 

ein  geometrisches  Problem  reducirt.     Die  Tangente  des  Punctes  p  schneide 
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die  verlängerten  Ilauptaxen  OA  und  OB  der  Ellipse  in  den  Puncten  p'  und 
p".  Der  Punct  p  ist  dann  durch  die  Bedingung  p'p — pp"  ==  a-\-b  be- 
stimmt, wo  0A  =  a  und  OB  =  h  ist.  Genau  auf  dieselbe  Weise  ist  der 
Punct  q  bestimmt,  so  dass  die  Differenz  der  Segmente  der  Tangente  gleich  der 
Summe  der  halben  Hauptaxen  ist.  (p.  155/  Am  Ende  seiner  Abhandlung 
behandelt  Euler  das  Proljlem,  den  ganzen  Umfang  der  Ellipse  in  drei  gleiche 
Teile  zu  zerlegen  (p.  156 — 162/  Ueber  dieses  Problem  findet  man  die 
Worte:  „Quoniam  enim  facillime  arcus  assignatur,  qui  totius  perimetri  lit 
semissis,  vel  quadrans,  vel  ope  problematis  praecedentis  etiam  octans,  haud 
parum  notatu  dignus  videtur  casus,  quo  ti'iens  postulatur,  cujus  solutio,  etiamsi 
ob  summam  facilitatem,  qua  res  de  semissi  et  quadrante  expeditur,  non 
admodum  difficilis  videatur,  tamen  ad  investigationes  perquam  prolixas  et 
operosas  deducitur,  quas  superare  tentabo". 

In  allen  diesen  angeführten  Abhandlungen  macht  sich  bei  Eni  er  das 
Vorbild  geltend,  welches  Fagnano  in  seinen  Arbeiten  gegeben  hat,  eine 
fortwährende,  unmittelbare  Anwendung  der  gefundenen  Formeln  auf  Geometrie. 
Eni  er  citii-t  auch  mit  offener  Bewunderung  die  Arbeiten  seines  Vorgängers 
in  diesem  Gebiete  der  Analysis. 

Die  folgenden  Abhandlungen  Euler's  sind,  ungeachtet  ihrer  Titel,  bei- 
nahe rein  analytischer  Natur,  die  Untersuchungen  von  Maclau rin  und 
d'Alembert,  welche  angeführt  sind,  scheinen  den  Grund  zu  diesen  Arbeiten 
gelegt  zu  haben.  ^^Coiisideraiio  formularum ^  quarum  ititegratio  per  arcus 
secttonum  conicarum  absolvi  polest'''.  {Nov.  Coinmeni.  VI  11^  129 — 14g,  Petrop. 
1763^.  „Z?(f  reduciione  formularmn  integraliiim  ad  recttficatione?)i  elb'psis  ac 
hyperbolae'''  (Nov.   Coviment.  Ä',  3 — 50.  Pet.   iy66j. 

Findet  zwischen  x  und  y  die  Relation  statt: 

23)     (a-\-2bx+cx'^)y^+(a'-\-2b'x-\-c'x^)y-[-a"-^2b"x-\-c"x'^  =  0, 
so  werden  particuläre  Fälle    dieser    Gleichung   auf  die    Transformation   von 
Integralen  angewandt,  enthalten  in  der  Form: 


/ 


^+^^^^0-. 


k-\-hxx 

Je  nachdem  die  Constanten  /,  (/,  A,  A'  teilweise  positiv  oder  negativ 
sind,  je  nachdem  ferner  gewisse  Ungleichheiten  zwischen  denselben  statt- 
finden, unterscheidet  Euler  12  verschiedene  Fälle,  welche  sämtlich  sehr  ein- 
gehend behandelt  sind.  In  geometrischer  Hinsicht  wird  dabei  unterschieden, 
ob  ein  solches  Integral  eine  der  folgenden  fünf  Bedeutungen  hat:  elliptischer 
Bogen,  hyperbolischer  Bogen,  elliptischer  Bogen  plus  einem  algebraischen 
Teil,  elliptischer  und  hyperbolischer  Bogen  nebst  algebraischem  Teil.  Aus 
der  enormen  Menge  von  Detailuntersuchungen,  welche  beide  Abhandlungen 
enthalten,  möge  hervorgehoben  werden,  dass  Euler  in  der  ersten  Abhand- 
lung die  allgemeine  Gleichung  23)  auf  ein  ziemlich  allgemeines  Problem 
anwendet,  fp.   1^2). 

Die  Gleichung  23)  führt  bekanntlich  auf  eine  Differentialgleichung: 

24)  ^  +  ^  =  0, 

wo  X  und  Y  Polynome  vierten  Grades  von  x  und  y  sind.     Euler  setzt  nun: 


I 
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Nimmt  mau  ./',  P>\  C",  /?',  A"  als  gegeben  an,  so  flieht  die  erste  der 
Gleichungen  25)  zwischen  «,  b,  c  etc.  5  Relationen.  Da  Jf  nur  gerade  Po- 
tenzen von  .>•  enthält,  so  ergeben  sich  zwischen  den  bemerkten  Coefficicnten 
nocli  zwei  weitere  Relationen.  Um  eine  letzte  Relation  [die  Gleichung  23) 
enthält  factisch  nur  8  arbiträre  Coefficicnten]  zu  erhalten,  geht  Euler  von 
folgender  Gleichung  aus: 


J  \/ Ätß  +  2B'iß+C'tß  +  ^D'y  +  E: 


dy  =  Constans 


,^^r=  dx. 


Diese  Gleichung  wird  mittelst  der  Gleichungen  23)  imd  24)  behandelt. 
Es  seien  P\  Q\  R'  gegebene  Quantitäten.  Um  nun  eine  achte  Relation 
zwischen  a,  ö,  c  etc.  zu  erhalten,  setzt  Euler   A'Q'  =  B'R'.     Es  ist  dann: 

R' 
mx+ny+p  =  -Tr{by-{-c'x+cxy). 

Die  schliessliche  Bestimmung  der  Coefficicnten  der  Gleichung  23)  hängt  von 
einer  cubischen  Gleichung  ab.  Sind  dieselben  bestimmt,  so  ergeben  sich 
A,  C,  D,  P.  0  und  R  durch  lineare  Gleichungen.  Aehnlich  wie  die  vorhin 
erwähnten  beiden  Abhandlungen  enthalten  die  beiden  folgenden  wesentlich 
analytische  Resultate:  ^^Uberior  evoUäio  comparationis  quam  inter  arciis  sectionum 
conicarum  instituere  licet'-'-  (Act.  Acad.  Petrop.  pro  a.  1771,  pars  posterior. 
Petrop.  1785,  23 — 43/     ^J)e  miris  proprietatibus  curvae  elasticae  sub  aequatione 


y  = 


(Acta  A.  P.  pro  a.   1782.  Pet.  1789,  34 — 61;. 

Die  erste  Abhandlung  beschäftigt  sich  namentlich  mit  dem  Additions- 
theorem der  elliptischen  Integi-ale  zweiter  Gattung  (p.  30;  und  mit  der  Anwendung 
desselben  auf  die  Vergleichung  von  Ellipsenbogen.  Auf  />.  35  "^^'ird  in  das 
Integral  für  den  elliptischen  Bogen  ein  Winkel  als  Integrationsvariabele 
eingeführt.    Am  Schluss  (p.  43J  findet  sich  folgendes  Theorema:  „Si  capiatur 

■c  =  ^  ^ ,  erit  differentia  istarum  formularam  integralium  semper 

l/c4-f(a2_c2)^2 

algebraica: 

/l/a*— (a2_c2)"^            /'|/c4qr(ä2llc2)  ^2            (a2_c2)^  l/c2— 5r2  „ 
— — — ds —  # , -~ — dq  =    —, —    --- -  • 

Diese  „egregia  reductio",  wie  Euler  dieselbe  nennt,  ist  indessen  nur 
eine  andere  Form  für  das  Theorem  von  Fagnano. 

Die  Abhandlung  über  die  elastische  Curve  basirt  auf  einem  älteren 
Aufsatz  „Plenior  explicatio'^,  von  welchem  weiter  unten  die  Rede  sein  soll. 
Von  pag.  5 1  ab  werden  die  Bogen  der  Curven,  Avelche  in  Form  elliptischer 
Integrale  erscheinen,  mit  einander  verglichen.    Die  geometrische  Untersuchung 
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der  elastischen  Ciirvo  verdankt  ihren  Ursprung-  einem  Probleme  von  Jacob 
Bernoulli  fAc/.  Erud.  1692,  aojy'.  die  Form  eines  Tuches  zu  finden,  welches 
von  einer  schweren,  flüssigen  Materie  ausgedehnt  wird.  Eine  Lösung  des 
Problems  erfolgte  nicht.  Bernoulli  gab  seine  Lösung  Ad.  Erud.  1692  />.  262. 
Weitere  Untersuchungen  von  demselben  enthalten  ?ä^  Act.  Erud.  1694  p.  338; 
1695  p.  545.  Die  Vergleiclmng  von  Curvenbogen,  welche  nicht  superposabel 
sind,  haben  Euler  in  seinen  letzten  Lebensjahren  zu  einigen  sehr  interes- 
santen und  geistvollen  Betrachtungen  Veranlassung  gegeben,  von  denen  man 
nur  bedauern  kann,  dass  dieselben  nicht  in  dem  Maasse  durchgeführt  sind, 
wie  dieses  bei  den  Kegelschnitten  der  Fall  ist. 

Diese  Untersuchungen,  welche  von  den  bisher  bemerkten  gänzlich  ver- 
schieden, sind  die  folgenden :  ^De  hmumeris  curvis  algebraids,  quarum  longi- 
tudineni  per  arcus  ellipticos  metiri  licef^ ,  Nov.  Ada  Ac.  Pdrop.  V  pro  a.  1787 
Petr.  1789,  7^ — ^5-  11-^^  infinitis  curvis  algebraids,  quarum  longitudo  indefinita 
arcui  elliptico  aequatur"',  Mem.  posth.  de  L.  Euler,  F.  F.  Schubert  et  N.  Fuss, 
Pt'tersbourg   1830,  95 — 99. 

Die  erste  Abhandlung  behandelt  folgendes: 

Problema. 

„Pro  coordinatis  x  et  y  functiones  algebraicas  ipsius  v  investigare,  ut  fiat : 

Nachdem  eine  Lösung  gegeben,  setzt  Euler  y  =  singD  und  giebt  dann 
auf  p.  80  als  altera  solutio  folgende  Gleichungen: 

2x=  ^-— sin(^-fl)g)— -^— j-sm(^— l)gp, 

2y  =  j~cos(X-\-l)g)—j—^co8(X—l)g}. 

Nimmt  man  die  Fälle  >l  =  ±  1  aus ,  so  bestimmen  die  vorstehenden 
Gleichungen  für  rationale  Werte  von  ü  unendlich  viele  algebraische  Cui'ven. 
Auf  p.  83  Avird  noch  ein  zweites  System  gegeben,  welches  nur  unwesentlich 
von  dem  obigen  verschieden  ist.  Aus  der  zweiten  Abhandlung,  welche  vom 
Jahre  1781  datirt,  sind  folgende  Gleichungen  hervorzuheben: 

cos  (n  + 1)0 ^cos(« — 1)0, 


7i-\-l  n — 1 

n  h 

y  =  -sin(M-|-l)0 z-sin(w — 1)6», 

n — 1  n — 1 

wo  w  =  + 1  auszunehmen  ist. 

In  einer  früheren  Abhandlung :  ,,/nteg ratio  Aequationis 

dx  dy 


[/A-{-Bx-^Cx^-\-Dx^+Ex^      \Ja  -V  By-\-Cy'^+Dy^-{-Ey* 

Nov.  Covim.  XII,   1767,  3 — 16,  hatte  Euler    schon  bemerkt,    dass  in  dem 
ersten  Differential  durch  eine  Substitution  von  der  Form: 

mz+a 

nz-\-o 
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die  ungeraden  Potenzen  von  z  unter  dem  Wurzelzeichen  sich  wegschaffen 
lassen.  Dasselbe  gilt  für  das  zweite  Differential.  Nimmt  man  also  in  der 
obigen  Gleichung  //  =  0,  />  =  0,  so  wird  die  Allgemeinheit  derselben  dadurch 
nicht  verringert.  Indem  Euler  in  der  obigen  Differentialgleichung  unter 
den  Wurzelzeichen  nur  gerade  Potenzen  von  x  und  y  annahm,  gelangte  er 
durch  eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Rechnungsoperationen  zu  den  Er- 
gebnissen, welche  in  der  ebenso  merkwürdigen  wie  bedeutenden  Abhandlung 
niedergelegt  sind:  ^^Plenior  expHcatio  circa  comparationevi  quantitaium  in  forma 
integrali 


j^lv 


conteniarum^  deriotanie  Z  funciionem  qiiamcunque  rationalem  ipsius  2^/' 

Diese  Abhandlung  findet  sich  in  Act.  Ac.  Petr.  pro  a.  1761.  Pars  Post. 
Petr.  1785,  3 — 22,  oder  auch:  „Institutiones  calctdi  integralis^'  (IV,  446 — 464A 
Euler  hat  in  dieser  Abhandlung  sein  ursprüngliches  Additionstheorem  so 
erweitert,  dass  sich  ein  Satz  ergicbt,  welcher  die  Additionstheoreme  sämt- 
licher, von  Legend re  aufgestellten  Gattungen  elliptischer  Integrale  umfasst. 
Bei  dem  historischen  Interesse  sollen  die  Worte  Eulers  angeführt  werden. 
Man  setze; 

26)  n{z)=  r  ^,,=I==^dz. 


wo  Z  eine  gerade  Function  von  z  ist.  Ist  Z  ein  Polynom  von  2-,  so  lässt 
sich  Il(x)-\-n(i/)—Il(z)  als  algebraische  Function  von  .r,  tj  und  z  darstellen 
für  eine  gewisse  algebraische  Relation  zwischen  x,  y  und  z. 

„Nunc  autem  observavi,  easdem  comparationes  institui  posse,  si  pro  Z 
accipiatur  functio  quaecunque  rationalis  ipsius  z-,  quae  scilicet  habeat  hujus- 
modi  formam: 

F-^Gz'^-\-Hz^+Iz^+Kz^-{-  . . . 

ubi  quidem  hoc  discrimen  occurrit,  quod  differentia  inter  summam  duarum 
hujusmodi  formularum  et  tertiam  formulam  ejusdem  generis  inveniendam  non 
amplius  fit  quantitas  algebraica,  veruntamen  per  logarithmos  et  arcus  circu- 
lares  semper  exhiberi  possit  ita  ut  nunc  ista  investigatio  multo  latius  pateat, 
quam  eam  adhuc  eram  complexus.'' 

Wie  fast  in  allen  Untersuchungen  über  elliptische  Integi'ale  geht  Euler 
von  der  Gleichung  aus: 

Diese  Gleichung  wird  durch  die  folgende  ersetzt: 

27)  x^+y^—z^'-^-^xy  (/l  -Jt^z^^^—nx^y'^z^  =  0. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

28)  l/lH-ffJ22-fw24  =  J, 

80  giebt  die  Gleichung  27): 

29)  a;2-f  j/2— 22  +  2x</ J— «a;V22  =  0 
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Entwickelt  man  aus  dieser  Gleichung  successive  die  Werte  von  .t*  und 
j/,  so  folgt: 

(  ^v(l—ni/-z-^)  +  y/i  =  c i/l4- mt/2+ny^ 

I  ij{l—nx-z^-)-\-xJ  =  z\/l-i-mx'^+7ix*. 

Die  Gleichung  29)  führt  bekanntlich  auf: 

dx 

\/l+mx^-\-?ix*     \/l-\-mtß+ny'^ 
5h  30): 

32) 


31)  --     ^"^_  +   .^JL,:^  =  0, 

oder  nach  30): 

Ät  dy 


yil—nx^z'^)+x/l  x(l—iiy^-z'^)-\-y/i 

Für  X  =  0  ist  nach  29)  y  =  z,  die  Differentialgleichung  32)  integrirt 
giebt  das  bekannte  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gat- 
tung. Es  seien  nun  X  und  F  dieselben  Functionen  von  x-  und  j/2  ^ie  Z 
von  22,     jidan  setze: 

33)  , ^ ^  rfa:-|-  ^=^=i=  dy  =  rfF, 

dann  lässt  sich  auf  folgende,  Art  V  finden.  In  33)  lässt  sich  nach  31)  dx 
oder  dy  eliminiren,  da  indessen  kein  Grund  vorhanden  ist,  J'  als  Function 
von  X  oder  y  anzusehen,  so  führe  man  eine  neue  unabhängige  Variabele  ?/ 
ein  mittelst  der  Gleichung  xy  =  u.  Die  Gleichung  32)  lässt  sich  dann 
ersetzen  dmxh: 

^ = :z^ =  sdu 

y{l—nxH^)-\-xA       x(l—iiy'^z'^)+yA  ' 

oder : 

34)    dx  =  [y(l — nx'^z-)-{-xA]sdu,  dy  =  — [x(l — nyV)-\-y/i]sdu, 
wo  s  eine  Unbestimmte  bedeutet.     Diese  Gleichungen  geben: 

ydx-\-xdy  =  (y^ — x'^)sdu, 
also  da  ydx-^xdy  ==  du  ist,  1  =  (y2 — x'^)s.     Setzt  man  in  den  Gleichungen 

34)  s  =    ^ ^,  so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  30) : 

y     X 

dx — dy         zdu 

t/l+w.r2-}-nx4  ~  \/i^myH-ny^  ~~  !/^— ^^ 
Die  Gleichung  33)  wird  hierdurch: 

oder: 

35)  aV=—z^^^,du. 

y2 — a;2 

Y j^ 

Nun  ist  aber   -^ eine  Function  von  xy  und  x^-^-y"^.     Die  Gleichung  29) 

y      X 

giebt,  xy  =  u  gesetzt,: 
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36)  .r2  +  y2  =  :.i_.2uA  +  ii^zhi. 

Hieraus  folgt,  dass  in  35)  der  Factor  von  du  eine  Function  von  u  ist. 
Setzt  man  folglich: 

37)  z4— -2=^, 

t/2 — a:2 

so  ist  nach  35)  dV  = — Udu.  Diesen  Wert  von  dV  setze  man  in  die 
Gleichung  33)  und  integiüre.  Für  a:  =  0  ist  y=z  und  m  =  0.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Bezeichnung  aus  26)  folgt  nun: 


38)  n(x)+n(y)—niz)  =  —  /     Udu. 

Ist  z.  B.: 


•^0 


^_  a-\-bz'^ 


so  folgt: 


a'-\-b'z^ 
Y—X  a'b—ah' 


t/2— a;2       a'2_|_a'6'(a;2+t/2)_|_^,'2a;2y2 

d.  i.  nach  36)  und  37): 

z{a'b—ah')  _ 


a'2+a'6'22+2a'6'J .  u-\-(b'^+a'b'nz^)u'^ 
Nimmt  man  also: 

a+bz^  dz 


J     a'+b'z'^^i^rnz'^^nz^' 


80  ist: 

z  {ab' — a'b)  du 


n(x)-{-n(y)-mz)  = 


■■£-' 


"^-{-a'b'z'^-\-2a'b'A.u+{b"^+a'b'nz'^)vP- 

wo  nach  Ausführung  der  Integration  rechts  u  =  xy  zu  setzen  ist.  Die  vor- 
stehende Gleichung  enthält  die  Additionstheoreme  der  elliptischen  Integrale 
sämtlicher  drei  Gattungen. 

In  Verbindung  mit  den  Abhandlungen,  deren  beim  Additionstheorem 
Erwähnung  geschah,  sind  in  dem  Vorstehenden  fast  alle  Arbeiten  von 
Euler  angegeben,  welche  sich  auf  elliptische  Integi'ale  beziehen.  Dieselben 
enthalten  ein  sehr  gi'osses  Material,  selbst  wenn  man  von  mitunter  etwas 
umständlichen  Wiederholungen  absieht.  Es  hat  sich  ergeben,  dass  das  all- 
gemeinste Additionstheorem  für  elliptische  Integrale  zuerst  von  Euler  deut- 
lich und  explicite  ausgesprochen  ist,  dass  Euler  eine  Art  Normalform  el- 
liptischer Integrale  angenommen  und  auf  dieselbe  liingewiesen  hat,  welche 
sich  wenig  von  der  Normalform  unterscheidet,  welche  die  Basis  der  Forschungen 
von  Legendr  e  bildet.  Die  Arbeiten  von  Eni  er  mussten  für  Legendre 
eine  ebenso  nützliche  wie  reiche  Quelle  sein,  aus  welcher  der  Verfasser  des 
„Tratte  des  foiiciiojis  ellipliqiies"  eine  Anzahl  Ideen  entnommen  hat,  welche 
eine  unparteiische  Auffassung  dem  Manne  zuwenden  muss,  welcher  ohne 
Uebertreibung  der  Begininder  der  neueren  Mathematik  genannt  werden  kann. 
Das  grosse  Verdienst,  welches  Legendre   um   die  Ausbildung  der  Theorie 
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der  elliptischen  Intes:vale  erworben,  wird  nicht  im  Mindesten  dadurch  ver- 
ringert, dass  die  Priorität  einiger  fundamentalen  Ideen  und  Theoreme  Eni  er 
angehört.  Wenn  man  erwägt,  dass  die  hierhin  geliörigen  Arbeiten  Euler's 
in  ihrer  Vereinigung  einen  Quartband  von  350 — 400  8eiten  füllen  würden, 
so  ist  schwer  zu  begreifen,  dass  von  all  diesen  Arbeiten  nur  ein  einziger 
Satz  erwälint  wird,  der  noch  obendrein,  gestützt  auf  die  Autorität  von  La- 
grange, mehr  einem  glücklichen  Einfall,  Avie  langer,  mühsamer  und  tiefer 
Forschung  zugeschrieben  wird.  F  a  g  n  a  n  o  hat  den  glücklichen  Gedanken 
gehabt ,  den  E  u  1  e  r  durch  eine  ungeheure  Arbeit  erst  systematisch  weiter 
geführt  hat.  Es  lässt  sich  nicht  verkennen,  dass  die  Rechnungen  Euler's 
in  manchen  Aufsätzen  für  den  Ungewohnten  von  abschreckender  Länge  und 
Complication  sind,  dass  die  überwältigende  Menge  von  Formeln  der  ersten 
Abhandlungen  erst  in  der  „Pletiior  Explicatio''  den  Anfang  einer  bedeutenden 
Theorie  hervortreten  lässt.  Mit  dem  Erscheinen  der  Abhandlung  „Memoire 
sur  les  inUgrations  par  d'arcs  d'ellipse"  (Hist.  de  VAc.  a.  1786,  Paris  1788, 
616 — 646^  von  Legendre,  wenige  Jahre  nach  dem  Tode  Euler's,  tritt 
die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  in  ein  neues  Stadium.  Die  geometrische 
Grundlage  verschwindet  fast  gänzlich.  Mit  hervorragender  Leichtigkeit  und 
Eleganz  behandelt  Legendre  die  elliptischen  Integrale  in  sehr  systemati- 
scher Weise.  Er  giebt  zur  Untersuchung  derselben  eine  grosse  Menge  Re- 
ductionsformeln,  welche  ihm  gestatten,  später  in  lichtvoller  Uebersichtlichkeit 
Ordnung  zu  schaffen  in  dem  schwer  zu  übersehenden  Labyrinth  von  Formeln, 
welche,  meistens  in  recht  ungelenker  Form,  von  d'Alembert  und  Euler 
aufgestellt  worden  sind.  Selbst  wenn  man  eine  Reihe  glänzender  Ent- 
deckungen nicht  in  Rechnung  bringt,  können  die  Verdienste  von  Legendre 
nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden,  weiteren  Forschungen  den  Weg  ge- 
ebnet zu  haben. 

Fasst  man  die  successive  Ausbildung  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Integi'alen  in's  Auge,  so  lässt  sich  kaum  in  Abrede  stellen,  dass  von  dem 
Jahre  1740  an,  als  Fagnano  das  Problem  über  die  biquadratische  Parabel 
aufstellte,  ein  volles  Jahrhundert  hindurch  diese  Theorie  wesentlich  von 
Fagnano,  Euler  und  Legendre  geschaffen  und  begründet  ist. 

Die  Arbeiten  von  Fagnano  und  Euler  haben  später  zu  keinen  di- 
recten  Fortsetzungen  Veranlassung  gegeben,  die  Schriften  von  Fagnano 
scheinen  sehr  wenig  bekannt,  die  Schriften  des  grossen  Euler  zu  wenig 
gelesen  zu  sein.  Es  lässt  sich  schwer  erklären,  dass  der  Name  von  jedem 
dieser  eminenten  Geometer  nur  mit  einem  einzigen  Theoreme  verbunden  ist. 
Von  dem  Additionstheoreme  Euler's  ist  im  siebenten  Abschnitt  die  Rede 
gewesen;  zur  Vervollständigung  des  Obigen  bleibt  daher  nur  übrig,  auf 
einige  Abhandlungen  zu  verweisen,  welche  sich  auf  das  sogenannte  Theorem 
von  Fagnano  beziehen.  Folgende  Abhandlungen  bieten  einiges  Interesse 
dar.  B  r  i  n  k  1  e  y :  ,^A  Theorem  for  finding  ihe  Surface  of  an  Oblique  Cylinder 
with  a  Geometrical  Demo?isiraiion.  Also,  an  Appendix,  containing  some  Obser- 
vaiions  on  the  Method  of  fmding  the  Circuinference  of  a  very  Excentric  Ellipse ; 
including  a  Geo?netrical  Demonstration  of  the  remarkable  Property  of  Elliptic 
Are    discovered   by    Coiint    Fagnani."     (Dublin    Trans.  IX,    145 — 158,    1803^/. 

In  dieser  Abhandlung  hat  nach  Mac  Cullagh  der  nachmalige  Lord 
Bishop  of  Cloyne  den  ersten  geometrischen  Beweis  des  Satzes  von 
Fagnano    gegeben.     Bei  dieser  Gelegenheit  sei  die  Abhandlung  von  Mac 
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Ciillagh  erwähnt  „Gcofiielrical  Theorems  on  the  Reciification  of  Conic  Sections." 
(Dublin  Trans.  XVI,  7g — 83,  1830;.  Die  Abhandluii}?  enthält  nach  Be- 
hauptung; des  Verfassers  die  erste  geometrische  Herleitung  des  Satzes  von 
Landen  über  die  Ilyperbelbogen;  dieselbe  scheint  ein  Gegenstück  zu  der 
im  Texte  bemerkten  Abhandlung  von  lirinkley  bilden  zu  sollen.  Wallace: 
„Ä  Xew  Method  of  expressing  the  Coefficients  of  the  Development  of  the  Al- 
gebraic  Formula  {a?--\-}f- — 2a^c0S9D)",  by  means  of  the  Perimeters  of  two  El- 
lipses,  when  11  denotes  the  Half  of  any  odd  number ;  together  with  an  Appendix 
tontaining  the  Investigatioti  of  a  Formula  for  the  Rectification  of  any  Arch  of 
an  Ellipse."   (Edinb.  Trans.  V,  2^^ — 293.  Appendix  p.  2"]  \ — 293.   Editib.  l%o{j. 

Die  Abhandlung  enthält  im  Appendix  die  Darstellung  eines  Ellipsen- 
bogens  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  welche  nicht  ganz  unzweckmässig 
zu  sein  scheint.  Die  Anwendung  dieser  Reihe  auf  den  Satz  von  Fagnano 
ist  zwar  sehr  originell,  bildet  aber  einen  grossen  Umweg  im  Verhältniss  zur 
directen  Behandlung  des  Integrals,  welches  die  Länge  des  Ellipsenbogens 
giebt.  Während  Fagnano,  bekannt  mit  den  Arbeiten  von  Leibniz,  Jacob 
und  Johann  Bernoulli,  die  Bezeichnungen  dieser  ebenso  grossartigen  wie 
tiefen  Denker  angenommen  hatte,  findet  sich  in  der  Abhandlung  von 
Wallace  noch  die  veraltete  Bezeichnung  der  Theorie  der  Fluxionen. 

Bedeutend  weiter  wie  B  r  i  n  k  1  e  y  und  Wallace  geht  T  a  1  b  0 1 ,  der 
Erfinder  der  Uebei-ti-agung  von  Lichtbildern  auf  Papier,  der  gegenwärtigen 
Photogi-aphie ,  in  zwei  Abhandlungen  „Researches  on  the  Integral  Calculus" 
(Phil.    Trans.   1836,    177 — 215   u.    1837,    i  —  \d>J. 

Die  von  Fagnano  angewandten  Rechnungen  hat  Tal  bot  zu  verall- 
gemeinern und  systematisiren  gesucht.  Es  lässt  sich  aber  nicht  verkennen, 
dass  die  Abhandlungen  über  einige  geistreiche  Versuche  nicht  hinausgehen. 
Die  gefundenen  wesentlichsten  Resultate  und  die  Art  ihrer  Herleitung  ist 
fast  identisch  wie  bei  Euler. 

Es  seien  x  und  y  durch  eine  symmetrische  Relation  verbunden,  so  dass 
y  =  (p  ix)  und  x  =  (p{y).  Dann  ist  d{xy)  =  ydx+xdy  =  (p  {x)  dx-]-^  (y)  dy. 
Hieraus  folgt  durch  Integration: 

J  (f  ix)  dx-^J  (p  iy)  dy  =  xy +  Constans, 

was  eine  Relation  zwischen  zwei  Integralen  derselben  Form  ist.  Nimmt 
man  a^rh/-  =  (i-ix--{-y-)—'i-,  also: 


so  folgt: 


I  \/"'-$~T^'^'^  j  l/^Er  ^y  =  «-ry+const. 

Diese  Gleichung  giebt  eine  Relation  zwischen  den  Bogen  einer  Hyperbel, 
bestimmt  durch  y- — («2 — l).)-'2=l — «2.  Diese  Resultate  finden  sich  schon 
bei  Eule  r. 

Man  kann  auf  analoge  Art  wie  vorhin  eine  Relation  zwischen  drei 
Integralen  finden.     Es  sei: 

yz  =  (p{x),  xz  =  (p{y\  xy  =  <p (z), 

also  d ixy:)  -=  g-{x) dx -\-<p(y)dy-\-(f) (z)  dz.     Durch  Integration  folgt : 
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f(f  (.r)  dx  -\-f(p  iy)  dy  -{-f(f>  {z)  dz  =  xyz  +  Const. 
Nimmt  mau  z.  B. 


so  ist: 


also: 


dz 


=  _  (  ^  +  ^  -1-  1- )  _|_^|^  +Const.  =  ^"^I^+Const. 


Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  yz-\-xz-\-x\j  = ^ —  giebt  näm- 


lich durch  xyz  dividirt: 


\x      y      z)  4 


Jedes  der  drei  Integrale  bestimmt  den  Bogen  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  enthalten  in  der  Coordinatengleichung  xy  =\. 

Die  Annahmen: 

a:3+y3+^3  =  0,  {yz^J^ixzfJ^ixyy  =  —1 
geben : 

3    

yz  =  |/a;6— 1, 
folglich : 

Auf/».  193  der  ersten  Abhandlung  sucht  Talbot  die  isolirten  Bei- 
spiele zu  verallgemeinern  dadurch,  dass  n — 1  symmetrische  Gleichungen 
zwischen  n  Variabein  gefunden  werden  sollen.  Man  kann  die  n  Variabein 
als  Wurzeln  einer  Gleichung  w*''°  Grades  ansehen,  für  welche  wenigstens 
ein  Coefficient  eine  beliebige  Variabele  enthält,  Ist  (f{x)  oder  J  (f{x)dx 
gegeben,  so  soll  die  Gleichung: 

t"—pV'-^-\-  ...  -|-r=0 

gefunden   werden,    deren   Wurzeln   x,  1/,  z...  die   Eigenschaft  haben,  dass 
die  Summe  der  Integrale 

J  (p{x)dx+J(p{y)dy+f(p{z)dz+  ... 

sich  als  algebraische  Function  von  a:,  ?/,  z  . . .  ausdrücken  lässt.     Von  dem 
Problem  werden  nur  besondere  Fälle  behandelt. 

Um  einige  Beispiele  zu  geben,  seien  t^  und  A,  die  Wurzeln  von 

^2— w-Fl  =  0, 
also: 


Note  ni]  545 

'i  '2 

Diese  Gleicliungen  geben : 

Durch  Integi-ation  folgt: 

/  1/      /T"^^'"^  fy^h     ^^'^  3^i;HCon8t.  =  f(/,+^,)*  +  Con8t. 

In  Folge    von    i"^ — vt^\  ^=  0    ist    i^t-^  =  1.     Setzt  man  also  ti  =  M^ 
^2  =  »'-,  so  folgt  für  iiw  =  1 : 

I  \/l  +m4  du-V    j  \J\-\-m^ dm  =  f  0<2^«;2)?> _|_Con3t. 

Diese  Relation  dient  zur  Addition    der  Bogen    der  cubiscben  Parabel,  wenn 
zwischen  den  Coordinaten  die  Gleichung  stattfindet  3?/  =  x^. 

Um    zu    ähnlichen    Resultaten    für    EUipsenbogen    zu    gelangen,    setzt 
Talbot 

oder: 

t'^  + 1^/2-1-  C^-^  t;2— Ij  l—v  =  0. 

Sind  :r,  y,  z  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  findet  man: 

l-fa^ 
x-^y+z  =  — y,  a:2-f  j/2_{_22  =,      ^^2^2, 


2 

=  -  (a;</a:  +  ydy  +  r  r/z)  +  c?x  -\-dy-\-dz  =  a^dv, 

V 


also 


/-  l/V^f -/'^  1/^?+/-  ^'^? = -+-- 


Die  Annahme : 


giebt: 


1— a2?2  __ 
1— /2    ~  ^ 


t;2  v2 


Sind  0:2  und  ^i  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  folgt: 
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^-"1/  \-$'^^y  \/\^^f-  =  v{xdx+ydy)  =  ld{x-^-\-y'^) 


2 
Durch  Integration  folgt  hieraus: 


=  ^0  — .-    = ;.dv  =  a^d 


/-V^f^>l/^ 


2,y2 


-«'2/ 


^yl/-T-y:    =-  +  Const. 

j;2_|_q2  1 

Es  ist  x--\-y'^  = ^— ■>    x-y-  =    ^.    Durch  Elimination  von  y2  folgt  hieraus 

.r2-fy2=^   l-fa2^;2y2. 

Eine  gi'össere  Anzahl  von  Beispielen,  welche  nicht  hierhin  geliören, 
hat  Bert r and  in  seinem  „Trai/e  de  Calcul  differeniiel  et  de  Calcul  integral. 
Calcul  integral'-''  Paris  1870,  p.  386  mitgeteilt.  Bertrand,  welcher  die  Ar- 
beiten von  Talbot  unter  dem  Titel  „Methode  de  Talhol'-'-  als  etwas  Be- 
merkenswertes zusammengestellt  hat,  findet  sich  dabei  doch  zu  der  Aeusse- 
rung  veranlasst :  „L'inconvenient  de  cette  methode  est  evidemment  de  faire 
connaitre  des  theoremes  dont  la  forme  plus  ou  moins  curieuse  ou  interes- 
sante semble  produite  par  une  sorte  de  hasard,  qu'il  est  aise  neanmoins  de 
dii'iger  dans  une  certaine  mesure." 

Die  obigen  Sätze  über  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  erinnern  in  ihrer 
Behandlung  sehr  an  die  schon  früher  erwähnte  Abhandlung  von  Euler: 
„Ohservationes  de  comparatioJie  arcuum  curvarum  irrectificahiliuvi'-'-  (Nov.  Comm. 
Ac.  Petr.    VI.). 

Da  hier  nur  die  Abhandlungen  erwähnt  werden  sollen,  welche  bis  in 
die  Zeit  der  ersten  Publicationen  von  Abel  und  J  a  c  0  b  i  fallen,  bei  denen 
also  die  neue  Anschauungsweise  sich  noch  nicht  Bahn  gebrochen,  so  bleibt 
nur  noch  eine  Abhandlung  übrig,  welche  zu  bemerken  ist.  Fagnano  scheint 
selbst  auf  die  Teilung  der  Lemniscate  das  grösste  Gewicht  gelegt  zu  haben; 
mit  Ausnahme  der  kurzen  Andeutung  in  der  Sectio  septima  der  ^.^Disqiiisi- 
iioties  ai-ithmeticae'-'-  von  Gauss:  (Werke  /,  412 — 413^  hat  sich  nur  noch  Libri 
mit  diesem  Gegenstande  beschäftigt.  Die  betreffende  Abhandlung  von  Libri 
findet  sich  in  Cr  eile  J.  X^  167  — 194,  unter  dem  Titel:  „Memoire  sur  la  re- 
solution  des  equalions  algebriques  dont  les  racines  out  enire  elles  un  rappori  dofine^ 
et  sur  r ijitegration  des  equations  differcntielles  lineaires  dont  les  integrales  parti- 
culieres  peuvent  s'exprimer  les  wies  par  les  atitres^'  In  einer  Einleitung  zu 
diesem  Aufsatze  bemerkt  Libri,  dass  er  seine  Untersuchungen  über  die 
Teilung  der  Lemniscate  vor  Publication  der  Kesultate  von  Abel  unter- 
nommen habe.  (Abel:  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques".  §  VIII. 
Grelle  J.  III.  1 60 —  1 6g  ;  Oeuvres  2.  ed.  /,  352 — 362^.  Es  ist  selbstverständlich, 
dass  durch  die  Unkenntnis  der  elliptischen  Functionen  die  Resultate  von 
Libri  unvollständig  bleiben  mussten.  Das  Hauptverdienst  der  Abhandlung, 
ein  Versuch  einer  Weiterführung  der  genialen  Ideen  von  Fagnano,  wird 
etwas  vermindert  durch  die  Praetension,  mit  welcher  das  ehemalige  Mitglied 
der  Academie  von  Paris  seine  Arbeit  neben  die  von  Abel  stellte. 

Die  Fünfteilung  der  Lemniscate  hängt  nacli  Fagnano  von  der  Lösung 
der  Gleichunjceu  ab: 
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Dui'ch  Elimination  von  u  findet  Libri  f/.  c.  p.   lyij  die  Gleichung 

(2'fi  +  202l2—262S4- 202^4- 1)2 
_|-16(22S—lU24  +  2522"-f  37216— 37212— 2528+1124— 1)  ==  0. 

Durch  algebraische  Betrachtungen  wird  die    vorstehende  Gleichung  auf  fol- 
gende Form  gebraclit : 

(2«— 27r-«  +  5)(2S+624_3)(2i64-52zi2_2G2**— 1224-f  1)  =  0. 
Libri  bemerkt,   dass    die  Teilung    des  Quadranten    der   Lemniscate  in 
2"-f-l  Teile  von  der  Lösung  der  folgenden  Gleichungen  abhängt: 

_  2zj/l^l  _  223i/l-2^  _  22,l/I=-2: 

''""      1+2^     '^2-      i_^^r    '•••'^«--    i_^^4 

Die  Form  dieser  Gleichungen  hat  Libri  veranlasst,  allgemeinere 
Gleichungen  zu  behandeln.  Es  werden  dabei  Untersuchungen  angestellt 
über  die  Form  und  die  Werte  der  Coefficienten  einer  algebraischen  Glei- 
chung, um  a  priori  erkennen  zu  können,  ob  zwischen  den  Wurzeln  der 
Gleichung  Relationen  existiren,  welche  gestatten,  die  Gleichung  in  Factoren 
zu  zerlegen,  üebrigens  ist  nur  die  Gleichung  für  die  Teilung  des  Qua- 
dranten der  Lemniscate  in  fünf  gleiche  Teile  hergestellt.  Weitere  Unter- 
suchungen über  die  Teilung  der  Lemniscate  gehören  nicht  mehr  im  eigent- 
lichen Sinne  des  Wortes  in  die  Geometrie. 


Note  IV. 

Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung. 

A.  Sätze  über  confocale  Kegelschnitte  und  die  Lemni- 
scate.    Graves,  Mac  Cullagh,  Salmon,  Hart,  Chasles. 

In  Beziehung  auf  zwei  confocale  Ellipsen  existirt  folgender  Satz:  „Wer- 
den von  einem  Puncte  einer  Ellipse  zwei  Taugenten  an  eine  confocale 
Ellipse  gezogen,  so  ist  der  Ueberschuss  der  Tangenten  über  den  Bogen, 
welcher  zwischen  ihren  Contactpuncten  liegt,  constant." 

Man  findet  einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  in  Salmon:  „A 
Trealise  on  Conic  Sections."-  3*'.  ed.  Lotidoji  1855.  Ch.  XV,  297 — 2q8. 
Hierbei  bemerkt  Salmon:  „This  beautiful  theorem  was  discovered  by 
Dr.  Graves.  See  his  Translation  of  Chasles  Memoires  on  Cones  and  Spherical 
Conics  p.  77.     (Dublin  1841)." 

Nimmt  man  eine  confocale  Hyperbel  zu  einer  Ellipse,  so  findet  das 
Theorem  statt:  „Werden  von  einem  Puncte  einer  Hyperbel  zwei  Tangenten 
an  eine  confocale  Ellipse  gezogen,  so  ist  die  Differenz  der  elliptisclien  Bogen, 
begi-enzt  durch  die  Berührungspuncte  der  Tangenten  und  den  zwischen- 
liegenden Schnittpunct  der  Hyperbel,    gleich  der  Differenz  der  Tangenten." 

Dieser  Satz  findet  sich  ebenfalls  bei  Salmon  geometrisch  deducirt  mit 
der  Bemerkung:   „This  extensiou  of  tlie  proceeding  theorem  was  discovered 
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bv  Mr.  Mac  Cullagli.  Dublin  Examinatiün  Papers  1841,  41.  1842,  68,  83. 
Dublin  Proc.  II.  508." 

Ein  dritter  Satz,  welcher  sich  ebenfalls  bei  Salmon  citirt  findet,  lautet: 
„Ist  ein  Polygon  einem  Kegelschnitte  umschrieben,  bewegen  sich  die  Ecken 
des  Pol\  fjons,  mit  Ausnahme  einer  derselben,  auf  confocalen  Kegelschnitten, 
so  ist  der  Ort  der  letzten  Ecke  ebenfalls  ein  confocaler  Kegelschnitt." 

Einen  geouieti'ischen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  bei  Hart:  „0« 
geodesic  lines  iraced  on  a  surface  of  the  sfcond  degree.'^  Cambr.  and  Duhl. 
viath.  J.  IV,  193 — 194^^-  iJas  bemerkte  Theorem  wird  dort  als  besonderer 
Fall  eines  allgemeineren  Theorems  aufgefasst.  Bilden  nämlich  geodätische 
Tangenten  an  eine  Krümmungslinie  ein  Polygon  und  bewegen  sich  die  Ecken 
mit  Ausnalmie  einer  derselben  auf  Krtimmungslinien,  so  findet  dieses  auch 
für  die  letzte  Ecke  statt. 

Die  Sätze  von  Graves  und  Mac  Cullagh  in  unwesentlich  verschie- 
denen Formen  hatte  Chasles  einige  Jahre  nach  ihrer  Entdeckung  unabhängig 
gefunden  und  publicirt  nebst  andern  Sätzen  unter  dem  Titel:  ^.Proprütes 
gencraUs  des  ajcs  d'une  seciion  conique^  dont  la  diffh-ence  est  rectifiable''^  (C.  R. 
1843.  XVII,  838 — 844^.  Zur  Geschichte  dieser  Sätze  vergleiche  man 
Chasles:  „Xole  sur  quelques  questions  de  prior Ue  au  sujet  d^un  Memoire  de 
Mr.  Mac  Cullagh"  Liouville  J.  XI,  120 — 123,  1846  und  ^^Rappori  sur  les 
progrls  de  la  geomärie"-,  Paris   1870,    116 — 118. 

Die  Gleichungen  zweier  confocalen  Ellipsen  sind : 

n  -^'-+^^-  =  1 

2)  -,+'-,  =  h 

'  rn/-     rv- 

wo  nOr,  ist.  Es  sei  (g,  r;)  ein  Punct  der  Ellipse  (1)  und  {x,  y)  ein  Punct 

der  Ellipse  2).  Soll  die  Verbindungslinie  dieser  Puncte  die  Ellipse  2)  be- 
rühren, so  ist: 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  2)  giebt  für  x,  y  je 
zwei  Paare  von  Werten,  d.  h.  die  Coordinaten  der  Berühningspuncte  der 
Tangenten,  gelegt  vom  Puncte  (§,  rj)  der  Ellipse  1)  an  die  confocale  Ellipse  2). 
Wegen  der  Gleichungen  1)  und  2)  kann  man  setzen: 

4)  X  =  »j  sin  9c ,  y  =  71  cos  gp. 

5)  g  ==  sla.if)\/m'^-\-p^,  Tj  =  Q,o&'ip\/n'^-\-p'^. 
Die  Gleichung  3)  wird  dann: 


3)  ^  +  ^  =  1. 


6)  smtp^m'ipU  1+'— -fcosg;  cost^  1/  1  +  -^  =  1- 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  durch  Auflösen  nach  sin  95: 


sin^ 


l+^^)«i^^-V^  +  (l+fj«0s2v; 


si^V^l/l+^ 


+-l/>+S--^l/^?+'-^- 
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Setzt  man  in  dieser  Olcichung: 

7)       "Tri':  =  ^.,,  p:^(,  +/';)  ,„.  „,  Ji  =  ,„  „.  ,^  =  ,„  „, 

?n-  u-       \       n^j  n 

so  fo]f!^t,  dass  r/)  einen  der  Werte  am(M^r/.)  hat.  Sind  also  (.»•,,  y,)  und 
(a'2,  y^)  ^^^  Berülirungspuncte,  so  geben  die  Gleichungen  4): 

8)      ^  =  sn  (/<  -I-  «),    '^'■-  =  sn(w— a),    ^'  =  -t'  cn  (m  -}-  o),  ^^  =  //  cn(?<  -a). 
w  /«  m  m 

Die    Coordinatcn  g,  /y  aus    5)   lassen    sich    nach    7)   auf  folgende   Art 
darstellen : 

c\\  ^  dna    n        ,,cnM 

m  ena    m  cna 

Aus  8)  und  9)  findet  man  ohne  Schwierigkeit: 

^1 — i  X    .    V  sna  - 

— — -  =  cn  (u-\-a) dnw, 

m  cna 

2/i — V  i>     /    ■     N  sna  - 

— — ^  =  — k  sn(M+ö) dn^^. 

m  cn« 

Durch  Vertauschung  von  a  mit  — «  erhält  man  hieraus  x^ — |,  iji — i].  Man 
setze  nun: 

so  dass  also  /,  und  ^2  ^^ic  Längen  der  Tangenten  zwischen  dem  Puncte 
(g,  ri)  und  den  Contactpuncten  (x^,  //])  und  (a-2,  j/2)  sind.  Die  obigen  For- 
meln geben : 

10)  -  =  tn  a  dn  w  dn  (u  +  a),      "  =  tn  a  dn  u  dn  {u — a\ 
m  m 

also: 

/1-I-/2  dnadn2M 

11)  -! ^  =  2tna^ — - — ^• 

m  I — Ä-sn^asn-w 

Für  einen  Punct  der  Ellipse  2)  kann  man  also  allgemein  setzen: 

12)  =sn«',    -  =  k  cnw. 
m  m 

Ist  s  der  Bogen  zwischen  den  Puncten  (.rj,  y^)  und  {x^-,  1/2),  so  geben 
die  Gleichungen  8)  und   12): 

s 


d.  i.  nach  §  28: 

s 


dn2  w  dn\ 
m 


=  ^[am(w  +  a)] — Ä'[am(w — a)], 
m 

oder  rechts  £'(am2a)  addirt  und  subtrahirt: 

*  =  £'(am2/7)— J)F  [am  («—«)]  +  £■  (am  2a)— £"  [am  (M  +  a)];. 


550  [Note  IV 

Wendet  man  auf  die  drei  letzten  Terrae  rechts  das  Additionstheorem 
der  ellipti8chen  Integrale  zweiter  Gattung  an,  so  folgt: 

-  =  A'(am2a) — k'^sn2a&n{u — a)sn(?/+a), 
m 

oder: 

s                    ^     2A2  snacnadna      sn'^u — sn^a 
-  =  ^(am  2a) — ~ — - —    :j — ^ — z ^  • 

Die  DiflFerenz  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  führt  auf: 

13)  t±l±«  =  £(„m2a)-2t„.^-^- 

^  m  1 — A-^sn^a 

Nun  ist  auch  nach  dem  Additionstheorem: 

„.      ^  V        ,o     o        r.         2Ä2sn3acnadna 
^(ama)  +  £(ama) — ^(am2ö)  =  k^8n^asn2a  =  — ~ — — — ^ —    • 

Mittelst  dieser  Gleichung  wird  die  Gleichung  13)  einfacher: 

'} — -  =  ^(ama) •> 

2m  cn« 

welche  Gleichung  den  Satz  von  Graves  in  seiner  einfachsten  analytischen 
Form  enthält. 

Der  Satz  von  Mac  Cullagh  lässt  sich  mit  Htilfe  des  vorhergehenden 
Satzes  behandeln;  es  ist  indessen  einfacher  denselben  direct  herzuleiten.  An 
Stelle  der  Gleichungen  1)  und  2)  nehme  man  die  folgenden: 

^-     .     y-     _  1 

•'■5 


J.-±J 

»»2- 

-P' 

'     m2- 

-p1 

15) 

m?- 

=   1, 

m>p>n 

ist. 

Man 

setze 

nun 

/n2 «2 

;     =  k"-.  rß  =  m^  cn2  a-{-yf-  sn^  a. 
Die  Gleichungen  14)  und  15)  lassen  sich  dann  schreiben: 

16)  ~ ^  =  {mk)\ 

'  sn2a      cn^a 

17)  0:2+^  =  m\ 

Ist  (s,  ri)  ein  Punct  der  Hyperbel   16),  so  kann  man  setzen : 

,„,  g  dn?<      1]        ,,ciia 

18)  -  =  sn  a 1      -  =  k 

m  cnw      m  cnw 

Die  Gleichung  17)  ersetze  man  dui'ch: 

CO  v 

19)  ~  =  sn  7V,   -  =  k'cnw. 
m  m 

Legt  man  vom  Puncte  (g,  ;/)  der  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  die 
Ellipse,  so  ist  für  die  Contactpuncte  in  den  Gleichungen  19)  w  durch  fol- 
gende Gleichung  bestimmt: 
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SU  ir  .sn  II  (In  u -f- cn ''  <'n  w  =  cn  w. 
Nach  «5  2ü  fol^t  hieraus  w'-==aj-<^.     Sind  also  (.r|, //|)  und  (.r.M  j/.^)  die  Con- 
tactpunctc,  so  folgt  nach   19): 


20)       —  =  sn  {a + u\    "^  =  sn  {a—u) ; 
in  m 


■h  =  /i'  cn  (n  +  u),     —  =  A'cn  (a—u). 
in  m 


Die  Gleichungen  18)  und  20)  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  9) 
und  8)  durch  gegenseitige  Vertauschung  von  a  und  u,  wobei  das  Zeichen 
von  x-i  zu  ändern  ist.  Haben  ^,  und  f-,  dieselben  Bedeutungen  wie  vorhin, 
so  geben  die  Gleichungen   10)  durch  die  bemerkte  Vertauschung  unmittelbar: 


'  =  dnö  tnMdn(rt-f  m),      " 


21) 


dna  tn?uln(a — u). 
in  m 

Durcli  Subtraction  folgt  hieraus: 

/2 — ^1        2A:2  8nacnadnasn^?< 

m  1 — A-sn^asn^M 

Für  den  Schnittpunct  (.c„,  //o)  der  Hyperbel  mit  der  Ellipse  geben  die 

Gleichungen  16)  und  17): 

22)  'i^  =  sna,       ^  =  Ä'cna. 

m  m 

In  diesem  Falle  ist  in  den  Gleichungen  19)  w  =  a. 

Es  sei  P  der  Punct  (g,  r/),  ferner  Q  der 
Punct  (xq,  j/o)-  ^^^  setze  PTi  =  ^i  und  PT^  =  t^. 
Für  die  Bogen  OJ,  und  QTi,  der  Ellipse  hat 
man  nach  20)  und  22): 


m 
oder: 


r 


dn2/i'  drv, 


m 


-f 


=  /     diXi^iväm, 


—  =  £'[am(a  +  j<)]— ^(ama) 
m 


=  A'  (am  u) — }  E  (am  a)  -\-  ^(am  u) — A'  [am  (m + a)]  { 
=  £'(amM) — A'2snasnMsn(a-f-w). 


m 


=  i:(ama) — ^am(a — ?<)  =  Eisimn) — }^[am(« — r<)]+£'(ami<) — £'(ama){ 


=  ^(am  u) — A  2  sn  a  sn  u  sn  (a — u). 

Aus  der  Diflerenz  dieser  Gleichung  folgt  nach  21): 

QT-i—QT^  =  t.—t^   d.  i.  QT.—OTi  =  PT^—PT^, 

welche  Gleichung  das  Theorem  von  Mac  Cullagh  enthält. 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit 
der  dritte  der  obigen  Sätze  dartun,  welche  Deduction  hier  der  Kürze  halber 
unterbleiben  soll.  Eine  ähnliche  Betrachtungsweise  wie  bei  den  Sätzen  von 
Graves  und  Mac  Cullagh  lässt  sich  auf  eine  Anzahl  von  Sätzen  an- 
wenden, welche  von  Chasles  herrühren  „Z>^  quelques  proprütts  des  arcs 
egaux  de  la  kmniscate."-  (C.  R.  XXI,  199 — 201,  1845.  Rapport  cir.p.  119 — \20), 
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Indem  Cliasles  die  Lemniscate  als  Ort  der  Fusspuuetc  der  Perpendikel 
ansieht,  j2:etallt  vom  Mittelpiinct  einer  gleichseitigen  Hyperbel  auf  ihre  Tan- 
genten, findet  derselbe  das  Resultat,  dass  zweien  Bogen  der  Hyperbel,  deren 
Diflferenz  rectificabel  ist,  zwei  rectificabele  Bogen  der  Lemniscate  entsprechen. 

B.  Die  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids.  Legendrc, 
Catalan,  Plana,  Jacobi,  Lebesgue,  S chlörailch,  Malmsten.  Zur 
Berechnung  der  Obei-fläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  oder  eines  Teiles  der- 
selben, hat  Legendre  in  dem  Abschnitte  ^Determination  de  Vaire  de  Vellip- 
soide^  (Fonct.  eil.  t.  I,  p.  350 — 360^  zwei  verschiedene  Methoden  angewandt, 
welche  später  wiederholt  Gegenstand  mehr  oder  minder  glücklicher  Unter- 
suchungen geworden  sind.  Teils  besondere  Schwierigkeiten,  teils  Verein- 
fachungen, welche  der  Ausdruck  für  die  Obei-fläche  in  Form  eines  Doppel- 
integrals darbietet,  haben  eine  ziemliche  Anzahl  von  Arbeiten  hervorgerufen, 
von  denen  nur  einige  hier  angefühi't  werden  sollen,  Avelche  einiges  Interesse 
darbieten.  Weitere  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  enthalten  aus- 
führlichere Lehrbücher  über  Integralrechnung,  z.  B.  Moigno:  ^,Le(ons  de 
calcul  dißerentiel  et  de  calcul  integral'^ ^  11^  Paris   1844  (p.   274 — 280^. 

Es  sei  a'^h^c.     Legendre  ersetzt  die  Gleichung: 

^  «2  ^  62  ^  C2 

der  Ellipsoidfläche  durch: 

o:  =  a siniö- cos y,  j/  :=  fe sin i9-  sin (p,  z  =  c  cos d^. 
Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

^2 c2  &2 c2 

— ^  -  =  w2,    — — -  =  w2,  p  =z  m'^cos-ffi-{-7i^sin'^% 
so  hängt  die  Bestimmung   der   Ellipsoidfläche  ab  von  dem  Doppelintcgrale : 


=  a»ffs: 


2)  S=ah  I    I    ?>md-\/l—p^m'^&dd-d(p 
und  die  Gesamtobei*fiäche  T  hat  zum  Ausdruck: 

3)  T='^ah  j       j  '  sin d-\/l—psm^¥d ß-d<p. 

Die  Integration  nach  &  lässt  sich  in  6'  und  T  leicht  ausführen;  es  er- 
scheint aber  dann  unter  dem  Integralzeichen  ein  Logarithmus.  Legendre 
entwickelt  deshalb  in  T  den  Ausdruck  |/l — ;)sin2^  nach  Potenzen  von 
/>sin2^.  Die  Integration  nach  &■  lässt  sich  leicht  ausführen.  Ebenso  bietet 
die  folgende  Integration  nach  9-,  von  weitläufigen  Entwickelungen  abgesehen, 
weiter  keine  Schwierigkeiten. 

In  einer  kurzen  Note  ^Sur  la  determitiation  de  l'aire  de  P ellipsoide"-  Bull. 
Belg.  1870,  Ä'A'^,  97^  ist  Catalan  durch  eine  einfache  geometrische  Be- 
trachtung zu  dem  in  2)  enthaltenen  Ausdrucke  von  ,S'  gelangt.  Die  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  werde  durch  zwei  Systeme  von  Curven  in  Vierecke 
zerlegt.  Das  eine  System  besteht  aus  sogenannten  Niveaulinien,  d.  i.  paral- 
lelen Schnitten  der  Fläche  zu  einer  festen  Ebene,  für  welche  im  vorliegen- 
den Falle    die    a'y-Ebene    genommen   ist.     Das   zweite   System    besteht    aus 
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Linien  des  «^'nissten  Fulls,  d.  li.  urtli(»<;unalen  Trajectorien  der  Niveaulinien. 
Für  eine  Niveaulinie  sei  ds,  für  eine  Linie  des  grössten  Falls  sei  dsi  das 
B()*i:enck'mcnt  im  Puncte  (a*,  tj,  2).  Bezeichnet  man  den  Inhalt  des  unend- 
lich kleinen  Rechtecks  zwischen  zwei  Curven  beider  Systeme  durch  dS, 
so  ist: 

4)  di>  =  äs  .  ds^ 

Für  eine  Niveaulinie,  deren  Ebene  der  a-y-Ebeae  parallel  ist,  hat  man 
in   1)  2  Cdustant  zu  nehmen.     Dann  ist: 

oder  auch: 

5)  '|  =  |/i_^_%osr^,    ^=|/l-^-'sin9). 
Diese  Gleichungen  geben 

6)  ds  =  I /  1  —  ^ ^  l/ä2sin2^+62 cös2"^ d (p. 

Für  eine  Linie  des  grössten  Falls  findet  die  Differentialgleichung  statt: 

dx dy 

x_~  y^ 

Da  nun  nach   1)  allgemein: 


xdx     ydy 
«2   "•"  hl 


:dz 


0, 


so  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen: 


zdz 


dx 

X 

«2 


dy 

62 


x^.y^ 
a*'^  b* 


Hieraus  folgt: 


d.  i.  nach  5): 
dsi 


2sin2  9)-j-fe2co829)) 


l/f  1  -  ^)  (a2sin29)+62cos29)) 


Mittelst  der    vorstehenden    Gleichung    und   der   Gleichung   6)    geht  die 
Gleichung  4)  über  in: 


dS  =  dz  d(f' 


z-aV)'^      (       r2N 

— ^  +  ( 1 ^)(a2sin2f/)-|-62cos2  (p). 
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Integrü-t  man  nach  z  und  (p,  setzt  wieder  z  =  ccosß-,  so  erhält  man  die 
Gleichung  2). 

Um  das  Integral  T  in  3)  direct  behandeln  zu  können,  hat  Plana  ein 
sehr  ingenieuses  Mittel  angewandt  in  dem:  „jVi'moirc  stir  rexpression  anaiv tiquc 
de  la  surjace  totale  de  Pelltpsoide,  dont  les  trois  axes  sutit  imgaux ;  et  sur 
r  (Evaluation  de  la  sur  face  dCune  vuute  symctrique  ä  base  rectangulaire,  reiranchee 
daiis  la  moitic  du  mcme  ellipsoide"' ^   Grelle  J.  XVII,   345. 

Statt  des  Integrals  3)  nehme  man  das  folgende,  in  welchem  l  ein  Para- 
meter ist: 

V  =%ah  I  ^   /  '  tsin ß-\/l—pf^sin^& dß-  d(p. 


'ff 


Für  t  =  \  ist  V  =  S.  Dieses  Integral  differentiirt  Plana  nach/,  wodurch 
sich  eine  Differentialgleichung  für  V  ergiebt,  deren  Integration  schliesslich 
für  t  ^\  das  Doppelintegi'al  S  in  Form  einfacher  elliptischer  Integrale 
giebt.  Die  weitere  Ausführung  möge  hier  unterbleiben,  da  ein  ähnliches 
Resultat  mit  einfacheren  Hülfsmitteln  hergeleitet  werden  soll. 

Die  zweite  von  Legend re  angewandte  Methode  besteht  darin,  die 
Ellipsoidtiäche  durch  Krümmungslinien  in  Rechtecke  zu  zerlegen.  Man  kann 
dann  allgemein  einen  bestimmten  Teil  der  Fläche  in  Form  eines  Vierecks, 
begrenzt  dui'ch  je  zwei  Krümmungslinien  beider  Systeme,  durch  elliptische 
Integrale  ausdräcken.  Der  resultirende  Ausdruck  vereinfacht  sich  wesentlich 
wenn  das  Viereck  in  eine  Zone  zwischen  zwei  Krümmungslinien  derselben 
Art  übergeht. 

Bei  den  bisher  erwähnten  und  der  Mehrzahl  der  gebräuchlichen  Me- 
thoden wird  ein  Teil  der  Ellipsoidfläche  durch  ein  Doppelintegral  ausge- 
drückt. Je  nach  der  Begrenzung  bietet  die  Integration  grössere  oder  ge- 
ringere Schwierigkeit.  Man  kann  die  Begrenzung  so  wählen,  dass  eine  Inte- 
gration unmittelbar  sich  leicht  ausführen  lässt.  Es  existirt  eine  Methode, 
den  Punct  einer  Fläche  in  Function  zweier  Vaiiabeln  darzustellen,  indem 
man  die  Neigung  der  Normalen  des  Punctes  zu  einer  festen  Geraden  be- 
betrachtet und  ferner  den  Winkel,  welchen  die  Projection  der  Normalen  auf 
auf  eine  Ebene,  senkrecht  zur  festen  Geraden,  mit  einer  bestimmten  Geraden 
der  Ebene  bildet.  Der  Wert  dieser  Methode  der  Bestimmung  scheint  zuerst 
von  Jacobi  besonders  für  die  Ellipsoidfläche  erkannt  worden  zu  sein.  Eine 
sehr  glückliche  Anwendung  derselben  findet  man  bei  Lebesgue:  „Ar  les 
arcs  ä  differences  reetißables  et  les  zones  ä  differences  planifiables''\  Liouville  J. 
XI,  331 — 335,  1846.  Eine  ergänzende  Note  hierzu  bildet  Lebesgue: 
y^Theoreme   sur   les  ellipso'ides   associes'^ ,  Bordeaux  Mem.  11^  247 — 252,    1861. 

Es  sei  u  der  Winkel,  welchen  die  Normale  im  Puncte  {x,  y,  z)  zur 
Ellipsoidfläche,  repräsentirt  durch  die  Gleichung  1),  mit  der  Axe  der  z  bil- 
det.    Es  ist  dann: 

z 

c2  2  2  (x^      u-\ 

7)       -fcosM=  —  ==.  oder  —  8in2M  =  ( "— -}-f- jcos^i^. 

Nimmt  man  u  constant,    so    ist   durch   die   Gleichungen  1)    und  7)    auf  der 
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Fläche    eine     f'uive    bestimmt,    liinj^s    welcher  die  [Normale    mit    der    Axe 

der  z  denselben    Winkel  u  bildet.     Setzt    man  den  Wert  von  z"^  aus  1)  in 
die  Gleichung  7),  so  folgt: 


:-    cos'  M, 
\       a*      0-/   c-         \a^ 

oder: 

/  1       tang2  ,A  .1-2  ^  /  1       i^n^y       ^.^^ 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Projection  der  bemerkten  Curve  auf  die  Ebene 
der  X  und  y  bestimmt,  welche  Projection  eine  Ellipse  ist.  Bezeichnet  man 
den  Inhalt  dieser  Ellipse  durch  o,  so  ist: 

9)  6  =  7cah 


1  .  *1^Y^  4-*?^ 

Man  projicire  die  beiden  Curven  der  Fläche,  längs  welchen  die  Nor- 
malen mit  der  Axe  der  z  immer  dieselben  Winkel  ii  und  M-j-rfw  bilden, 
auf  die  .ry-Ebene.  Die  Inhal  tsditferenz  der  beiden  Ellipsen  ist  dann  do. 
Bezeichnet  man  durch  dC  den  Inhalt  des  Flächenstreifens ,  begrenzt  durch 
die  beiden  erwähnten  Curven,  so  ist: 

COSM 

oder: 


10)  C  = 


Man  rechne  u  von  dem  Puncte  an,  für  welchen  C  verschwindet,  d.  i. 
dem  Endpuncte  der  z-Axe.  Durch  C  werde  der  Inhalt  des  Flächenstücks 
(eine  Art  ellipsoidischer  Calotte)  bezeichnet,  welchen  eine  Curve  begrenzt, 
längs  welcher  die  Normalen  mit  der  z-Axe  denselben  Winkel  /  bilden. 
Die  Gleichung  10)  giebt  dann: 


du  cos  II 

'0 


Durch  partielle  Integi'ation  folgt: 


I         cos  M  / 

"y        y  ^'ösiuM 
U  ja         j        C082  u 


11)  G=[~^\—   I      ^^^^du. 


Nun  ist  identisch: 


^  .-,2,.  ^  *S'" 


ts  u 
sinw  cos;<  rf  l     du  c        du    c- 

C082  u~     2    du^^~  2  |/l-ftg2M  ~  2  I  / 1       ^ 


C'         c- 
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In  die  Gleichung;  11)  suhstituire  man  für  ö  den  Ausdruck  aus  9),  wo 
dann  im  Torme  ausserhalb  des  Integralzeichens  u  ==  0  und  m  =  /  zu  setzen 
ist.     Man  findet  so: 


C 

jtab 


tgiy 
C2 


1  .   *1^ 


/e 


+ 


C2  J\b'^  ■*■ 


c- 


tg^M      tg2M 


n     tg2w\n     t^N/£    t_g2M\ 


Setzt  man  im  Integrale  rechts  ^^-^  =  t,  so  ist  einfacher : 

c2 


tg2y 


12) 


j,  .  tgSy 
02"^     C2 


jtabc 


{H1 


C2  /  v*^     <^ 


«2 


+ 


^rfi 


Von  dieser  Gleichung  lässt  sich  nach  Lebesgue  folgende  geometrische 
Anwendung  machen.  Es  seien  A  und  B  Areale  der  Ellipsoidfläche ,  be- 
grenzt durch  Curven,  längs  welchen  die  Normalen  mit  den  Axen  der  x  und 
y  respective  die  Winkel  a  und  ^  bilden.  Es  folgt  dann  A  aus  C  in  12) 
durch  Vertauschung  von  /  mit  a  und  von  c  mit  «,  ebenso  ergiebt  sich  B 
durch  Vertauschung  von  /  mit  ^  und  c  mit  b.     Nimmt  man  nun 

tga_tg^^tg7^1^ 

a  h  c        m 

-B  die  Integrale  heraus, 


13) 


so  fallen    in   den  Differenzen  B — C,  C — A  uqd  A- 
man  findet  dann  einfach,  wenn 

üiabc 


m^ 


«2     m^Ab^  '  m 


=  M 


ni' 


gesetzt  wird: 

Diese  Gleichungen  geben  noch: 
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Finden  die  Oleicliungen  13)  statt,  so  zeigen  die  Gleicliungen  14),  dass 
die  Inlialtsdifterenzen  zweier  ellipsoidiscber  Calotten  nach  einem  vielleicht 
etwas  obertlächliclien  .Spracli.ü;ehranche  coniphinabel  sind,  wodurch  nur  die 
Abwesenheit  elliptischer  lnte<^rale  uusfjedrückt  wird.  Das  in  der  Gleichung 
12)  vorkommende  Integral  lässt  sich  leicht  auf  elliptische  Integi'ale  redu- 
ciren.     Man  setze: 

1 

15) 


"■'■  i/e.-){.;.-)(i. 

) 

he  man  die  Substitution: 

/sin2y       1\     1 
'  ~  \  b"^        a2Jco82v' 

(                                                 ^       ^ 

1        1 

1    _  /sin->       1\     1         c2~^/2_ 
tfi-  ~  \    ^2        a2ycos2«jp'   1       1  ~     ' 

Iß         «2 
1           1 
C2        02 

b          .          c            k'sinrv 

und  setze: 


16) 


Die  Gleichung  15)  wird  dann: 


=  k'\ 


1        1 


__j^  r^      dv         /in  r<p dv^ 


k'^sm^v 


Da  nach   16): 


so  findet  man: 


17)         J  =  [tgr/.  J(f^)_tg«>  J(«;)— Ä'(y)  +  ^(w)]|/i— ^ 

-j^~~{F{cp)-F{,v)\ 

a  y  a- — c2 

Für  die  Berechnung  der  Flächenräume  A^  B,  C,  wobei  die  Relation  13) 

nicht  angenommen  werden  soll,  hat  man  in  16)  und  17): 

/'sin2  gp       1  \     1 

einer  der  Quantitäten : 


^2        a'^J  cos^g) 
tang2a    tang2|3    tang2y 


gleicli  zu  setzen.     Nimmt  man  z.  B. 


62 
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tg2ß       /sin^^) 


a2        V  62         aVcos^cp 
und  setzt  A  =5(<p),  so  ist: 


18) 


/"(?)) — Z'  (fr)      sin  ^  cos  gp 
"•  ^2  c2J(^r' 


Für  ^=  ^    ist    ^*>  (  r )    die    lialbe    Ellipsoidfiäche.      Da    der    Ausdruck 

für  S{(f)  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  enthält,  so  lassen 
sich  aus  demselben  mit  Leichtigkeit  durch  Anwendung  der  Additionstlieoreme 
Relationen  zwischen  ellipsoidischen  Cakitten  für  dieselbe  Hauptaxe  her- 
stellen.    Ist : 

so  giebt  die  Gleichung  18)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  16): 


SW+5W-S(a),  /  1        1  ^  [,„,^^„,_^,„,)j/  1    _  1 


:jTabc  V    c-      a}  \  c-      a^ 

sin  ö  cos  ö      singpcosgo      sin  ip  cos?/; 


F{rv)  .  /l        1\    .         .         .  1 


A{ö)  A{(p)  A{xp)    J 

Das  Theorem  von  Lebesque.  enthalten  in  den  Gleiclmngen  13)  und 
14),  ist  lange  nachher  Gegenstand  ähnliclier  Untersuchungen  geworden, 
Avoräber  folgende  Abhandlungen  zu  vergleichen  sind:  0.  Schlömilch:  y^Ueber 
die  Complajiation  der  cenirischeii  Flächeii  ziveiier  Ordnung!^^  Leipz.  Bei'.  1862, 
Schlömilch  Z.  VIII,  1  —  12,  1863.  LiouviUe  J.  (z)  VIII,  89—98,  und  ,,Ueber 
die  stereometrischen  Analoga  zum  Fagnano'schen  Satze",  Leipz.  Ber.  XXIII,  13, 
Schlömilch  Z.  XVII,  bb — 69,  1872,  und  Malmsten:  „Ceber  den  Fagnano'- 
schen  Satz  auf  dem  Ellipsoid."  Schlömilch  Z.    VIII  306 — 309,   1863. 

Die  sämtlichen  Abhandlungen  beti'achten  die  gefundenen  Resultate  als 
eine  stereometrische  Erweiterung  des  Satzes  von  Fagnano,  eine  Anschau- 
ungsweise, die  wohl  nicht  ganz  zu  rechtfertigen  ist.  Der  Begriff  eines 
Flächenraums  hängt  wesentlich  von  der  Begrenzung  ab  und  kann  insofern 
ganz  willkürlich  gedeutet  werden.  Die  Bogenlänge  zwischen  zwei  Puncten 
hat  einen  ganz  bestimmten  Sinn.  Der  Satz  von  Fagnano  kann  nur  auf 
eine  Art  auf  Flächen  übertragen  werden,  indem  man  Curven  auf  einer  Fläche 
analog  wie  in  der  Ebene  definirt.  wenn  an  Stelle  von  geraden  Linien  auf 
der  Fläche  geodätische  Linien  treten. 

Eine  Verallgemeinerung  des  Fagnano'schen  Satzes  enthält  die  Note 
von  P.  P  a  c  i :  „Sopra  im  applicazione  geometrica  della  teoria  delle  funzioni 
ellittiche",  Battaglini  G.  XII,  93 — 96,  1874,  und  Azzarelli:  „Sul  teorema 
di  Fagnatio  per  ognuna  delle  curve  coniche".  All.  Acc.  N.  Line.  XXIV,  336 — 
358.    1871. 
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Note  V. 

Litterarische  Notizen  über  neuere  geometrische  Anwendungen  der  elliptischen 

Functionen. 

Die  Aoluiliclikeit  des  Additionstheorems  der  elliptiselicn  Functionen 
1.  Gattung  mit  der  Fundamentalformel  der  spliärischen  Trij^onometrie  liat 
zu  zalilreiclien  Anwendungen  der  Theorie  der  clliptisclien  Functionen  auf 
die  Spliärik  gefülirt.  Nacli  3)  §  25  (S.  183)  und  ^  26  Gleichung  30)  (S.  198)  war 

\    cos  ö  =  cos  (p  cos  \f) — sin  9)  sin  ^  J  ö, 

wenn  9-=  am?/,  if)=^amv,  ö  =  ani(//  +  y).  Setzen  wir  — v  für  v  und 
^  =  am  (m — y),  so  erhalten  Avir 

2)  I  F{cp)-F{n>)  =  FiH 

I       cost9- =  cos9)C08i^+sin9psin?/;J(9-. 

Sind  aber  9?,  ip,  {)•  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und  O  der  der 
Seite  ^  gegenüberliegende  Winkel,  so  lautet  die  Fundamentalformel  der 
sphärischen  Trigonometrie 

3)  cos^9- =  cos9)Cost^  +  sin9)sini/;cos  ö. 
Diese  Formel  stimmt  mit  der  zweiten  2)  überein,  wenn 

cos  0  =  /j,9-  =  l/l— yt2  sin2ö- 
oder  wenn  der  Modul 

sin6> 
simy- 
also  gleich  dem  constanten  Verhältnis  des  Sinus  eines  Winkels  des  sphäri- 
schen Dreiecks  zum  Sinus  der  gegenüberliegenden  Seite  ist.  Dadurch  er- 
giebt  sicli  ein  inniger  Zusammenhang  zwischen  den  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  und  einer  Reihe  von  Formeln  aus  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen. 

Die  Aehnlichkeit  der  zweiten  Formel  2)  mit  der  Formel  3)  wurde  zu- 
erst von  Lagrange  (Theorie  des  foficlions  §  81  u.  82^  bemerkt.  Der  Zu- 
sammenhang der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Trigonometrie 
wird  eingehend  entwickelt  in  dem  öfter  genannten  Ijchrbuche  von  Durege: 
^^Thcorie  der  eUiplischcji  Functionen^'' ^  Abseht.  VIII ;  ferner  in  den  Abhand- 
lungen von  Kleiber:  ^^ Ableitung  eines  Systems  von  Formeln  für  die  ellipti- 
scheii  Functioneti  und  ihr  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Trigonometrie'"'' , 
Pr.  Königsberg  1880  «.  1881,  J.  W.  L.  Glaisher:  „(9«  the  comtexion  between 
elliptic  functions  and  spherical  irigonometry^\  Quart.  J.  XVII,  353 — 364,  1881, 
E.  M eissei:  ^Beiträge  zur  Sphärik",  Clebsch  Ann.  XVI,  52g — 532,  1880, 
und  K.  H.  Schellbach:  ^,Eine  geometrische  Darstellung  der  Landen  sehen 
Substitution'',   Grelle  J.  XCI,   347—348,    1881. 

In  Note  III  haben  wir  die  älteren  Arbeiten  über  geometrische  Dar- 
stellung   elliptischer   Integi-ale    kennen   gelernt.      Das   allgemeine    Problem: 


560  [Note  V 

„Die  Oleiclump:  einer  Cuvve  anzug:oben,  für  welche  die  Reetificatiou  des 
Bogrens  auf  ein  gegebenes  algebraisclies  Integral  führt",  erfuhr  seine  prin- 
cipielle  Behandlung  erst  in  den  schönen  Arbeiten  von  J.  A.  Serret  (Liou- 
ville  /.  A'  u.  XI).  Hier  wurde  folgender  Gedanke  ausgeführt:  man  zerlege 
das  Quadrat  des  gegebenen  Bogenelementes 

d.^''-  =  {f{z)dz)\ 

wo  f{z)  eine  algebraische  Function  von  z  ist,  in  das  Vroiuct  (dx  -^  idy)(dx — idy), 
wo  x  und  y  rechtwinklige  Coordinaten  der  gesuchten  Curve  sind;  gelingt 
es  dann,  unter  der  Annahme,  dass  z  von  der  Form  e^^  ist,  auch  die  rechte 
Seite  in  zwei  J^actoren  zu  zerlegen,  welche  durch  Vertauschung  von  /  mit 
— i  ineinander  übergehen,  so  setze  man  dx-\-idy  gleich  einem  derselben, 
dann  ist  x  und  y  bezw.  reeller  und  imaginärer  Teil  des  betreffenden  Inte- 
grals, und  die  Coordinaten  der  gesuchten  Curve  sind  auf  diese  Weise  als 
Functionen  eines  Parameters  dargestellt.  Eine  Zusammenstellung  der  nach 
dieser  Methode  gewonnenen  Resultate  enthält  eine  Abhandlung  von  Allegret: 
„3/ernoire  sur  la  representation  des  trafiscendajites  par  des  ai'cs  de  coiirbes'^, 
Ann.  de  VEc.  Norm  (2)  II,   14g — 200,   1873. 

Im  Vorigen  sahen  wir,  dass  das  Problem:  „Alle  Curven  zu  finden, 
deren  Bogen  sich,  wie  die  der  Lemniscate,  durch  ein  elliptisches  Integral 
1.  Gattung  ausdrücken  lassen,  welche  also  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sie 
addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  und  dividirt  werden  können",  vielfach  das 
Interesse  der  Mathematiker  erregt  hat.  Legend re  (Traue  d.  f.  eil.  II,  590^ 
fand  eine  Curve  sechster  Ordnung,  deren  Bogen  sich  als  Summe  eines  el- 
liptischen und  eines  A  b  e  l'schen  Integrals  erster  Gattung  darstellen  liess. 
Gudermann  und  Roberts  fanden  eine  Gattung  sphärischer  Kegelschnitte, 
welche  die  im  Problem  geforderte  Eigenschaft  besassen.  Des  Ersteren  Ar- 
beiten sind  nicht  veröffentlicht,  die  des  Letzteren  finden  sich  in  Liouvüle  J. 
(2)  IX,  155,  X,  297,  VIII,  263.  Serret  wies  (Imwille /.  (2)  X,  256 — 295J 
nach,  dass  die  Anzahl  solcher  Curven  schon  in  der  Ebene  eine  unendliche 
sei.  Zu  einer  Verallgemeinerung  der  von  ihm  gefundenen  Curven  gelangt 
L.  Kiepert  (nDe  curvis  quarum  arciis  integralibus  elUpticis  primi  gener is 
exprimuniur''\  Diss.  Berlin  1870,  und  y^Ueber  Curven.^  deren  Bogen  ein  ellip- 
tisches Integral  erster  Gattwig  ist^',  Grelle  J.  LXXIX,  304 — 323,  1875,  und 
Freib.  Ber.  VII,  i  — 17,  1876^),  indem  er  specielle  Fälle  derjenigen  Form 
untersucht,  in  der  Weierstrass  alte  doppeltperiodischen  Functionen  durch 
die  ö-Function  darstellt.  In  einer  späteren  Arbeit:  ,,Ueber  eine  geometrische 
Atiwendung  der  complexen  Multiplication  der  elliptischeti  Functionen''^  Cr  eile  J. 
LXXIV,  305 — 314,  1872,  behandelt  Kiepert  die  Teilung  des  Bogens  der 
Curve  r'^=cos399  in  6(/-}-l  gleiche  Teile.  Durch  Anwendung  der  com- 
plexen Multiplication  wird  nämlich  der  Grad  der  aufzulösenden  algebraischen 
Gleichung  hier  ebenso,  wie  bei  der  Teilung  der  Lemniscate,  wesentlich  er- 
niedrigt. Die  Kiepert'schen  Curven  wurden  nach  einer  eigentümlichen 
Methode  der  Deformation  der  Kegelschnitte  behandelt  von  K.  Schwering: 
„  Ueber  eine  Art  Curven,  deren  Bogen  durch  ein  elliptisches  oder  hyperelliptisches 
Integral  erster  Gattung  ausgedrückt  wird"-,  Schlömilch  Z.  XXV,  25 — 41,  234 — 
243,  1880.  Die  Teilung  des  Lemniscatenbogens  und  der  Curve  r^  =  00889) 
ist  auch  Gegenstand  der  Abhandlung  von  P.  Paci:  „Sopra  alcune  appli- 
cazioni  geometriche  delle  funzioni  ellittiche^ ,  Battaglini  G.  XII,  97 — 109,   1874. 
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K.  Schwering  („Bemerhing  zu  der  Curve    -  ■\-~  =.\",  Schlömilch  Z.  XXIy 

133,  1876^  zeigte,  dass  auch  die  Sectoren  der  im  Titel  genannten  Curve 
in  gleicher  Weise  verglichen  werden  können,  wie  die  Bogen  des  Kreises 
und  der  Lemniskate  nach  Gauss,  und  in  der  Abhandlung:  „Die  ParalUl- 
curve  der  Ellipse  als  Curve  vom  Range  Eitis^  unter  Anivendiing  eines  neuen 
Liniencoordinalensystems'%  Pr.  Brilon  1878,  wies  derselbe  nach,  dass  die 
Liniencoordinaten  und  die  Punctcodrdinaten  der  Parallelcurve  der  Ellipse, 
welche  vierter  Klasse  und  achten  Grades  ist,  sich  durch  elliptische  Func- 
tionen eines  Paraiueters  ausdrücken  lassen. 

Eine  eigentümliche  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  Curven 
vierten  Grades  gelang  Y.  Villarceau:  „Origine  geomilrique  et  representation 
giometrique  des  fonctions  elliptiques,  abeliennes  et  de  transcendantes  d'ordres 
superieurs",  Liouville  J.  (t,J  JV,  305 — 314,  1878.  Er  fasst  nämlich  das 
Argument  (z.  li.  beim  Kreise)  nicht  als  Quotient  aus  Bogen  und  Radius, 
sondern  als  Quotient  aus  dem  doppelten  Sector,  dividirt  durch  das  Quadrat 
des  Radius  auf.     Dieses  Argument  nennt  er  „argument  areolaire". 

Die  bereits  im  Früheren  erwähnte  elastische  Curve  ist  Gegenstand 
der  Arbeiten  von  A.  G.  Greenhill:  „Grap/iical  representation  of  the  Elliptic 
functions  by  means  of  a  bent  elastic  beanV\  Messenger  (2)  V^  180 — 182,  1876 
und  VI,  182 — 188,  1876,  C.  Bender:  „Ueber  einige  Beziehungen  der  elasti- 
schen Curve  zu  den  elliptischen  Functionen,  speciell  zu  dem  elliptischen  Bogen'', 
Grüner  t  Ar  eh.  LX,  117 — 124,  Bair.  Bl.  178 — 183,  1877,  und  Halphen: 
„Sur  une  courbe  elastique",  J.  de  l'Ec.  Polyt.   LIV,    183 — 250,    1885. 

Der  Bogen  des  Carte sischen  Foliums  wird  durch  P^Uipsenbogen 
dargestellt  von  S.  Roberts:  y,Note  on  the  expression  of  the  length  of  the 
arc  of  a  cartesian  by  elliptic  functions'-^  Proc.  of  Lotid.  M.  S.  V,  Ö  —  9,  1874, 
und  von  G.  Darboux:  „Sur  la  rectification  des  ovales  de  Descartes"^  C.  R. 
LXXXVII,  595 — 597,  1878.  Schon  früher  hatte  S.  Roberts  (Liouville  f. 
XI,  194,  i850y/  gefunden,  dass  sich  die  Difierenz  zwischen  zwei  Bogen  eines 
Cartesischen  Ovals  durch  einen  Ellipsenbogen  ausdrücken  lässt,  und  Genocchi 
(Tortolini  Annf  dass  der  Bogen  eines  Cartesischen  Ovals  gleich  der  Summe 
von  drei  Ellipsenbogen  ist.  Beide  Sätze  sind  specielle  Fälle  eines  all- 
gemeinen Satzes ,  der  den  Bogen  einer  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung 
als  Summe  von  vier  Integralen  ausdrückt,  deren  jedes  durch  elliptische 
Integrale  darstellbar  ist.  Diesen  Satz  enthält  eine  Abhandlung  von  J.  Casey 
über  die  Rectification  der  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung:  „On  a  new 
form  of  tangetitial  eqtiations",  Phil.  Trans.  CLXVIf  367 — 440;  Proc.  of 
Lofidon  XXV,  564 — 565,  1877,  mit  einem  Zusatz  von  A.  Cayley:  „On 
the  bicircular  quartic.  Addition  to  the  fvregoing  memoir''\  Phil.  Trans.  CLXVIl, 
441 — 465,  Proc.  of  London  XXV,  565 — 566. 

Höhere  ebene  Curven  werden  ausserdem  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  behandelt  von  II.  Hart:  „On  the  cassinian^\  Messenger  (2J  VI, 
169 — 172,  1877,  G.  Halphen:  „Probleme  concernant  les  courbes  planes  du 
troisihne  ordre''-,  S.  AI.  F.  Bull.  IX,  96 — 112,  1881,  Ch.  Her  mite:  „Extrait 
d'une  lettre  ä  M.  Fuchs'\  Crelle  f.  LXXXII,  343—347,  1879,  ^^'O  die  In- 
tlexionspuncte  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  bestimmt  werden.  Dass 
die  Flexionen  einer  Cui-ve  dritter  und  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
puncten    mit  der  Dreiteilung   der   elliptischen   Functionen   zusammenhängen, 

Euneper,  elUpt.  Functiouen.     2.  Aufl.  36 
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zeigte  schon  früher  F.  Brioschi:  „Xdü2  sulla  equazione  che  da  i  punii  di 
flesso  di  curve  ellHiichc'',  Rttid.  hl.  Lomb.  (2)  11^  i86g.  Longschamps: 
„Sur  la  reciificaiion  de  la  irisectrice  de  Maclaurin  au  f/ioj'en  des  inlegrales  el- 
Uptiques''\  C.  R.  CIV.,  676 — 678,  und  „Rechfication  des  cuhiques  circulaires 
iinicursaks  droites  au  moyen  des  integrales  ellipiiques''\  C.  R.  CIV,  964 — 966, 
1887.  Eine  besondere  Gattung  Rollcurven  werden  betrachtet  von  J.  Lieb  lein: 
„Lieber  den  Zusammenhang  verschiedener  Transformationsformeln  für  elliptische 
Integrale  mit  einem  Problem  der  Geometrie",  Prag.  Abh.  (bj  III.,  1  — 14,  1870, 
und  K.  Schwering:  ^feber  eine  Gattung  transcendenter  Curven,  welche  ge- 
schlossen sind'\  Schlomilch  Z.  XX,   457 — 467,    1875. 

A ronhold  war  der  Erste,  welcher  vermittelst  einer  eleganten  Para- 
nieterdar Stellung  für  die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  die  elliptischen 
Integrale  für  die  Theorie  dieser  Curven  verwertete  (Berl.  Monatsber.  v. 
25.  April  1861^.  Ist  nämlich  f  die  gegebene  Function  dritter  Ordnung  von 
a'i,  0^2,  'T3,  und  setzt  man 

80  drückt  Aronhold  die  Coordinaten  eines  Punctes  ?/  auf /"(j/^)  =  0  durch 
die  Parameter  x,  X  des  Büschels 

7cf{x^y)-lÄ{x^-y)  =  ^ 
aus,  während  zugleich  ;r  auf  der  Curve  liegt,  also  /"(x^)  =  0.  Anknüpfend 
an  die  Parameterdarstellung  von  Aronhold  zeigte  nun  Clebsch  in  dem 
Aufsatze :  „  Ueber  diejetiigen  Curven,  deren  Coordinaten  sich  als  elliptische  Func- 
tionen eines  Parameters  darstellen  lassen'\  Grelle  f.  LXIV,  210,  dass  die 
Coordinaten  der  Curven  n*^"^  Ordnung  mit  -\n{n — 3)  Doppel-  oder  Rück- 
kehrpuncten  sich  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  darstellen 
lassen.  Für  die  Curven  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunct  gilt  dasselbe; 
vgl.  Clebsch:  .^^ Ueber  einen  Satz  von  Steiner  und  einige  Puncte  der  Theorie 
der  Curven  dritter  Ordnung^'-,  Grelle  f.  LXIII,  94.  Diese  Curven  sind  ein- 
gehend behandelt  von  A.  Harnack:  „Ueber  die  Verivertung  der  elliptischen 
Functionen  für  die  Geometrie  der  Curven  dritten  Grades",  Clebsch  Ann.  IX, 
I — 54,  1876.  Das  schon  oben  erwähnte  Werk  von  K.  Bobek:  ^.Einleitung 
in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen".,  Leipzig  1884,  enthält  im  Anhang 
(S.  238—274^  eine  „Anwendung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
auf  Cui'ven  w*^""  Ordnung  mit    ^n(M — 3)  Doppelpuncten". 

Nach  der  Methode  von  Clebsch  werden  die  elliptischen  Functionen 
für  die  Theorie  der  Curven  verwertet  in  den  Arbeiten  von  G.  Humbert: 
„6'«r  les  courbes  de  Clebsch.,  dont  les  coordonnees  s^ exprimetit  en  fonctions  ellip- 
tiques'\  S.  M.  F.  Bull.  IX,  166—172,  1881,  M.  Marie:  ^Sur  les  deu.x 
theorhnes  de  M.  Clebsch  relatifs  aux  courbes  quarrables  par  les  fonctions  el- 
liptiques  ou  par  les  fonctions  circulaires''\  C.  R.  LXXXIV,  227 — 229,  1877, 
A.  Hurwitz:  „Ueber  die  Atiwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  Probleme 
der  GeometnV\  Clebsch  Ann.  XIX,  56 — 66,  1881,  L.  Heinze:  „Beiträge 
zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  elliptischen  Functionen  auf  die  Theorie  der 
Wendepuncte  einer  Cui've  dritter  Ordnung'-'',  Grunert  Arch.  LXX,  1 — 29,  1883, 
Picquet:  „Application  de  la  reprSsentation  des  courbes  du  troisihme  degre  ä 
Vaide  des  fonctions  elliptiques'-\  f.  de  VEc.  Polyt.  eh.  LIV,  31  —  lOO,   1885. 

Eine  sehr  interessante  Anwendung  haben    die    elliptischen  Functionen 
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gefunden  auf  das  Problem  der  Elementargeometrie:  „Die  Relation  zwischen 
der  Distanz  der  Mittelpuncte  und  den  Radien  zweier  Kreise  zu  finden,  von 
denen  der  eine  einem  unregelmässigen  Polygon  eingeschrieben,  der  andere 
demselben  umgesclirieben  ist."  Für  die  einfachsten  Polygone  war  dieses 
Problem  bereits  von  Euler,  Steiner  und  Nicolaus  Fuss  gelöst  worden. 
Die  allgemeine  Lösung  aber  gelang  erst  Jacobi  („Ueher  die  Anwendung  der 
elliptischen  Transcendenten  auf  ein  bekannles  Problem  der  Elementar geometrie'* , 
Grelle  J.  III,  376 — 38g,  Ges.  Werke  I,  277 — 293/  Richelot  stellte  die 
von  Jacobi  mit  Hülfe  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gefundenen 
Relationen  in  ihrer  einfachsten  Form  dar  und  gab  die  Bedingungsgleichungen 
für  die  analoge  Construction  auf  der  Kugeloberfläche  („Anwendung  der  ellip- 
tischen Transcendenten  auf  die  sphärischen  Polygone,  welche  zugleich  einem 
kleinen  Kreise  der  Kugel  eingeschrieben  und  einem  andern  umgeschrieben  sind", 
Grelle  J.  V,  250 — 267,  und  „Ueber  die  Anwendung  einiger  Formeln  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  auf  ein  bekanntes  Problem  der  Geometrie''^., 
Grelle  J.  XXXVIII,  353 — 373^.  Rosanes  und  Pasch  („Ueber  das  einem 
Kegelschnitt  umgeschriebene  und  einem  andern  eingeschriebene  Polygon",  Grelle 
J.  LXIV)  dehnten  die  Jacobi'schen  Betrachtungen  auf  ein  System  zweier 
Kegelschnitte  aus  und  bewiesen  direct  den  Poncelet'schen  Satz:  „Wenn 
irgend  ein  Vieleck  zu  gleicher  Zeit  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  und 
einem  andern  umgeschrieben  ist,  so  giebt  es  eine  unendliche  Anzahl  ähn- 
licher Vielecke,  welche  dieselbe  Eigenschaft  in  Bezug  auf  beide  Curven  be- 
sitzen". Im  Anhange  zu  Poncelet's  „Applications  d^atialyse  et  de  geometrie", 
unter  dem  Titel :  „Recherches  analytiques  sur  les  polygones  simultane nmti  inscrits 
et  circonscrits  ä  deux  coniques'\  P-  535  •^?->  löst  Moutard  das  Problem  unter 
Einführung  von  Q-  und  ^-Functionen.  Dasselbe  sogen.  Schliessungs- 
problem behandelten  ferner:  A.  Cayley  (Phil.  Mag.  F/,  99  sq.  und  376  sq.), 
H.  Leante:  „Sur  quelques  applications  aux  courbes  du  second  degri  du  theor^me 
d'Abel,  relatif  aux  fonctions  elliptiques" ,  G.  R.  LXXIX,  93 — 96,  602 — 606, 
1874,  M.  Simon  in  der  Dissertation:  „De  relationibus  ititer  constantes  duarum 
linearum  secundi  ordinis,  ut  sit  polygonum  alteri  inscriptum  circumscriptum  alteri", 
Berlin  1867,  und  in  der  schon  oben  (S.  499)  erwähnten  Abhandlung, 
W.  K.  Clifford:  „On  the  Irans formation  of  elliptic  ftmctions'-\  Proc.  L.  M. 
Soc.  VII,  29 — 38,  225 — 233,  1876,  S.  Gundelfinger:  „Ueber  das  Schlies- 
sungsproble?n  bei  zivei  Kegelschnitten".,  Grelle  J.  LX XXIII,  171  — 174,  1877, 
G.  Darboux:  „Sur  les  polygones  inscrits  ä  une  conique  et  circonscrits  ä  wie 
autre  conique^\  G.  R.  XG,  85 — 87,  1880,  L.  J.  Rogers:  „Note  on  the  porism 
0/  the  inscribed  and  circumscribed polygon".,  Lond.  M.  S.  Proc.  XVI,  306 — 311, 
1885,  G.  Kunz:  „lieber  Vielecke,  welche  einem  Kreise  eingeschrieben  und  eitlem 
anderen  zugleich  umgeschrieben  sind"',  Pr.  Zwickau,   1888. 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Räumen rven  enthalten 
folgende  Aufsätze:  L.  Geisenheimer:  „Ueber  sphärische  Kegelschnitte'''',  Jena 
1869;  A.  Enneper:  „Ueber  einige  Amvendungen  der  elliptischen  Functionen  auf 
sphärische  Kegelschnitte'-',  Schlömilch  Z.  XXII,  244 — 257,  1877;  G.  Darboux: 
„Memoire  sur  une  classe  de  courbes  et  de  surfaces'"'',  G.  R.  LXVIII,  131 1  — 131 3» 
1869;  R.  Hoppe:  „Geometrische  Anwendung  der  Addition  elliptischer  Inte- 
grale'-', Grüner  t  Ar  eh.  LXIV,  274 — 295,  1879/  H.  Leaut6:  „Representation 
des  fonctions  elliptiques  de  premiire  esphe  ä  Vaide  des  biquadratiques  gäuches'''', 
G.  R.  LXXXII,  527 — 529,    1876,  und   „Etudes  gtometriques  sur  les  fonctions 
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elliptiqius  de  premüre  esphe'-\  J.  de  l'Ec.  Polyt.  cah.  LXVI,  65 — 99,  1879/ 
H.  A.  Schwarz:  ^Jiestimmung  der  scheinbaren  Grösse  eines  EUipsoids  für 
einen  beliebigen  Piinct  des  Raumes'-^   Gott.  A^achr.   39 — 50,    1883. 

Der  Bogen  der  einen  Scluiar  von  Krümmungslinien  auf  dem  El- 
lipsoid  ist  durch  elliptische  Functionen  jiusdrückbar.  Man  vergleiclie  darüber 
M.  Roberts:  „6'«/'  ies  ligncs  de  courbure  d^tin  eUipsoide''\  Brioschi  Ann.  (2) 
III,  294 — 308,  1869.  Die  Integration  der  Euler'schen  Difterentialgleichung 
durch  Betrachtung  der  Krümmungslinien  auf  dem  Hyperboloid  wird  bewirkt 
von  Floquet:  ^Integration  de  Vequation  d^ Euler  par  les  lignes  de  courbure 
de  rhyperboloide  riglt\  Nouv.  Ann.  (2)  XIV,  120 — 128,  1875,  und  Escary: 
^^Remarque  sur  la  Note  de  M.  Floquet  relative  ä  l' ifitegration  de  Pequatiofi 
d' Euler"-,  Nouv.  Ann.  (2)  XV,  61 — 63,  1876.  Die  analytische  Bestimmung 
derjenigen  Flächen,  deren  eine  Krümmungsmittelpunctsfläche  eine  Kegelfläche 
zweiten  Grades  ist,  geschieht  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  in  der 
bedeutenden  Arbeit  von  Enncper:  ,,Untersuchunge7i  über  die  Flächen  mit 
platten  und  sphärischen  Krümmungslinieti'-\  Gott.  Abh.  XXIII  u.  XXVI,  1880. 
Vgl.  auch  G.  Darboux:  „Sur  la  sur  face  des  centres  de  courbure  de  Vellipsoide 
et  sur  les  coordonnees  elliptiques^'' ,  Darboux  Bull.  III,    122 — 128,    1872. 

Das  Problem  der  Bestimmung  der  kürzesten  Linien  auf  dem  El- 
lipsoid  kann  als  ein  Problem  der  Mechanik  aufgefasst  und,  wie  Jacobi 
(Vorlesungen  über  Dynamik, p.  ib"])  gezeigt  hat,  durch  die  J  a  c  0  b  i-Hami It  on'- 
sche  Theorie  der  Difierentialgleichungen  gelöst  werden.  Die  Lösung  führt 
nämlich  auf  dieselben  Difierentialgleichungen,  welche  für  die  Bewegung 
eines  materiellen  Punctes  von  der  Masse  Eins  gelten,  der  sich,  ohne  dass 
weitere  Kräfte  auf  ihn  wirken,  infolge  einer  gewissen  Anfangsgeschwindigkeit 
auf  der  Oberfläche  des  EUipsoids  bewegt.  Die  laufenden  Coordinaten  und 
der  Bogen  dieser  kürzesten  Linien  lassen  sich  im  allgemeinen  durch  hyper- 
elliptische Functionen  und  Transcendenten  bestimmen,  in  gewissen  Fällen 
aber  durch  elliptische.  Die  Theorie  ist  behandelt  in  den  Arbeiten  von 
Weierstrass:  „Ueber  die  geodätischen  Linien  auf  detn  dreiaxigen  Ellipsoid", 
Berl.  Monatsber.  1861,  995  und  A.  Cayley:  „On  ihe  geodesic  lines  on  an 
ellipsoid'%  Monthl.  Not.  XXXII,  35—36,  187 1,  Mevi.  R.  Astr.  Soc.  XXXIX, 
p.  II,  31 — 53.  Die  einschlägige  Litteratur  findet  man  in  den  beiden  Pro- 
grammen von  li.  Noske:  „Die  kürzesten  Liniejt  atf  dem  Ellipsoid",  Königs- 
berg i.jPr.  1886  u.  1887.  Dass  die  Thetafunctionen  zur  directen  Berech- 
nung geodätischer  Strecken  und  Winkel  auf  einem  Rotationsellipsoid  sehr 
geeignet  sind,  zeigt  R.  Hoppe:  „Anwcndting  der  Thetafunctionen  atcf  geo- 
dätische Strecken  und    Winket',  Grunert  Arch.  (2)  III,   75 — 83,   1885. 

Bei  dieser  Gelegenheit  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  das  Lehrbuch 
von  Schell b ach:  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integraleti  und  den  Theta- 
functionen", das  wir  schon  öfter  anzuführen  Gelegenheit  hatten,  als  geo- 
meti'ische  Anwendungen  folgende  giebt:  „Die  Obei-fläche  des  EUipsoids,  die 
Oberfläche  des  schiefen  Kegels,  die  geodätische  Linie".  Desgleichen  enthält 
das  oben  (S.  12)  ebenfalls  genannte  Lehrbuch  von  I^aurent:  „Theorie  elemen- 
taire  des  fonctions  elliptiques''  eine  Reihe  geometrischer  Anwendungen.  Von  der 
W  e  i  e  r  s  t  r  a  s  s'schen  Theorie  giebt  mehrere  geometrische  Anwendungen :  G  r  e  e  n  - 
hill  in  den  beiden  Aufsätzen:  „So?ne  applications  of  Weierstrass'  ellipticfunctions", 
Lond.  M.  S.  Proc.  XVII,  355 — 379,  und  „N'ote  on  the  Weierstrass  elliptic 
functions  and  their  applications",  Lond.  M.  S.  Proc.  XVIII,  265 — 288,    1887. 
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und  G.  II.  Ilalplien:    y^TraiW  des  fonctions  lUiptiques  et  de  kiirs  applicaliotis", 
II,   1888,  eh.    VI,    VII,  X,  XL 

Eine  interessante  Anwendung;  der  elliptisehcn  Functionen  ergieVjt  das 
Problem,  durch  ein  von  vier  tjeraden  Strecken  f,a'l)ildcte.s  Vierscit  die  kleinste 
Fläche  zu  legen,  das  in  der  Preissclirift  von  H.  A.  Schwarz:  „Ikstimmung 
einer  speciellen  Minimal/Jäche",  Berlin  1871,  behandelt  worden  ist.  Auf  el- 
liptische Intep'ale  erster  und  zweiter  Gattung,  die  durch  die  Weierstrasß'- 
schen  Functionen  ausgedrückt  werden,  führt  eine  Untersuchung  von  G.  Ilor- 
mann:  ..C  ntersuchung  über  die  Grenzen,  zwischen  'velcheyi  Unduloide  ufid  Aö- 
doide^i  die  von  Z7vei  festen  Parnllelkreisflächen  begrenzt  sind,  bei  gegebenem  Vo- 
lumen ein  Minimum  der   Oberfläche  besitzen^',  Pr.   Göttingen    1887. 

Wir  schliessen  die  Litteratur  der  geometrischen  Anwendungen  der  cl- 
liptisclien  Functionen  mit  Anführung  der  wichtigsten  Arbeiten  über  diejeni- 
gen Abbildungsaufgaben,  bei  denen  die  elliptischen  Transcendenten  ver- 
wertet werden.  Eine  zusammenhängende  Darstellung  der  Resultate  dieser 
Arbeiten  findet  sich  in  dem  ausgezeichneten  Werke  von  G.  Holzmüller: 
„Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  und  der  conformen 
Abbildungen,  verbunden  mit  Anwendungen  auf  mathematische  Physik",  I^ipzig 
1882,  namentlicli  Cap.  XV,  2^b — 281.  Wir  begnügen  uns,  die  einschlägige 
Litteratur  anzuführen,  indem  wir  wegen  des  genaueren  Inhaltes  auf  dieses 
Werk  verweisen.  Sieb  eck:  „Ueber  eine  Gattung  vo7i  Curven  vierteil  Grades, 
'welche  mit  den  elliptischen  Functioneii  zusammenhängen'^  Grelle  J.  L  VII,  1 860 
u.  LIX,  1861,  Th.  ßerner:  „Ueber  eine  geometrische  Erzeugung  von  confo- 
calen  Curven  4'«"  Grades,  Schlömilch  Z.  IX,  1864;  Christoffel:  „Sul  pro- 
blema  delle  temperature  stazionare  e  la  rappresentatione  di  una  data  super  fiele'''' , 
Brioschi  Ann.  I,  1867/  H.  A.  Schwarz:  ,,Ueber  einige  Abbildungsaufgaben", 
Grelle  J.  LXX,  105 — 121,  186g,  „Con forme  Abbildung  der  Oberfläche  eines 
Tetraeders  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel'',  Grelle  f.  LXX,  121  — 137,  1869, 
„Notizia  sulla  rappresentazione  di  un'  ellisse  sopra  un  circolo'-\  Brioschi  Ann. 
(2)  III  166,  1870/  E.  Jochmann:  .,Zur  Abbildung  des  Rechtecks  auf  der 
Kreisfläche'-'-,  Schlömilch  Z.  XIV,  532 — 540,  1869/  H.  Amstein:  „Ueber 
die  conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines  regulären  Oktaeders  auf  die  Ober- 
fläche einer  Kugel",  Wolf  Z.  XVI,  297 — 341,  187  i;  0.  Hentschel:  „Ueber 
einige  conforme  Abbildwigeti"-,  fena  187 1  und  Schlömilch  Z.  XVII,  39 — 66, 
1872;  H.  Durege:  „Ueber  Curven  dritter  Ordnung  und  ihre  Abbildung  auf 
einem  Kreise'',  Schlömilch  Z.  XVII,  433 — 445,  1872;  J.  Thomae:  „Eiyie 
Abbildungsaufgabe",  Schlömilch  Z.  XVIII,  401  —  406,  1873;  G.  Holzmüller: 
„Beiträge  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften",  Schlömilch  Z.  XVIII, 
221 — 251.  1873;  H.  A.  Schwarz:  „Ueber  ebene  algebraische  Isothermen'-'-, 
Grelle  f.  LXX  VII,  38—46,  1874;  A.  Wanger  in:  „Reduction  der  Poien- 
tialgleichung  für  gewisse  Rotationskörper  auf  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung'':, Preiss(hrift  d.  fablon.  Ges.  Leipzig  1875;  G.  Holzmüller:  „Wei- 
tere Beiträge  zur  Theorie  der  isogonalen  Ver-vandtschaften",  Schlömilch  Z.  XX, 
I  — 16,  1875;  L.  Königsberger:  „Referate  aus  den  hinterlassenen  Papieren 
von  F.  Richelot",  Königsberger  Rep.  I,  340—348,  1877;  C.  S.  Peirce: 
„A  quincuncial  projection  of  the  sphere",  Amer.  f.  II,  394 — 397,  1879;  Th. 
Craig:  „Orthomorphic  projection  of  an  ellipsoid  upoyi  a  sphere",  Amer.  f.  III, 
114 — 128,  1880;  H.  Herr  mann:  „Geotnetrische  Untersuchungen  über  den 
Verlauf  der  elliptischen  Transcendenten  im  complexen  Gebiete",  Diss.  Leipzig  u. 
Schlömilch  Z.  XXVIII,   193—210,  257 — 273,   1883. 
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Note  VI. 

Litterarische   Notizen   über   Beziehungen    der  elliptischen   Functionen   zur 
Höheren  Arithmetik  und  Algebra. 

Das  Werk  von  Bugaieff:  ^^Quelqiies  applicalions  de  la  theorie  des  fonc- 
tiofis  elliptiqiies  ä  la  theorie  des  foncimis  discojttinues^\  Moscoti  1884,  in  russi- 
scher Sprache,  enthält,  wie  wir  aus  einem  Referate  über  dasselbe  in  Darboux 
Bull.  (2)  IX,  8g — 103,  ersehen,  eine  zusammenhängende  Darstellung  einer 
grossen  Zahl  von  zahlentheoretischen  Gesetzen,  die  sich  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Transcendenten  ergeben. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  sind  es  besonders  zwei 
Gattungen  von  Entwickelungen  in  Sinus-  oder  Cosinusreihen,  welche  für  die 
Höhere  Arithmetik  von  Bedeutung  sind.  Einmal  hat  J  a  c  0  b  i  aus  den  Ent- 
wickelungen der  elementaren  doppeltperiodischen  Functionen  sn?/,  cnu,  dnw  etc. 
(Fundam.  §  39J  seine  schönen  Sätze  über  die  Zerlegung  einer  Zahl  in  2, 
4,  6  und  8  Quadrate  hergeleitet.  Die  zweite  Art  der  Entwickelungen  bildet 
die  der  Quotienten  von  Ö-Producten  und  Ö-Potenzen,  in  denen  die  Anzahl 
der  Factoren  im  Zähler  verschieden  von  der  im  Nenner  ist,  und  die  die 
Periode  4A'  haben  und  bei  der  Aenderung  des  Argumentes  um  4ä"/  bis  auf 
einen  Exponentialfactor    denselben  Wert    annehmen.     Aus  den  Formeln  für 

2Ä^ 

— ,  als  Function  von  q,  die  J  a  c  0  b  i  (Fundam.  §  40J  gegeben,  hat  er  selbst 

den  Fermat'schen  Satz,  dass  jede  Zahl  sich  als  Summe  von  vier  Quadraten 
darstellen  lasse,  gefolgert;  vgl.  den  Schlusssatz  {^tx  Fundamenta.,  Ges.  Werke 
/,  239  und  die  Notiz:  .^.^Note  sur  la  decomposition  d\m  7iombre  donni  en  quatre 
quarr es^\   Grelle  J.  III,   lyi,   Ges.    Werke  /,   247. 

Die  oben  erwähnte  zweite  Art  der  zahleutheoretisch  wichtigen  Func- 
tionen hat  Ch.  Her  mite  (Liouville  J.  (2)  VII)  untersucht  und  gezeigt, 
dass  sie  auf  mehrere  von  Kronecker  (Grelle  J.  LVII)  gefundene  Sätze 
über  die  Summen  der  Klassenzalilen  der  quadratischen  Formen  mit  nega- 
tiver Determinante  führt.  In  einer  neueren  Arbeit:  ,,Remarques  arithmitiques 
sur  quelques  formules  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques'\  Grelle  J.  C,  51  — 
65,  1886,  wendet  Her  mite  andere  doppeltperiodische  Functionen  dritter 
Gattung  auf  Sätze  der  Höheren  Arithmetik  an,  Kronecker  hat  aus  der 
Untersuchung  derjenigen  elliptischen  Functionen,  für  welche  complexe  Multi- 
plication  stattfindet,  Summen  von  Reihen  von  Klassenzahlen  gewonnen.  Vgl. 
auch :  „  Ceier  quadratische  Formen  von  negativer  Determinante^\  Berl.  Monatsher. 
1^755  233 — 236,  Hermite:  „-S'wr  quelques  consequences  arithmitiques  des  for- 
mules de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques'-\  PHersh.  Bull.  XXIX  u.  Act. 
Math.    F,   297—330,   1884. 

Im  Anschluss  an  die  von  Cauchy  zuerst  aus  der  linearen  Transfor- 
mation der  Thetareihen  abgeleitete  Wertbestimmung  der  Gauss'schen  Sum- 
men wird  in  einer  Arbeit  von  Kronecker:  ,,Ueher  den  vierten  Gauss'schen 
Beweis  des  Rectprocitätsgesetzes  für  die    quadratischen  Reste'\  Berl.  Monatsber. 
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1880,  686 — 698,  854 — 860,  der  trenaup  Nachweis  diesies  Zusammenhanges 
und  somit  einer  Aequivalenz  der  Reciprocitätsp:leichunff  für  die  quadratischen 
Keste  und  der  Transtormatiunf-f^Ieichunf;  für  die  Thetareihen  f>;efi:eben.  Die 
Productentwickelunj;  und  die  allgemeine  Transformation  der  Thetareihen 
lässt  sich  so  auf  die  einfachste  Weise  ableiten.  Dass  dieser  Cauchy'sche 
Iitegi-aLsatz  als  die  alleinige  Quelle  der  ganzen  Theorie  der  elliptischen 
Fanctionen  angesehen  werden  kann,  zeigt  Kronecker  in  einem  zweiten 
Avfsatze :  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen'',  Berl.  Monalsber.  1881, 
11Ö5 — 1172.  Als  besonderer  Fall  erscheint  am  Scliluss  dieser  Abhandlung 
der  Fermat'sche  Satz  rein  arithmetisch  hergeleitet. 

In  einer  Reihe  anderer  Abhandlungen  verwertet  Kronecker  die  Theorie 
der  Association  algebraischer  Formen,  die  er  in  seiner  Festschrift :  ^Grund- 
züge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen",  Berlin,  G.  Reimer^ 
u.  Cr  eile  J.  XCII,  i  — 123,  gegeben,  um  wichtige  Resultate  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  zu  gewinnen.  In  den  ^.Bemerkungen  über  die 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen".  Berl.  Monatsber.  1883,  717 — 729, 
949 — 956  werden  die  von  Abel  (Oeuvres,  2.  ed.  /,  263^  aus  dem  Addi- 
tionstheorem  inductiv  hergeleiteten  Multiplicationsformeln  von  dem  gemein- 
samen Factor  im  Zähler  und  Nenner  befreit,  also  in  ihrer  reducirten  Form 
hergeleitet.  Eine  fernere  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen'', Berl.  Monatsber.  1885,  761 — 784,  enthält  n.  a.  Folgerungen  aus  der 
arithmetischen  Theorie  der  quadratischen  Formen.  P^ndlich  wird  in  einer 
von  Jacobi  (..Suite  des  fiotices  sur  ks  fonctions  elliptiques'\  Grelle  J.  IV,  185, 
Ges.  Werke  I,  2ÖbJ  zur  Bestimmung  der  bei  der  Transformation  auftretenden 
Coefficienten  gegebenen  Recursionsformel  das  beste  Fundament  für  die  arith- 
metische Behandlung  der  singulären  Moduln  und  der  zugehörigen  ellipti- 
schen Functionen  nachgewiesen  in  der  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen-'.   Berl.  Monatsber.    1886,   701 — 780. 

Die  Dirichlet'sche  Formel  für  die  Klassenzahl  der  quadratischen  For- 
men mit  complexen  Coefficienten  (Grelle  J.  XXI  Vj  wird  mit  Hülfe  der 
elliptischen  Functionen  behandelt  von  P.  Bach  mann:  „Ergänzung  zu  einer 
Untersuchung  von  Dirichlet",  Glebsch  Ann.  XVI,  537 — 550,  1880.  Auf 
Klein'schen  Principien  für  die  Theorie  der  Modulfunctionen  basirt  die  Ar- 
beit von  J.  Gi  erster:  „Ueber  Relationen  zwischen  Classenzahhn  binärer  bi- 
quadratischer Formen  von  negativer  Detertninarite",  Erl.  Ber.  1880,  Glebsch 
Ann.  XVII,  71—84,    18S0. 

Formeln  für  die  Summe  der  Divisoren  einer  Zahl  werden  mit  Hülfe 
von  Formeln  aus  der  Theorie  der  elHptisclien  Functionen  gewonnen  von 
Lipschitz:  „Sur  les  snmmes  des  diviseurs  des  nombres",  G.  R.  C,  845 — 847, 
1885,  und  weitere  zahlentheoretische  Sätze  enthält  die  Note:  „Sur  une  for- 
mule  de  M.  Hermite-\  Grelle  J.  C,  tö — 70,  1886.  Die  bereits  im  Früheren 
(S.  481)  erwähnten  Abhandlungen  von  H.  Weber:  „Zur  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen''.  Act.  Math.  VI.  329 — 416,  1885,  AY,  t^t^^ — 390,  1888,  be- 
zwecken lediglich  umfangreiche  zahlentheoretische  Anwendungen  der  Theorie 
der  Transformation  der  elliptischen  Functionen. 

Was  nun  die  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Algebra  be- 
trifft, so  ist  zunächst  ein  Aufsatz  von  A.  G.  Greenhill:  ..Solution  0/  the 
cubic  und  quadric  cquations  by  means  of  Weierstrass'  elliplic  functions".  Land. 
M.  Soc.  Proc.  XVII.  202 — 287,    1886,    zu  erwähnen,  der  eine  klare  Dar- 
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stellunir  der  Lösung  der  cubischon  und  biquadratisclK'n  Gleichungen  mit 
Hülfe  der  Function  jj«  giebt.  Von  früheren  Arbeiten  über  die  Lösung 
dieser  Gleichungen  nennen  wir  A.  Enneper:  „AW«2  üba-  die  büpiadraiische 
Gleichutig'\  Schlömihh  Z.  XVIII,  93 — q6,  1873;  G.  Darboux:  .,Siir  la 
re'solution  dt'  rcquatioii  du  quatrianc  degri"\  LiouviUe  J.  (2)  XVIII  220 — 235, 
1873;  A.  Cayley:  .,ö«  ihe  elliplic-fimction  Solution  0/  the  eqnalion  x'^-\- iß — i 
=  0,  Cambridge  Proc.  IV  106 — log,  1881,  A.  G.  Greenhill:  „iVo/e  an 
Prof.  Cayley  s  paper  on  ihe  elliptic-function  Solution  etc.'\  ib.  IV,  22^  —  228,  1882. 

Schon  am  Schlüsse  des  §  52  (S.  469)  erwähnten  wir,  dass  die  Theorie 
der  Modulargleichungen  auf  das  engste  verknüpft  ist  mit  wichtigen  al- 
gebraischen Fragen.  Anwendungen  der  Modulargleichungen,  besonders  auf 
die  Lösung  der  Gleichungen  fünften  Grades,  enthalten  folgende  Schritten: 
II  e  r  m  i  t  e  :  ..Sur  la  rLSolution  de  requation  du  cinquieme  deg7-i'\  C.  R.  XL  VI-,  508 — 
515,  l85.'\  ..Sur  laresolutiondu  qtiatrihne  degre"\  ib.  7  15 — 722,  q6i — 967,  „Lettre 
de  M.  Kronecker^\  ib.  1150 — 1152/  Herrn ite:  ,,Sur  la  iheorie  des  equations 
modulaires'\  C.  R.  XLVIII,  940 — Q47,  1079 — 1084,  1095 — 1102/  XLIX, 
16 — 24,  HO — 118,  141 — 144,  1859.  Diese  Aufsätze  wurden  gesammelt 
unter  dem  Titel :  „  Sur  la  theorie  des  equations  modulaires  et  la  resolution  de 
requation  du  cinquieme  degre''\  Paris    1859. 

In  der  ersten  der  genannten  Abhandlungen :  ,,Sur  la  resolution  de  Viqua- 
tion  du  cinquieme  degre"  löst  Her  mite  die  Jerrard'schc  Normalform  der 
Gleichung  5**^"  Grades,  .r^ — x — a  =  0,  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen. 
Eine  zusammenhängende  Darstellung  der  Hermit e'schen  Lösung  und  der 
nötigen  Hülfssätze  findet  sich  in  Schlömilch  Z.  XXV,  129 — 146,  von  Krey: 
,,Ueber  Hermite's  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades'"''.  Kronecker  er- 
reicht die  Lösung  der  Gleichung  5"^°  Grades  dadurch,  dass  er  eine  Resolvente 
6*^''  Grades  derselben  mit  der  Modulargleichung  der  Transformation  S*'-''"  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  in  unmittelbare  Beziehung  bringt.  Eine 
geometrische  Interpretation  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Gleichungen 
ö'***^  Grades  und  ihren  Resolventen,  insbesondere  des  Zusammenhanges  mit 
der  J  e  r  r  a  r  d'schen  Form  und  der  Modulargleichung,  giebt  die  Abhandlung 
von  Clebsch:  ,,Ueber  die  Anwendung  der  quadratischen  Substitution  auf  die 
Gleichungen  5'^"  Grades  und  die  geometrische  Theorie  des  ebenen  Fünfseits''\ 
Clebsch  Ann.  IV,  284 — 345,  1871  u.  ^Bemerkungen  zu  der  Theorie  der 
Gleichungen  fünften  und  sechs tett    Grades^',   Göti.  Nachr.    1871,    103-  108. 

In  Verbindung  hiermit  stehen  folgende  Arbeiten:  Joubert:  „Sur  les 
equations  qui  se  rencofitre7it  dans  la  theorie  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques",  Paris  1876/  Hermit  e:  „Sur  la  theorie  des  fo?ictions  elliptiques''\ 
C.  R.  LVII,  1863,  worin  die  Transformation  2'*"'*  Grades  ausführlich  be- 
handelt ist;  Joubert:  „Sur  la  theorie  des  fonctio?is  elliptiques^'',  Paris  1860 
und  C.  R.  L.  Hier  wird  die  Transformation  vierten  Grades  zur  Herstel- 
lung gewisser  in  der  Theorie  der  complexen  Multiplication  auftretenden 
Gleichungen  benutzt  und  ein  .specieller  Satz  für  den  Transformations- 
gi'ad  2*"  angeführt;  Krause:  „Ueber  die  Discriminante  der  Modular- 
gleichungen der  elliptischen  Functionen''-,  Clebsch  Ann.  VIII,  53g — 554/  IX, 
554 — 572,  „Ueber  die  Modulargleichungen  der  elliptischeit  Functionen  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Zahlentheorie'''',  Clebsch  Ann.  XII,  419 — 434,  worin  die 
Modulargleichungen  für  einen  paaren  Transformationsgrad  behandelt  und 
zur  Herleitung   einiger  von  Krön  eck  er  (Crelle  f.  LVII,  2i\'jJ  gegebenen 
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Siimmcnformcln  für  die  Khisscnzabl  vcii  Ffdmen  mit  noi^ativer  Determinante 
benutzt  werden.  Joubert:  ,,Sur  divers  iqiiations  analögiies  aux  tgualions  vio- 
dulaires^  dans  la  Ihcorie  des  fonctions  €Uipiiqties'-\  C.  R.  1858,  XLVII^  341  — 
345;  Schläfli:  ,^Beweis  der  Herniiit' sehen  Verivandlimgsla/eln  für  die  el- 
liptischen  Modtihrfimcliomn."   Grelle  J.   LXXII,   360 — 36g. 

Die  Modular.i^leicliuntren  sind  ferner  behandelt  in  Jordan:  „Ä^otes  sur 
les  equalions  modiilaires:'   C.  R.   LXVI,    1868,   308 — 3 12. 

Die  von  Kronecker  {Exlrait  d'une  lettre  ä  I\f.  Hermite.  C.  R.  1858, 
6.  /uni^  und  Hermite  im  Jahre  1858  .2:leichzeitis  aufgestellte  Lösunir  der 
allgemeinen  Gleichung  fünften  (Jrades  hat  eine  Anzahl  von  Arbeiten  hervor- 
gerufen, welche  mit  den  Modulargleichungen  oder  Multiplicatorgleichungen: 
in  enger  Verbindung  stehen.  Hiervon  ist  noch  zu  nennen:  Kronecker: 
,,reber  die  Gleichungen  fünften  Grades'',  Berl  Bcr.  1861  u.  Grelle  J.  LIX. 
Joubert:  ,Xote  sur  la  ri Solution  de  Viqtiation  du  cinquüme  degre'^  C.  R. 
1859,  XLVIII,  290 — 294,  Brioschi:  ^^Sulle  equazioni  del  moltiplicatore 
per  la  transformazione  delle  funzioni  ellittiche'-\  Tortolini  Ann.  /,  1858,  175 — 
177/  ySulla  risoluzione  deW  equazioni  del  quitito  grado'',  ib.  /,  256 — 259, 
326  —  328;  ,.6«r  diverses  equations  analogues  aux  equalions  modulaires  dans 
la  theorie  des  fonctions  elliptiques'-',  G.  R.  1858,  2.  p.  337 — 340;  ,,Sopra 
alcune  nuove  relazioni  modulari'\  Att.  d.  R.  Acc.  Nap.  1866;  ,,Sur  une  classe 
d' equations  du  quatrieme  degrf-,  G.  R.  13.  jöuillet  1863;  Joubert:  „6V/r 
requation  du  sixiime  degrc'\  G.  R.  1867,  LXIV.  1025— 1028,  1081  — 1085, 
1237  — 12  40;  Brioschi:  ,^Sur  fiquätion  du  cinquihme  degrf-,  CR.  1 8  7  i , 
LXXVIIl  1470— 1472,  Ib.  1875,  LXXX,  753—757,  815—819.  Brioschi 
hat  eine  zusammenhängende  Darstellung  seiner  Untersuchungen  gegeben  in 
dem  Aufsatze:  ..Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade''., 
Clebsch  Ann.  XIII,  109 — 160.  Er  nennt  alle  Gleichungen,  welche,  wie 
die  Multiplicatorgleichungen,  die  Eigenschaft  haben,  dass  zwischen  den  Qua- 

w+ 1 
dratwurzeln  ihrer  m+1  Wurzeln  —^  lineare  Relationen  bestehen,  Jacobi'- 

sehe  Gleichungen.  F.  Klein  untersucht  in  dem  Aufsatze:  ,,Binäre 
Formen  mit  linearen  Transformationefi  in  sich  selbst".,  Glebsch  Ann.  IX.,  183 — 
208,  eine  solche  Form  12'«°  Grades,  welche  durch  die  Ecken  eines  regu- 
lären Ikosaeders  vorgestellt  wird.  Aus  der  üebereinstiramung  der  er- 
haltenen Formeln  mit  denen,  welche  in  den  Untersuchungen  über  die  Lö- 
sung der  allgemeinen  Gleichung  5''^°  Grades  von  Brioschi,  Hermite  und 
Kronecker  vorkommen,  erhellt,  dass  die  Gleichung  e'«^"  Grades,  welche 
die  Punctepaare  des  Ikosaeders  trennt,  und  also  die  Ikosaedergleichung 
selbst  durch  elliptische  Functionen  gelöst  werden  kann.  Siehe  auch  F. 
Klein:  .,,Sull'  equazioni  delf  icosaedro  Stella  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto 
grado",  Rend.  Ist.  Lomb.  (z)  X,  253—255;  F.  Brioschi:  .ßopra  alcuni 
recenti  rcsultati  otlenuti  del  sig.  Klein  nella  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto 
grado",  Acc.  R.  d.  L.  f^J  I,  31—54,  1877;  F.  Klein:  ,,  Weitere  Unter- 
suchungen über  das  Ikosaeder",  Erl.  Ber.  1877,  Clebsch  Ann.  XII,  503 — 561, 
1877.-  L.  Kiepert:  „Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades",  Gott.  Nachr.  1878, 
424 — 443/  Brioschi  Ann.  (2)  IX.  WC) — 123,  Grelle  f.  LXXXVII,  114 — 
133,  1878;  F.  Brioschi:  „Sur  la  resolution  de  requation  du  cinquihne  degri", 
G.  R.  LXXXV,  1000 — 1002,  1877;  „Sopra  una  classe  di  equazioni  modti- 
lare",  Brioschi  Ann.  (2)  IX,   167—172,   1878.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 
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fünften  Grades  werden  explicite  durch  die  Ikosaederirrationalität  ausgedrückt 
von  P.  Gordan:  ^^Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade''\ 
Clebsch  Ann.  XIII,  374 — 404,    1878. 

Die  Bedeutung  der  elliptischen  Functionen  für  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen fünften  Grades  ist  dann  ausführlich  behandelt  in  dem  Aufsatze  von 
F.  Klein:  ^.Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  und  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  fünften  Grades  {Clebsch  Aiin.  XIV,  lll  — 172^,  worin 
hauptsächlich  die  Rolle,  welche  die  Invarianten  der  biquadratischen  binären 
Form  des  elliptischen  Integrales  bei  der  Transformation  einnehmen,  darge- 
than  wird.  Einen  ähnlichen  Ausgangspunct  für  eine  neue  Theorie  der  el- 
liptischen Modulfunctionen  nimmt  R.  Dedekind  in  dem  ..Schreiben  ati  Herrn 
Bor chardt  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen^^  (Grelle  f. LXXXIII, 
265 — 292^/.  Weitere  interessante  Beziehungen  zwischen  Algebra  und  ellip- 
tischen Functionen  enthalten  die  Arbeiten  von  F.  Klein:  ,,Ueber  die  Er- 
niedrigung der  Älodulargleichrmgcn''^  f Clebsch  Ann.  XIV,  417 — 42  7y^  und 
,fjeber  die  Transforynation  siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Functionen''''  (ib. 
428 — 47  ly^,  und  von  Gierster:  ,,Notiz  über  Modulargleichungen  bei  zusammen- 
gesetztem Transfortnationsgrad'''' (ib.  ^2)'] — 544y'-  Zu  erwähnen  ist  noch  Königs- 
berger: ..Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen"' (Grelle  f.  LXXIf  176 — 254^/.  Hier  wird  die  allgemeine  Theorie 
der  Gleichungen  für  das  Product  des  transformirten  Moduls  in  dessen  comple- 
mentären  und  der  Gleichungen  für  die  Multiplicatoren  der  Transformation 
gegeben.  Beide  Gattungen  von  Gleichungen  sind  für  zahlentheoretische  und 
algebraische  Untersuchungen  ebenso  wichtig,  wie  die  Modulargleichungen , 
und  ihre  Kenntnis  ist  vor  allem  zur  Bestimmung  der  Integralmoduln  der 
complexen  Multiplication  erforderlich.  M.  Krause:  ..Algebraische  Unter- 
suchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functioneri''',  Clebsch  Ann.  XII,  I — 2  2, 
giebt  eine  Untersuchung  der  Discriminante  der  eben  genannten  Gleichungen. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  A.  Cayley  eine  rein  algebraische 
Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  entwickelt  hat  in 
folgenden  Aufsätzen :  „A  memoir  on  the  transformation  of  elliptic  functions^'' 
Trans,  of  Lond  CLXIV,  397—457,  i874,  CLXIV,  397—456,  1885, 
CLXIX,  419 — 425,  1878,  und  „On  the  transformation  of  elliptic  functions^'-, 
Newcomb.  Amer.  f.  IX,   193 — 224,  X,  71 — 93,    1887. 

Dass  die  Algebra  der  binären  Formen  auf  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  angewendet  wurde,  haben  wir  im  Früheren  mehrfach  zu 
bemerken  Gelegenheit  gehabt.  In  dem  Werke  von  C.  Jordan:  „Traite  des 
substitutions  et  des  eguations  algebriques'''' ,  Paris  1870,  enthält  Livre  III  ^  II 
die  Teilung  der  elliptischen  Functionen,  die  Teilung  der  Perioden  und  ver- 
schiedene Sätze  über  Modulargleichungen.  Anwendungen  auf  die  Transfor- 
mation giebt  auch  das  Buch  von  A.  Clebsch:  „Theorie  der  binären  al- 
gebraischen Forynen'-'',  Leipzig  1872.  Die  Transformation  3.  Ordnung  der  el- 
liptischen Functionen  ist  zuerst  direct  auf  eine  luvariantenrelation  der  bi- 
quadratischen Formen  zurückgeführt  von  Cayley  (Phil.  Mag.  (4.J  XV,  3^3j, 
und  Her  mite  (Grelle  f.  LX,  30\).  Die  typische  Darstellung  der  binären 
Formen,  wie  sie  Clebsch  und  Gordan  (Brioschi  Ann.  (2)  I,  23 — 79,  1868^ 
gegeben,  wird  auf  die  Modulargleichungen  angewendet  von  Gordan:  „Appli- 
cazione  della  Memoria  Sulla  rappresentazione  tipica  delle  forme  binarie  alV  equa- 
zione    modulare    della    trasformazione    di  quinto   ordine''\   Brioschi  Ann.    (2)    I^ 
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367 — 372,  1868.  Ueber  den  Zusammenhang  der  Theorie  der  Transformation 
mit  der  Theorie  der  binären  Formen  vergleiche  man  femer  F.  Brioschi: 
.^Sopra  un  nuovo  punto  di  correlazione  fra  le  forme  binarie  del  quarto  grado 
e  le  ternarie  cuhiche'^  Brioschi  Ann.  (2)  VII,  52 — 60,  1875,  und  „Ä/r  une  pro- 
prieli  du  parametre  de  la  transformec  canonique  des  formes  cuhiques  ternaires'\ 
Lond.  M.  S.  Proc.  XXIL  58—63,  1881.  Eine  Darstellung  der  Elemente 
der  elliptischen  Functionen  mittelst  der  absoluten  Invariante  der  binären 
biquadratischen  Form  enthält  die  schon  erwähnte  Abhandlung  von  F.  Klein: 
,,Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen^',  Clebsch  Ann.  XIV, 
III  — 172,  Eine  ähnliche  Darstellung  giebt  F.  de  Bruno:  ,,Quelques  appli- 
cations  de  la  theorie  des  formes  binaires  aux  fonctions  elliptiques''\  Sylv.  Amer. 
f.  V,  I — 25,  1882.  Vgl.  auch  L.  Wedekind:  ..Das  Doppelverhältnis  und 
die  absolute  Invariayite  biliärer  biquadratischer  Fonnerv.  Clchsch  Ann.  XVII, 
I — 20,   1880. 

Die  fundamentale  Bedeutung  der  Teilungsgleichung  für  algebraische 
und  arithmetische  Untersuchungen  liegt  darin,  dass  ihre  Discriminante  nur 
wesentliche  Factoren  enthält,  während  die  Discriminante  abgeleiteter  Glei- 
chungen, wie  die  der  Modulargleichung  und  der  Multiplicatorgleichung,  noch 
ausserwesentliche  Factoren  enthält.  Diese  Teilungsgleichungen  sind  Gegen- 
stand folgender  Arbeiten:  L.  Sylow:  ,.0m  den  Gruppe  af  Substitutioner,  der 
tilhorer  Ligninger  for  Division  aj  Perioderne  ved  de  elliptiske  Funktioner'''', 
Chris tiania  Vidensk.  Selskab.  1871,  u.  L.  Sylow:  .,Sur  le  groupe  de  requation 
pour  la  division  des  periodes  des  fonctions  elliptiques^'',  Forh.  af  Christ.  1871/ 
L.  Kronecker:  ..Ueber  die  algebraischen  Gleichungefi.  von  denen  die  Teilung 
der  elliptischen  Functionen  abhängt'\  Berl.  Monatsber.  1875,  498 — 507,  und 
^.Entu'ickelungen  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen",  Berl.  Monatsber. 
1879,  205 — 229/  E.  Engel:  „Ueber  die  AbeVscheii  Relationen  für  die  Teil- 
vuerte  der  elliptischen  Functionen'''',  Leipz.  Ber.  2)2 — 51,    1884. 

Schlussbemerkung.  Mehrere  fundamentale  Abhandlungen,  in  denen 
die  elliptischen  Functionen  auf  Probleme  der  Mechanik  und  der  mathe- 
matischen Physik  angewendet  werden,  sind  gelegentlich  im  Früheren  er- 
wähnt worden.  Eine  ausführliche  litterarische  Uebersicht  über  die  zahl- 
reichen Werke  und  Abhandlungen,  welche  derartige  Anwendungen  enthalten, 
würde  die  Grenzen  dieses  Buches  überschreiten.  Wir  begnügen  uns  des- 
halb, zum  Schluss  auf  folgende  Werke  hinzuweisen:  J.  Thomae:  „Sammlung 
von  Formeln,  welche  bei  Anwetidung  der  elliptischen  und  Rosetihain^ sehen  Func- 
tionen gebraucht  werden,"  Halle,  Neber  t  1876,  und  Ch.  Her  mite:  „Sur  quel- 
ques applicatioJis  des  fonctions  elliptiques",  L.  R.  LXXXV — XCIII,  u.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1S85.  Die  oben  (S.  12)  genannten  Lehrbticher  der  ellip- 
tischen Functionen  bringen  zum  teil  auch  Anwendungen  auf  Mechanik,  z.  B. 
die  von  Durege.  Schellbach.  Laurent  und  Halphen,  letzteres  in 
Band  II,   1888,  chap.  I—V,    VIII  und  XII 


Namen  -  Register.*) 


Abel,   N.  H.  Seite 

Seine  Untersuchungen  über  elliptische  Functionen  basireu  auf  denen 

Legendre's 4 

Seine  ersten  Arbeiten  über  elliptische  Functionen  erwähnt  von  Legendre        4 

Die  doppelte  Periodicität  der  elliptischen  Functionen 4 

Erste  Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen 4—5 

Einführung  der   elliptischen  Functionen  als   Umkehrung  der  elliptischen 

Integrale 33 

Elliptische  Functionen  mit  imaginärem  Argunjent 44 

Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  unendliche  Producte       .    .      74 

Litteratur  zum  Abel'scheu  Theorem 192 

Ueber  eine  Functionalgleichung,  welche  auf  Additionstheoreme  führt  .    .     195 
Ueber  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  u.  allgemeinere  Transcendenten    278 

Das  Problem  der  Transformation 291 — 299 

Anwendung  des  Theorems  von  Cotes  auf  die  Transformation 300 

Die  Transformation  des  grösseren  Moduls  in  den  kleineren 307 

Ueber  die  Anzahl  der  Transformationen 338 

Die  Transformationen  erster  Ordnung 348 — 350 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 371.  382 

Die  Teilung  der  elliptischen  Functionen 381—382 

Ueber  die  Teilung  des  Lemniskatenumfangs 382.  546 

Die  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 383 

Elliptische  Functionen,  deren  Modul  grösser  als  1  ist 387 

Ueber  die  algebraische  Gleichung  zwischen  Ä-  und  l 444 

Reduction  elliptischer  Integrale  auf  algebraisch-logarithmische  Functionen    511 

d'Alembert,  J.  le  Rond. 

Ueber  elliptische  Integrale  und  ihre  geometrische  Bedeutung 1 

Reduction  eines  bestimmten  elliptischen  Integrals 509 

Geometrische  Construction  elliptischer  Integrale      526 

Ällegret. 

Integration  einer  Differentialgleichung .    • 504 


*)  Das  Namen  -  Register  hat  die  Bestimmung,  die  im  Werke  vorkommenden 
Citate  leicht  auffinden  zu  können.  Es  wird  hierdurch  gleichzeitig  eine  Uebersicht 
über  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Arbeiten  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen vermittelt.  Aus  diesem  Grunde  ist  auch  auf  solche  Aufsätze  hingewiesen, 
von  denen  im  Texte  keine  weitere  Analyse  sich  vorfindet.  Zur  Vervollständigung 
haben  im  Register  noch  einige  nachträgliche  Ergänzungen  Aufnahme  gefunden. 


573 

Atnstein,  H.  Seita 

Conforiue  Abbildung  der  Oktaeder-  auf  die  Kugelfläcbe 565 

Ayidri',  D. 

Entwickelung  der  elliptiscben   Functionen   nacb  Potenzen  der  Variabein 

und  des  Moduls  . 404 

Aronhold,  S. 

Transformation  des  elliptiscben  Dilfereutials 430 

Parauieterdarstcilun'^  der  ebenen  Curven 562 

Azzarelli,  M. 

Verallgemeinerung  des  Faynnnu'schen  Satzes 558 

BacJimann,  F. 

DirichleVs  Formel  iVir  die  Klassenzahl  quadratischer  Formen 567 

Baehr. 

Ueber  die  lineare  Transformation  und  Multiplication  der  elliptischen 

Functionen 429 

Battaglini,  G. 

Wann  der  elliptiscben  Differentialgleichung  eine  in  Bezug  auf  3  Variable 
quadratische  Form  genügt  (Battaglini  G.  XIX,  65 — 75,  1881;  Acc.  R.  de 

Line.  (3)  IV,  49— 50,  1  SSO) zu  191 

Bender,  C. 

Beziehungen  der  elastischen  Curve  zu  den  elliptischen  Functionen  .    .    .    561 
Berner,  Th. 

Confocale  Curven  4.  Grades 565 

Bernoulli,  Jacob. 

Ueber  die  parabolische  Spirale 525.  538 

Die  elastische  Curve 526 

Bernoulli,  Johann. 

Ueber  die  cubische  Parabel 527 

Bertram. 

Ueber  Flüchen,  welche  den  Verlauf  der  elliptischen  Functionen  versinnlichen      58 
Bertrand,  J. 

Briefe  von  Jacobi  an  Legendre 5 

Theorie  des  fonctions  elliptiques 12 

Ueber  Arbeiten  von  Talbot 546 

Besch,  K. 

Bestimmung  der  Constante  bei  der  linearen  Transformation 427 

Betti,  E. 

Multiplication  der  elliptischen  Functionen 386 

Ueber  die  lineare   iransformation  der  elliptischen  Functionen 428 

Differentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Multiplicationsformel  .     .    4:57 
Biehler,  (Jh. 

Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische  Reihen  .    .      97 
Bierens  de  Haan,  D. 

Reduction  gewisser  Integrale  auf  elliptische 508 

Biermann,  0. 

Theorie  der  analytischen  Functionen 51.  69.  485 

Darstellung  analytischer  Functionen  durch  unendliche  Producte   .    .    107 — 108 
Biermanyi,  W. 

Formeln  für  die  Reduction  z\\i  Weierstrass'  Normalform 29 


574 

BjörliJig,  E.  G.  Seite 

Premieres  uotions  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques 13 

Die  16  Jacofci'schen  Additionsformeln 198—199 

Bobek,  K. 

Einleitung  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 12 

Elliptische  Functionen  und  Curven  h*"  Ordnung 562 

Bois-Reymond,  P.  du 

Ueber   den  Despey^-OHs'schen   Multiplicator   der    elliptischen    Differential- 
gleichung (Cie&sc/i  Ann.  XXI,  255— 266,  1883)     zu  193 

Bolza,  0. 

Reduction  hyperelliptischer  Integrale 513 

Booth,  J. 

Geometrische  Behandlung  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung     .    .  279 

Borchardt,  C.  W. 

Correspondance  mathematique  entre  Legendre  et  Jacobi 7 

JacobVs  Vorlesungen  über  elliptische  Functionen 135.  307 

Ueber  das  arithmetisch-geometrische  Mittel 364 

Brill,  A. 

Neue  Form  für  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung 280 

Brinkley. 

Ueber  den  Ellipsenbogen  und  den  Fa^wawo'schen  Satz 542 

Brioschi,  F. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  Perioden  der  elliptischen  Functionen  231 

Algebraische  Untersuchungen  zur  Miütiplication  der  elliptischen  Functionen  385 

Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen 429 

Transformation  des  elliptischen  Differentials 430 

Differentialgleichung  für  den  Multiplicator 449 

Invariantengleichungen  in  der  Transformation       495 

Keduction  gewisser  .4&erscher  Functionen  auf  elliptische 510 

Transformation  des  elliptischen  Integrals ,    .  513 

Die  Flexionspunkte  der  elliptischen  Curve 562 

Ueber  die  Gleichung  fünften  Grades 569 

Ueber  eine  Klasse  von  Gleichungen  vierten  Grades 569 

Ueber  eine  Klasse  von  Modulargleichungen 569 

Binäre  biquadratische  und  ternäre  cubische  Formen 571 

Briot  et  Bouquet. 

Theorie  des  fonctions  elliptiques II  51.  406 

Satz  über  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  mit  incommensurablem 

Periodenverhältnis 57 

Die  Jacoii'sche  Ö^- Formel  eine  Folge  der  dreigliedrigen  c- Formel  .    .    .  142 

Bezeichnung  der  drei  elliptischen  Functionen 172 

Entwickelung  der  Weierstrass' sehen  Functionen  AI  (h) 406 

Broch,  0.  J. 

Traite  elementaire  des  fonctions  elliptiques 12 

Die  16  JacohVschen  Additionsformeln 198 

de  Bruno,  F. 

Anwendungen  der  binären  Formen  auf  elliptische  Functionen 571 

Bruns,  H. 

Die  Perioden   der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  als 
Functionen  der  absoluten  Invariante 230—231 


575 

Bugaieff,  N.  V.  Seite 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Zahlentheorie 560 

Casey,  J. 

Ueber  eine  neue  Form  der  Tangentialgleichungeu 561 

Casorati,  F. 

Ueber  die  historische  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  ....  7 

Catalan,  E. 

Verallgemeinerung  der  Legendre^ sehen  Gleichung 232 

Die  Oberfläche  des  dreiachsigen  Ellipsoids 552 

Canchy,  A.  L. 

Theorie  der  Integrale  zwischen  complexen  Grenzen 51 

Verwandlung  eines  unendlichen  Productes  in  eine  trigonometrische  Reihe  97 

Abhandlungen  über  unendliche  Producte 97—98 

Beziehung  zwischen  Heihen  nach  Potenzen  von  q  und  7' 132 

Wertbestimmung  der  Grtxss'schen  Summen  .     .     .    .     • 5G6  sq. 

Cayley,  A. 

An  elementary  treatise  on  elliptic  functions 12 

Lösung  der  £itZer'schen  Differentialgleichung  mit  Hülfe  der  allgemeinen 

dx    _    du    ,    dz       div 

-7^+-/=+-^+-7=  =  0   (Lond.  Math.  S.  Proc.  VIU,  184-199)  zu  191 

Ueber  die  Transformation  dritter  Ordnung 352 

Additionsformeln  für  sn  für  beliebig  viele  Argumente 370 

Die  Transformation  dritter  Ordnung  des  elliptischen  Integrals  erster 

Gattung 429 

Differentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Mnltiplicationsformel  .    .  437 

Ueber  Werte  des  Multiplicators  und  dos  Moduls 449 

Zur   Iheorie  der  Modulargleichungen 481 

Reduction  eines  J-ierscben  Integrals  auf  elliptische 510 

Ueber  eine  Integrationsmethode  von  Tchebichef 511 

Ueber  die  bicirculare  Curve  4.  Ordnung •    ...  561 

Ueber  das  Schliessungsproblem 563 

Geodätische  Linien  auf  dem  Ellipsoid 564 

Lösung  einer  cubischen  Gleichung  mit  elliptischen  Functionen     ....  568 

Rein  algebraische  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  570 

Chasles,  M. 

Sätze  über  confocale  Kegelschnitte 548 

Sätze  über  die  Lemniskate 551 

Christoffel,  E.  B. 

Abbildung  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen •     .  505 

Clarisen,  Th. 

Anwendung  der  Gawss'schen  Reduction  des  elliptischen  Differentials   •    .  27 

Die  Construction  des  Siebzehnecks  der  Lemniskate 384 

Clebsch,  A. 

Theorie  der  binären  algebraischen  Formen 429.  570 

Curven,  deren  Coordinaten  elliptische  Functionen  eines  Parameters  .    .    .  502 

Zur  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung 562 

Zur  Theorie  der  Gleichungen  5.  und  6.  Grades 568 

Anwendungen  der  binären  Formen  auf  die  Transformation 570 

Clifford,  W.  K 

Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen  .    .    .    • 503 


576 

Craig,  Th.  Seite 

Projection  eines  Ellipsoids  auf  eine  Kugel 565 

Daniels,  A.  L. 

On  Weierstrasa'  methods  in  tlie  tlieory  of  elliptic  functions 13 

Darhoujc,  G. 

Beweis  des  jBK^er'soben  Additionstlieorems 194—195 

Rectitication  der  Cartesisehen  Ovale 561 

lieber  ein-  und  uuigesclirielieue  Polygone 563 

Krüuimungsmittelpunktsfläche  des  Ellipsoids •     .    .     .  564 

Ueber  Anwendung  der  elliptisclieu  Functionen  auf  Raumeurven  ....  563 

Lösung  der  Gleichung  vierten  Grades 568 

Dedekind,  R. 

Theorie  der  elliptischen  Modul-Functionen 482.  570 

Delisle,  Ä. 

Bestimmung  der   allgemeinsten  der  Functionalgleichung  der  a- Function 

genügenden  Function  (C'ie&sc/i  Ann.  XXX,  91  — 119,  1SS7)  zu 142 

Despeyrous. 

Beweis  des  £»Zer'schen  Additionstheorems 193 

Didoi,  F. 

Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  der  Variabein  .  404 

Dirichlet,  Lejeune,  P.  G. 

Ueber  Legendre's  Traite  des  fonctions  elliptiques 3 

Ueber  JacobPs  wissenschaftliche  Leistungen 6 

Ueber  Gauss'  Entdeckung  des  Princips  der  doppelten  Periodicität  ...  6 

Ueber  die  JacobPsche  Function 121 

Relation  zwischen  bestimmten  Integralen  und  Reihen 130.  131 

Ueber  das  Multiplications-Problem  der  elliptischen  Functionen      ....  370 

Ueber  Jacobx's  Lösung  des  Theilproblems 383 

Doii"n,  E. 

Reduction  des  elliptischen  Integrals  mit  imaginärem  Modul  auf  ein  ultra- 
elliptisches   510 

Duhamel,  J.  M.  C. 

Elements  de  calcul  infinitesimal 12 

Dumas. 

Integrale  dritter  Gattung  bei  einem  mechanischen  Problem 279 

Verbindungen  von  sn«,  cn  »,  dn«  mit  Z(u) 375 

Dur'ege,  H. 

Ueber  Euler''s  Additionstheoreme  trigonometrischer  Functionen    ....  11 

Theorie  der  elliptischen  Functionen 12.  254.  368.  559.  571 

Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Grösse 51 

Ueber  die  bei  den  Integralen  dritter  Gattung  zu  unterscheidenden  Fälle  .  254 
Darstellung  der  Richelof  sehen  Methode  der  Entwickelung  der  elliptischen 

Functionen 368 

Zusammenhang  der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen 

Trigonometrie 559 

Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  Curven  3.  Ordnung    ....  565 

Dyck,  W. 

Zur  Theorie  der  Modulargleichungen 500 


577 

Eisenstein,  F.  G.  M.  Seite 

lieber  algebraische  Additionstheoreme 10 — 11 

Ueber  unendliche  Doppelproducte 69.  74 

Herleitimg  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Functionen      ....     195 

Theorie  der  Leiuniskatenfunctionen 384 

Difterentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Transformationsformel 

438—439.  443. 

Engel,  E. 

AbeVschQ  Relationen  für  die  Teilwerte  der  elliptischen  Functionen  .    .    .    571 

Enneper,  A. 

Ueber  allgemeine  Thetafunctionen 135 

Verallgemeinerung  der  Legendre'' sehen  Gleichung 232 

Ueber  eine  Differeutialgleichung  der  elliptischen   Integrale   in  Beziehung 

auf  den  Modul 236 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  sphärische  Kegelschnitte    .     563 

Flächen  mit  ebenen  und  sphärischen  Krümraungslinien 564 

Notiz  über  die  biquadratische  Gleichung 568 

Escary. 

Euler'sche  Gleichung  und  Krümmungslinien 564 

Essen. 

Ueber  Transformation  der  elliptischen  Functionen •    .    429 

Euler,  L. 

Die  analytische  Bedeutung  der  elliptischen  Integrale 1.  3 

Untersuchungen  über  Additionstheoreme  trigonometrischer  Functionen     .       11 
Reihen-Entwickelung  des  vollständigen  Integrals  erster  Gattung  ....      32 

Darstellung  der  Functionen  durch  unendliche  Produkte 67 

Darstelhing  eines  Products   durch  eine  Potenzreihe,    deren  Exponenten 

eine  arithmetische  Progression  zweiter  Ordnung  bilden 181 

Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  und  Integrale  erster 

Gattung 184.  185 

Integration  der  elliptischen  Differentialgleichung 185 — 190 

Zurückführung  eines  elliptischen  Integrals  auf  ein  niederes 511 

Summe  zweier  Ellipsenbogen.    Fagnano''s  Satz 533.  537 

Additionstheorem  für  die  drei  Gattungen 534—541 

Ueber  die  elastische  Curve 537 

Allgemeinstes  Additionstheorem  für  elliptische  Integrale 539  sq. 

Vergleich  seiner  Arbeiten  mit  denen  von  Fagnano  und  Legendre     .    .    .    542 
Relation  zwischen  den  Bogen  einer  Hyperbel 543 

Fagnano,  L. 

Sätze  über  Ellipsen-  und  Hj-perbelbogeu 1.  3 

Das  nach  ihm  benannte  Theorem 514  sq. 

Ueber  die  parabolische  Curve 527  sq. 

Die  Lemniskate  und  die  cubische  Parabel 530  sq. 

Die  Teilung  der  Lemniskate 532.  546 

Falk,  M. 

Existenzbeweis  der  beiden  Perioden  der  elliptischen  Functionen  ....      58 

Fiedler,  E.  W. 

Eine  Klasse  irrationaler  Modulargleichungen 482 

Enneper,  eUipt.  Functionen.    '2.  Auü.  37 


578 

Floquef.  Seite 

KrUmiuungslinien  des  Hyperboids 564 

Frobeuius.  G.  und  Stickelberger,  L. 

Difterentiation  der  elliptischen  Functionen  nach  den  Perioden  u.  Invarianten  167 

Darstellung  einer  doppeltperiodischen  Function 485 

Ueber  die  Addition  und  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  .    .    .  500 

Fiichs,  L. 

Beweis  der  Irrationalität  des  Periodenverhältnisses 58 

Integrale   der  Differentialgleichungen,  denen  die  Periodicitätsmoduln  der 

elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  genügen 229 

FHhivia7in,  W. 

Transformation  der  Thetafunctionen 427 

Fuss,  N. 

Ueber  eine  Euler'sche  Reduction  eines  elliptischen  Integrals 511 

Galfi,  G. 

Ueber  einige  Eesultate  in  Maclaiirin's  Treatise  of  Fluxions 525 

Gauss,  C.  Fr. 

Modul  der  analytischen  Functionen 6 — 7 

Priorität  der  Entdeckungen  wichtiger  Theoreme  über  elliptische  Functionen  6—7 

Princip  der  doppelten  Periodicität 6 

Ueber  eine  Arbeit  von  Abel G 

Reduction  des  elliptischen  Differentials 27 

Verwandlung  eines  unendlichen  Produktes  in  eine  Reihe 98 

Beziehungen  zwischen  ^-Functionen  mit  reellem  u.  imaginärem  Argument  135 
Die  nach  ihm  benannte  Transformation;  das  arithmetisch-geometrische 

Mittel 361—364 

Ueber  die  von  Abel  gegebenen  Teilungsgleichungen 382 

Ueber  die  Teilung  der  Lemniskate 385.  530.  546 

Beziehungen   zwischen  ^(0,q«),  ^2(0,q«),  ^3  (<>,  q")  für  «  =  1,4,  5      .    .  385 

Reduction  eines  allgemeinen  Integrals  auf  ein  elliptisches 506 

Geisenheimer,  L. 

Ueber  sphärische  Kegelschnitte |  0 

Genocchi,  A. 

Zur  Litteratur  über  das  jEu^er'sche  Additionstheorem 195 

Differentialgleichung  für  den  Multiplicator 450 

Reduction  des  elliptischen  Integrals 513 

Ueber  den  Bogen  des  Cartesischen  Ovals 561 

Gierster,  J. 

Ueber  Modulargleichungen 500.  570 

Klassenzahl  binärer  biquadratischer  Formen  von  negativer  Determinante  .  567 

Glaisher,  J.  W.  L. 

Beweis  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 

durch  (/-Reihen  (Messenger  (2)  XII,  43—48,  1882) zu  225 

Beweis  der  Le^e/«Zre'schen  Gleichung 233 

Vollständige  Theorie  der  Grössen  K,  E,  J,  G,  K' ,  E ,  J' ,  G'      ....  233 

Zum  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung     .    .    .  266 

Entwickelung  elliptischer  Functionen  in  (/-Reihen 398 

Reduction  eines  allgemeineren  Integrals  auf  elliptische 509 


579 

*  Seite 

Reduction  einiger  bestimmter  Integrale  auf  elliptische 509 

Zusammenhang  zwischen   elliptischen  Functionen   und  sphärischer 
Trigonometrie 559 

Göpel,  A. 

'Iheorie  der  .Iterschen  Functionen 121 

Oöring,  W. 

Ueber  die  Teilwerte  der  Thetafunctioneu  im  6rai«.s'schen  Nachlasse      3«5.  470 

Gordan,  P. 

Ueber  die  Transformation  der  Thetafnnctionen 42" 

Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  5.  Grade 570 

Anwendung  der  binären  und  temären  Formen 570 

Goursat,  E. 

Reduction  hyperelliptischer  Integrale 513 

Graves. 

Satz  über  confocale  Kegelschnitte 548  sq. 

Greenhill,  A.  G. 

Complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 385 

Complex  multiplication  of  elliptic  functions  (Quart.  J.  XXII,  119—150,  174, 

18S7) zu  385 

Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  die  elastische  Curve     .    .    .    561 

Anwendungen  der  Weierstrass'schen  elliptischen  Functionen 504 

Lösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades 567 

Griffith,  J. 

Grave's  and  Mac  Cullagh's  theorems  (Lond.  M.  S.Proc.XXXI,  177-179, 1882)  zu  548 

Grube,  F. 

Reduction  eines  bestimmten  Integrals  auf  elliptische 509 

Gudeiinann,  Chr. 

Eintührung  der  abgekürzten  Bezeichnungen  sn,  cn,  dn  etc 35 

Entwickelung  von  sn  u  nach  Potenzen  von  u 395 

Transformation  der  elliptischen  Functionen 430 

Differentialgleichungen  für  Zähler  und  Nenner  der  Transformatiousformeln    443 

aE+b(K'—E') 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  aKA-hK' — ^^^ 

Reduction  der  elliptischen  Integrale  auf  die  Normalform       513 

Sphärische  Kegelschnitte,  deren  Bogen  sich  teilen  lässt 560 

Günther,  S. 

Pseudoelliptische  Integrale      509 

Gützlaff. 

Ueber  die  Modulargleichung  für  die  Transformation  7.  Ordnung  .    352  466.  479 
Gundelfinger,  S. 

Quadratische  Transformation  des  elliptischen  Differentials 430 

Das  Schliessungsproblem  bei  zwei  Kegelschnitten 563 

Gylden,  H. 

Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Reihen  und  Anwendungen 

derselben  auf  astronomische  Probleme 405 

Hädenkamj). 

Verallgemeinerung  der  Z/egrewcZre'schen  Gleichung 232 

Halphen,  G.  H. 

Traite  des  fonctions  elliptiques 12.  142.  505.  571 

Geometrische  Definition  der  elliptischen  Functionen 35 — 36 

37* 


580 

Seite 

a'u 
Bezeiclmunff  der  Function  — 100 

Pseudoelliptisclie  Integrale  (Traite  des  fouctions  elliptiques,  II,  chap.XIV)  zu  509 

Ueber  eine  elastische  Curve 561 

üeber  ebene  Curven  dritter  Ordnung 561 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Geometrie 564 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Mechanik 571 

Hat-iiack,  A. 

Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  die  Curven  dritten  Grades    .    562 
Darstellung  der  Raumcurven   vierter   Ordnung  erster   Species   und  ihres 
Secantensystems  durch  doppeltperiodische  Functionen  {Clehsch  Ann.  XII, 
47—86,  1877) zu  562 

Harprecht,  A. 

Anwendung  der  Transformation  auf  die  Berechnung  elliptischer  Integrale    356 

Hart,  H. 

Satz  über  geodätische  Linien 548 

Ueber  die  Cassim'sche  Curve 561 

Heine,  H.  E. 

Darstellung  der  elliptischen  Functionen  in  Form  unendlicher  Produkte     75  sq. 
Reduction  der  elliptischen  Integrale  in  ihre  kanonische  Form 513 

Heinze,  L. 

Die  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 562 

Hentschel,  0. 

lieber  einige  conforme  Abbildungen 565 

Hemiite,  Ch. 

Theorie  der  Abel'schen  Functionen      122 

Darstellung  einer  Function  der  Form  A&{x)-{-B&i{x) 126 

4  4  _ 

Bedeutung  der  Hermiteschen  ^-Functionen  \/k  und  \/k' 181.  482 

Reductionsformel  eines  elliptischen  Integrals 206 

Ueber  die  Transformation  dritter  Ordnung 352 

Anwendung  der  Transformation  zweiten  Grades  auf  die  Entwickelung  der 

elliptischen  Functionen 389.  394  sq. 

Entwickelung  der  Functionen  [/{\  +  snu)  {1  +  ksnu) 398  sq. 

Neue  Methode   der  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen   nach  Po- 
tenzen der  Yariabeln    .     .     .    .    , 402  sq. 

Die  Transformation   der  elliptischen  Functionen   und   die  Constantenbe- 

stimmung  mit  Hülfe  der  öaitss'schen  Summen 427 

Die  Bezeichnung  der  Thetaflmctionen  durch  zwei  Indices    ....     428.  429 

Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen 429 

Die   Transformation    dritter   Ordnung    des    elliptischen   Integrals    erster 

Gattung 429 

Bedeutung  der  Modulfuuctionen       482 

Darstellung  einer  doppeltperiodischen  Function  durch  Z{u) 485 

Reduction  eines  Aberschen  Integrals  auf  elliptische 510 

Ueber  eine  Euler'sche  Reduction  eines  elliptischen  Integrals 511 

Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  Curven  3.  Ordnung  ....  561 
Zahlentheoretische  Folgerungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  566 
Lösung  der  Gleichung  vierten  Grades 568 


581 

Seite 

Theorie  der  Modulargleichungen  und  Lösung  der  Cileichung  fünften  Grades  568 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Mechanik  und  Physik    .    .  571 
Herrmann,  0. 

Confonne  Abbildung  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen 565 

Herstowski. 

Anwendung  der  Schröter  sehen  Methode  :iuf  die  Pruduct-Entwickelungen 

der  Jr/roftt'schen  Functionen 471 

Herz,  K 

Reduction  des  Integrals   Csn"*xcn^x AmPxdx 509 

Ho  ff  mann,  H. 

Zur  complexeu  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 3S4 

Holzmüller,  G. 

Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  und  der  conformen  Abbildungen  565 
Hoppe,  R 

Geometrische  Anwendungen  des  Additionstheorems 563 

Anwendung  der  Thetafunctionen  auf  geodätische  Strecken  und  Winkel   .  564 
Hermann,  G. 

lieber  Unduloide  und  Nodoide 565 

Hoüel,  J. 

Theorie  des  fonctions  elliptiques 12 

Hoyer.  P. 

Integration  eines  Diflferentialgleichungssystems  durch  elliptische  Functionen 

(Diss.  Berlin  1879) zu  p.  35 

HumbeH,  G. 

Parameterdarstellung  der  Curven  nach  Clebsch 562 

Hurivitz,  A. 

Zur  Theorie  der  Modulargleichungen 481 

Modulfunetionen  und  Multiplicatorgleichungen 482 

Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  Probleme  der  Geometrie  .    .  562 
Jacobi,  C.  G.  J. 

Periode  oder  Index  der  Periodicität  einer  Function 3 

Seine   Untersuchungen    über    elliptische   Functionen    basiren    auf   denen 

Legendre's 4 

Seine  ersten  Arbeiten  über  elliptische  Functionen  erwähnt  von  Legendre  4 

Die  doppelte  Periodicität  der  elliptischen  Functionen 4 

Briefe  an  Legendre 5 

Erste  Entdeckungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ....  5 

Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticarum 5  sq. 

Theorie  der  elliptischen  Functionen,  basirt  auf  die  Thetafunctionen      .    .  6 

Correspondance  mathematique  entre  Legendre  et  Jacobi 7 

Ueber  die  Anzahl  der  Perioden  einer  Function  einer  Variabein     .    .    .     11.  74 

Formeln  zur  Reductiou  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalfonu      ...  22 
Anwendung    der  Reduction    auf  die   Bestimmung   der  Hauptaxen    einer 

Fläche  zweiter  Ordnung 27 

Fundamentalsatz  für  die  Transformation  des  elliptischen  Differentials  .    .  30 

Die  Begriffe  Amplitudo,  Modul,  Complementärmodul 31.  32 

Die  ganzen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 32 

Einführung  der  elliptischen  Function  als  Umkehning  des  elliptischen  In- 
tegrals       , 33 


582 

Seite 

Die  Bezeichnung  sin  am,  cos  am,  z/am  etc 33.  34 

Elliptische  Functionen  mit  imaginärem  Argument 44 

Darstellung  der  elliptischen  Functionen  in  Form  unendlicher  Producte  74 
Darstellung  von  sn  u,  cn  »,  dn  u  durch  trigonometrische  Reihen    ....      83 
Darstellung    der   Quadrate    der    elliptischen   Functionen    durch    trigono- 
metrische Reihen 84 

Eine  identische  Gleichung  zwischen  r/-Producten 88 

Verwandlung  eines  unendlichen  Productes  in  eine  Reihe      .     .     .98.  113 — 117 

Anwendung  der  Thetareihen  auf  quadratische  Formen 117 

Einführung  der  Functionen  0  und  H 117 

Darstellung  der  Functionen  sn,  cn,  dn  als  Quotienten  aus  6-  und  H-Reihen    1 1 8 

Einführung  der  i^-Functiünen 118—121.  122 

Die  Transcendente  6  als  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  der  elliptischen 

Functionen 121 

Die  Bezeichnung  „Abet sehe  Functionen" 121 

Partielle   Differentialgleichung   für   Zähler    und   Nenner   der    elliptischen 

Functionen 127 

Thetafunctionen  mit  imaginärem  Argument 127 — 134 

Das  Fundamentaltheorem  für  die  Thetafunctionen 135 — 139 

Theorie   der  elliptischen  Functionen   aus   den  Eigenschaften  der  Theta- 
reihen abgeleitet      135 

Zweiter  Beweis  des  Fundamentaltheorems  für  die  Thetafunctionen  .  139—141 
Reihen  für  die  Quadrate  von  sn,  cn.  dn  und  fiir  die  Logarithmen  von 

i^,  »U  ^2,  ^3 l''* 

2Kx                   1 
Reihen  für  sn«- und  ^^  und  Folgerungen 175—177 

sn» 

TT 

Darstellung   von    Uil—z'')   und  dessen  Cubus    durch   eine  Potenzreihe 

r-l 

^(_l)'»;ji(3'"'+'»)  und  J(— l)"(2»+l)/2:(«^+"' 181 

m  =  — 00  n=  0 

4  _  4  _ 

Werte  für  \/k  und  /ä'  als  Functionen  von  q 181 

Folgerungen  aus  dem  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  196—198 
16  Formeln   zwischen    je    zweien    der  Functionen    sn(it+iO,   cn{u  +  v), 

dn(M  +  r)  oder  allen  dreien 198—199 

Merkwürdige  Relation  zwischen  den  sn  von  »,  o,  b,  u-^a,  u  +  h  .  .  199 — 200 
Die  Bezeichnung  des  ganzen  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung     .    .    215 

Die  Bedeutung  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung 218 

Einführung  der  Function  Z{n) 219 

Zusammenhang  zwischen  ö(h),  Z{h)  und  &{u) 220 

Das  Additionstheorem   des  Integrals   zweiter  Gattung  aus   dem  Integrale 

erster  Gattung  hergeleitet 224 

Untersuchungen  über  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  .     .     224 — 226 

Normalformen  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung 255 

Reihenentwickelungen  für  die  Integrale  dritter  Gattung 255  sq. 

Reduction   des   elliptischen  Integrals   dritter  Gattung  auf  eine  Function 

zweier  Argumente 257 

Additionstheorem  für  das  Argument  in  den  elliptischen  Integralen  dritter 

Gattung 257  sq.  265 


583 

Seito 

Eiufiihrnng  der  Function  ii(it) 260 

Satz  von  der  Vertauschung  des  Arguments  mit  dein  Parameter  ....  264 
Additionstheorem  der  Parameter  in  den  Integralen  dritter  Gattung  .  .  .  266 
Die  wesentlichsten  Formen  der  Integrale  dritter  Gattung 268  sq. 

Reihenentwickelungen   für  log ,.,   .       { 275 

Seine  ersten  Arbeiten  über  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  ....    278 

Erste  Untersuchungen  über  die  Transformation 282 — 290 

Anwendung  des  Satzes  von  Cotes  auf  die  Transformation 300  sq. 

Erste  Publikationen  über  die  Transformation 307 

Die  Transformation  des  grösseren  Moduls  in  den  kleineren 307 

Bestimmung  von  q  aus  \/k=  -";  '  ^.  für  reelle  k  zwischen  0  und  1    .    .    307 

^3(0,  q) 

1 

Die  Thetafunctionen ,  in  denen  q  durch  aq"  ersetzt  ist 313 — 319 

sn  (  y^ ,  /  1  als  rationale  Function  von  sn  it 334.  490 

Die  Transformation  des  kleineren  Moduls  in  den  grösseren 337 

Die  allgemeine  algebraische  Transformation 337  u.  338 

Die  Transformationen  dritter  und  fünfter  Ordnung 350 — 352 

Weitere  Ausführungen  zur  Transformation  von  Gauss 362 

Geometrische  Ableitung  der  Lande7i'scheü  Transformation 367 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 371 — 375 

Darstellung  von  snnu,  cnnu,  da  nu  in  Form  von  Summen 376 

Ueber  die  Division  der  elliptischen  Functionen 383 

Einige  Punkte  der  Theorie  der  complexen  Multiplication 384 

Die  elliptischen  Functionen,  deren  Modul  grösser  als  1  ist 386  sq. 

Unendliche  Reihen  für  [/k  und  \/ k' 398 

Die  allgemeine  Transformation  der  Thetafunctionen 407  sq. 

Ueber  die  Abhängigkeit  des  Problems  der  algebraischen  Transformation 
der   elliptischen  Functionen    von    der  allgemeinen  Transformation  der 

Thetafunctionen 425.  426 

Differentialgleichungen     für    Zähler    und    Nenner    der    Transformations- 
formeln      430  sq.  437.  443 

Ueber  die  Modulargleichung 444  sq. 

Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  zwischen  k  und  l     .    .    .    .    445 — 447 

Charakteristische  Eigenschaft  der  Modulargleichung 448.  452 

Multiplicatorgleichuug 449 

Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für  gewisse  g-Reihen 450 

Modulargleichung  für  die  Transformation  III.  Ordnung 464 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung 465.  478 

/i  (br, 

0   l/x(l— x)(l— Ä:Ax)(l-|-Äx)(l4-Aa;) 

die  Summe  zweier  elliptischen  Integrale 509 

Methode  zur  Bestimmmung  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 554 

Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten  auf  ein  Problem  der  Ele- 
mentargeometrie   563 

Ueber  die  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid 564 

Zerlegung  einer  Zahl  in  vier  Quadrate 566 


584 

Seite 

Jochmauu,  P. 

Abbildung  des  Rechtecks  auf  der  Kreisfläche 565 

Johnson,  W.  W. 

Existenzbeweis  der  imaginären  Periode  der  elliptischen  Functionen      .    .  58 

Jordan,  C. 

Algebraische  Untersuchung  der  Teilungsgleichung H8I.  570 

Ueber  Modularglcichungcn 569.  510 

Anwendungen  der  Substitutionstheorie  auf  elliptische  Functionen     .    .     .  57U 

Joiibert,  P. 

Ueber  die  den  Modulargleichungen  analogen  Gleichungen     ....     568.  565 

Ueber  die  Lösung  der  Gleichungen  5.  Grades       568.  569 

Ueber  Multiplicatorgleichungen 568 

Ueber  die  Gleichung  6.  Grades 569 

Isenkralie,  C. 

Die  Umkehrung  der  vollständigen  elliptischen  Integrale 233 

Ivory,  J. 

Ueber  Transformationen  gerader  Ordnung 339 

Kiepert,  L. 

Siebzehnteilung  des  Lemniskatenumfangs 384 

Multiplioation  und  Division  der  elliptischen  Functionen 385.  386 

Weieratrass    Darstellung   einer   doppeltperiodischen   Function   durch  Pu 

und  p'u 485 

Ganzzahlige  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 499 

Transformation  und  Teilung  der  elliptischen  Functionen 499 

Transformation  bei  zusammengesetztem  Transformationsgrade      ....  500 
Curven,    deren  Bogen   sich    durch   elliptische  Integrale   1.  Gattung   aus- 
drücken lassen 560 

Teilung  des  Bogens  der  Curve  >^=:co?,'i(p 560 

Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades 569 

Kleiher,  J. 

Zusammenhang  der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Trigono- 
metrie        559 

Klein,  Felix. 

Zur  Transformation  auf  die  Weierstrass'sGhQ  Normalform 29 

Ueber   unendlich    viele  Normalformen    des    elliptischen   Integrals    erster 

Gattung 30 

Ueber  die  Normalform  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung   .    .    .    .  213 

Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen 482         il 

Transformation  der  elliptischen  Functionen 500        J 

Untersuchungen  über  das  Ikosaeder 569 

Ueber  Modular-  und  Multiplicatorgleichungen 569.  570 

Ueber  die  Gleichungen  fünften  Grades 569.  570 

Die  elliptischen  Functionen  und  die  absolute  Invariante  der  binären 

biquadratischen  Form 571 

König,  J. 

Zur  Theorie  der  Modulargleichungen 481        || 

Königsberger,  L.  t^ 

Analyse  des  Legendre'sch&n  Traite  des  fonctions  elliptiques 4        ^ 

Ueber  Gauss'  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  elliptischen  Functionen  6—7 


585 

Seite 

Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliiitisclien  Functionen   .     12.  38(5.  405.  428 

Verüffentliclumgen  aus  Richelot'a  Nachlass 26.  565 

Beweis  der  Irrationalität  des  Periodenverhältnisses 58 

Ueber  die  Bedeutung  der  drei  Lcfjcndrf'achcn  Norraalformen 212 

Einige  Punkte  der  Theorie  der  coiuiiloxen  Multiplieation 384 

Die  Transformation,  die  Multiplicatiun   und  die  iModuhirgleichungen    386.  389. 

[391.  407.  428 

Entwiekelungen  der   UVicjs/rais'seheu  Functionen  AI{h) 406 

Die  linearen  Transformationen  der  He nnite' sehen  ^-Functionen   ....    428 
Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  428. 570 

Reduction  Abel'scher  Integrale  1.  Ordnung  auf  elliptische 510 

Reduction  hyperelliptischer  Integrale 512 

Complexc  Multiplieation  und  Reduction  Abel'scher  Integrale    ....    512  sq. 

Kossak,  E. 

Bestimmung  der  oberen  Grenzen  zweier  elliptischer  Integrale  analog  den 
Äosew/»rtin'schen  dritter  Gattung  (Berlin  1872)       zu  p.  280 

Koivalevski,  S.  v. 

Reduction  Abel' schev  Integrale 513 

Reduction  ^Iftcrscher  Integrale  1.0.  auf  elliptische 510 

Untersuchungen  über  die  Reduction  hyperelliptischer  Integrale  auf  ellip- 
tische und  auf  algebraisch-logarithmische  Functionen 512 

Complexe  Multiplieation  und  Reduction  .üerscher  Integrale 519 

Krause,  M. 

Ueber  die  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  2.  und  3.  Art  in  trigo- 
nometrische Reihen  (Clebsch  Ann.  XXX,  425—436,  516—534,  1887)  .     zu  405 

Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen 470 

Zur  Transformation  der  Modulargleichungen 481 

Die  Discriminante  der  Modulargleichungen 481 

Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  568.  570 

Krey,  H. 

Ueber  Hermite's  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades 568 

Kronecker,  L. 

Herleitung  der  Jacob i' sehen  Thetaformel  und  der  dreigliedrigen  ö-Formel    142 

Theorie  der  singulären  Moduln  und  complexe  Multiplieation 384 

Arithmetische  Folgerungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  566-5()7 

Die  Multiplicationsformeln  für  die  elliptischen  Functionen 567 

Ueber  die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  ....  568-569 
Ueber  die  Teilungsgleichungeu  für  die  elliptischen  Functionen     ....    571 

Kruseniarck. 

Theorie  der  elliptischen  Functionen  auf  lA-Formeln  basirt 142 

Küpper. 

Teilung  elliptischer  Bogen 524 

Kummel,  C.  H. 

Ueber  den  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischeu  Mittels    ....    364 

Kunz,  G. 

Ein-  und  umgeschriebene  Polygone 563 

Lagrange,  J.  L. 

Als  Vorläufer  von  Legcndre  erwähnt  von  Lejeune-Dirichlet 3 

Integration  der  elliptischen  {Euler' sehen)  Differentialgleichung     .    .    188—190 


586 

Seite 

Die  Lagrangc-Eiikr'sche  Methode  der  Lösung  der  elliptischen  Differential- 
gleichung angewandt  auf  die  Herleitung  des  Additionstheorems  für  pu  191  —  192 

Herleituug  des  Additionstheorems  für  arcsin.x' 193 

Ueber  die  Transformation  zweiter  Ordnung 358 

Analogie   zwischen   dem  Additionstheorem   und  dem  Hauptsatz  der  sphä- 
rischen Trigonometrie 559 

Landen,  J. 

Sätze  über  Bogen  der  Ellipse  und  Hyperbel 1.3.  524.  525 

Transformation  nach  Landen  benannt 353 

Das  nach  ihm  benannte  Theorem 365 

Laurent,  H. 

Theorie  elementaire  des  fonctions  eUiptiques 12.  564 

Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen 564 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Mechanik 571 

Leaute,  H. 

Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  das  Schliessungsproblem  .  .  563 
Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen 563 

Lebesgue. 

Theorem  über  die  EUipsoidfläche 554  sq. 

Leffler,  siehe  Mittag-Leffler. 

Legendre,  A.  M. 

Basirt  seine  Untersuchungen  auf  Eider 1.  541 

Zu  Etder's  Bemerkung  über  die  analytische  Bedeutung  der  elliptischen 

Integrale 2 

Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 2 — 4 

Traite  des  fonctions  eUiptiques 3 — 4  sq. 

Correspondance  entre  Legendre  et  Jacobi 7 

Nor  malform  elliptischer  Integrale 14.  30 

Erste  Methode  der  Reduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Xormalforra  14—19 
Zweite  Methode  der  Reduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalform  19—20 
Einführung  der  Begriffe  Amplitudo,  Modul  und  Complement  des  Moduls       31 

Numerische  Werte  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 32 

Reihenentwickelung  für  das  vollständige  Integral  erster  Gattung      ...      33 

Bezeichnet  das  elliptische  Integral  mit  „elliptische  Function" 33 

Die  Bezeichnung  J(^)  für  11 — k-sin^cp 34 

Bemerkung  zu  Eider's  Integration  der  elliptischen  Differentialgleichung   .     184 

Die  Classification  der  elliptischen  Integrale 205 — 208 

Das  elliptische  Integral  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 212 

Das  ganze  elliptische  Integral  zweiter  Gattung 214  sq. 

Das  Additionstheorem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung    216 — 217 
Differentialgleichungen  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung in  Beziehung  auf  den  Modul 226—228 

Die   Legendre'sche   Gleichung    zwischen    den    Perioden    der    elliptischen 

Functionen 232 

Untersuchungen  über  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung    ...   236  sq« 

Vertauschung  von  Argument  und  Parameter 247 

Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  .  .  248  sq.  265 
Zwei  Classen  von  Integralen  dritter  Gattung 251 


587 

Seite 

Ausdruck  des  ganzen  Integrals  dritter  Gattung  durch  Integrale  erster  und 

zweiter  Gattung 263 

Die  Integrale  dritter  Gattung  in  Form  von  Reihen       279 

Zu  Jacobis  Transformation 290.  291.  307.  338 

L'          K' 
Die   Relation    -y-  =  g  -fy  in  der  Transfonnation 299 

Ueber  die  Anzahl  der  Moduln  bei  einer  Transformation  n'er  Ordnung       .    350 

Die  Transformation  dritter  und  fünfter  Ordnung 352 

Ueber  die  Transformation  von  Landen 357  sq. 

Anwendungen   der  Transformation   auf  die  Berechnungen  elliptischer  In- 
tegrale          364 — 365 

Versuch  der  Lösung  des  Multiplicationsproblems 370 

Die  Division  des  vollständigen  elliptischen  Integrals  erster  Gattung     .     .     380 

Transformation  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 45(t  sq. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung 465 

Integrale,  die  sich  auf  elliptische  reduciren  lassen 501  sq. 

Die  Oberfläche  des  dreiachsigen  Ellipsoids 552—554 

Eine  Curve  <>.  Ordnung,  deren  Bogen  sich  teilen  lässt 560 

Lejeune,  siehe  Dirichlet. 

Libri,  G. 

Lemniskatenteilung  und  verwandte  algebraische  Untersuchungen      .    546—547 

Lieblcin,  J. 

Anwendung  der  Transformation  auf  eine  Rollcurve 562 

Lindmann. 

Anwendung  der  Legendre'&chQn  Reductionsmethode 513 

Liouville,  J. 

Le^ons  sur  les  fonctious  doublement  periodiques 13 

Ueber  die  Teilung  des  Lemniskaten-Umfangs 384 

Lipschitz,  R. 

Zahlentheoretische  Folgerungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen       567 

Lobatto,  R. 

Reduction  elliptischer  Differentiale  auf  die  Normalform 26 

Longchamps. 

Rectificalion  der  Maclauriti sehen  Trisectrix 562 

Rectification  unicursaler  Curven  3.  Ordnung 562 

Lottner. 

Ueber  Functionalgleichungen,  welche  auf  das  ^it^r'sche  Additionstheorem 

führen 195 

Integrale  dritter  Gattung  bei  einem  mechanischen  Problem       279 

Luvhtvrhandt. 

Reduction  des  elliptischen  Differentials  auf  die  Normalform 23 

MacCidlagh. 

Geometrischer  Beweis  des  Satzes  von  iMndcn 543 

Satz  über  confocale  Kegelschnitte 548  sq. 

Maclaurin,  C. 

Sätze  über  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen 1 

Ueber  das  Problem  der  elastischen  Curve 525 

Geometrische  Deutung  elliptischer  Integrale 525 


588 

Malet,  J.  C.  Seite 

Pseudoelliptische  Integrale 509 

Eeduetion  hyperelliptischer  Integrale  auf  elliptische 510 

Mahtistcu. 

Darstellung  elliptischer  Integrale  durch  Kettenl)rUche 236 

Der  Fagnano'sche  Satz  auf  dem  Ellipsoid 558 

Mayigoldt,  H.  von. 

Ueber  Gaim  arithmetisch-geometrisches  Mittel 364 

Mansion,  P. 

Beweis,  dass  sich  jede  beliebige  Grösse  durch  sn(»+if,  A;)  darstellen  lässt    252 

Multiplication  und  Transformation  der  elliptischen  Functionen      ....    386 
Marie,  M. 

Ueber  Sätze  von  Clebsch  betr.  die  Quadratur  gewisser  Curven      ....    562 
Mathet. 

Ueber  Functionalgleichungen,  welche  auf  elliptische  Functionen  führen     .     195 
Mathieu. 

Zur  Theorie  der  Modulargleichungen 469 

Meech,  L.  W. 

Short  Method  of  elliptic  functions 13 

Meissel,  E. 

Allgemeinere  Thetafunctionen  mit  reellem  und  imaginärem  Argument  .     .     135 

Reduction  der  vollen  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  auf  diejenigen 

erster  Gattung 452 

Meray,  Ch. 

Existenzbeweis  der  beiden  Perioden  der  elliptischen  Functionen      ...      58 
Meyer.  C.  O. 

Entwickelung  einiger  elliptischen  Functionen  (Pr.  Dresden  und  Grelle  J. 
XXXVn,  273—404) zu  p.  509 

Ueber  rationale  Verbindungen  der  elliptischen  Transcendenten  (Grelle  J. 

LVI,  314—325) zu  p.  509 

Meyer,  U.  H. 

Ueber  Transformation  und  Multiplication 429 

Minding,  F. 

Sammlung  von  Integraltafeln 14 

Mittag-Leffler,  G. 

Ueber  die  Methoden  in  den  elliptischen  Functionen 13 

Moigno,  P. 

Die  Oberfläche  des  dreiachsigen  EUipsoids 552 

Moreau,  C. 

Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  der  Variabein   .    405 
Morera,  G. 

Zur  Transformation  und  Teilung  der  elliptischen  Functionen 482 

Moutard. 

Der  Poncelet'sehe  Satz  über  ein-  und  umgeschriebene  Polygone      .    .    .    563 
Müller,  Felix. 

Beziehungen  zwischen  dem  Modul  und  den  Invarianten 42 

Transformation  der  elliptischen  Functionen  nach  Weie7-strass  ....   493  sq. 

Invariantengleichungen  in  der  Transformation 492  sq. 


589 

Seite 

Die  Transformation  4.  Grades  der  elliptischen  Functionen 495 

Die  Multiplicatiou  von  pu 495  sq. 

lieber  Maclaiiii7i's  geometrische  Darstellung  elliptischer  Integrale    .    .    .    525 
Müller,  Ferd. 

Zur  Transformation  der  Thetafunctioneu      470 

Much. 

Ueber  die  Stnrm'sche  Methode  der  Ableitung  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale    erster  Gattung.     Ermittelung   des   integrirenden 

Factors.  (Schlömiich  Z.  XXVI,  333-335,  1881) zu  p.  193 

Neumatm,  C. 

Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  Abel'schen  Integrale     ....      51 

Ueber  die  Irrationalität  des  Periodenverhältnisses 58 

Noske,  R. 

Die  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid 564 

Paci,  P. 

Verallgemeinerung  des  Fagnano^schen  Satzes 558 

Teilung  des  Bogens  der  Lemniskate  und  der  Curve  r^  =  cos  3  ^      ...    560 
Pasch,  M. 

Das  Perioden-Verhältnis  bei  der  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals 

(C7efesc/i  Ann.  XIX,  155— 158,  1881)  .     .    • zu  58 

Peirce,  C.  S. 

Abbildung  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen 565 

Peters,  P. 

Darstellung  elliptischer  Functionen  durch  Flächen 58 

Picard,  Em. 

Reduction  AbeVschev  Integrale 513 

Picart,  A. 

Transformation  einer  Differentialgleichung 504 

Pick,  a, 

Ueber  die  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen     ....    384 
Picqv.et. 

Parameterdarstellung  der  Curven  dritten  Grades 562 

Plana,  G.  A. 

Reduction  des  elliptischen  Differentials  auf  die  Normalform 26 

Darstellung  von  JacoWs  Transformationsgleichungen 339 

Die  Oberfläche  des  dreiachsigen  Ellipsoids 554 

Poincare,  H. 

Reduction  ^fee^scher  Integrale 513 

Poisson,  S.  D. 

Bericht  über  JacohVs  Fundamenta 5.  339 

Beziehung  zwischen  Reihen  nach  Potenzen  von  q  und  q' 132 

Ueber  JacobVs  Transformation 339 

Pringsheim,  A. 

Beweis  der  Irrationalität  des  Periodenverhältnisses  der  elliptischen 

Functionen 57 — 58 

Badicke,  A. 

Entwickelung  von  K  und  E  nach  Potenzen  von  k 216 

Rausenberger,  0. 

Zur  linearen  Transformation  der  elliptischen  Functionen 428 


590 

Richelot  F.  Seite 

Keduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalform     .    .    .    .20  sq.  22.  23.  26 
Geometrische  Interpretation  der  Transformation  des  Integrals  1.  Gattung       26 

Ableitung  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Functionen 182 

Ausdehnung  der  Lagrange^achen  Methode  auf  AbeVsche  Differential- 
gleichungen   192 

Bemerkungen  zum  -EH^cr'schen  Additionstheorem 192 

Beweis  einer  .7aco6i'scheu  Relation  zwischen  sn  von  u,  a,  b,  ii+a,  u+b  199 — 200 

Reductionsformeln  für  die  elliptischen  Integrale 208 — 211 

Darstellung  einer  beliebigen  Grösse  durch  sn  (u+v,  k) 252 

Ueber  die  Landeti'' sehe  Transformation 358.  367 — 368 

Anwendung  der  Landeii^schen  Transformation  auf  die  Entwickelung  der 

elliptischen  Functionen 367.  389 

Formel  für  die  Zerlegung  eines  Quotienten  aus  Producten  von    ©-Func- 
tionen in  Partialbrüche 375 

Ueber  die  lineare  Transformation  der  elliptischen  Functionen 428 

Ueber  ein  Integral,  das  sich  auf  ein  elliptisches  reduciren  lässt    .     .     504.  505 

Ueber  ein-  und  umgeschriebene  sphärische  Polygone 563 

Abbildungsaufgabe      565 

Rieniann,  B. 

Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Variabein 51 

Definition  des  Yerzweigungspunktes 52 

Ueber  die  Irrationalität  des  Periodenverhältnisses 58 

Theorie  der  Gierschen  Functionen 122 

Verallgemeinerung  der  ie^encZre'schen  Gleichung  für  AbeVschQ  Integrale    233 

Roberts,  M. 

Rectification  des  Cartesischen  Foliuuis 561 

Sphärische  Kegelschnitte,  deren  Bogen  sich  teilen  lässt 560 

Krümmungslinien  des  Ellipsoids 564 

Roberts,  W. 

Formel  zur  Entwickelung  von  K  und  E 216 

Rogers,  L.  J. 

Ueber  ein-  und  umgeschriebene  Polygone 563 

Röthig,  0. 

Ueber  eine  Gattung  von  Integralen,  die  sich  auf  elliptische  zurückfuhren 
lassen 504.  512 

Rosanes,  J.  und  Pasch,  M. 

Ueber  ein-  und  umgeschriebene  Polygone 563 

Rosenhain,  G. 

Theorie  der  AbeVschen  Functionen 121 

JacobVs   Methode,   Thetafunetionen   mit   imaginärem   Argument   zu   ent- 
wickeln     127 

JacobVs  Beweis  des  Fundamentaltheorems  für  die  Theta- Functionen    .    .    135 
Anwendung  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  auf  dreifach- 
periodische  Functionen 280 — 281 

Riissel,  R. 

Modulargleichungen 481 

Salinen,  G. 

Sätze  über  confocale  Ellipsen 547 — 548 


591 

Snnio.  Seita 

Die  Transforniation  iiiul  Miiltiplication  der  elliptischen  Functionen  .    .     .    429 

Scheibner,  W. 

Herleitimg  der  Weierstrass^ sehen  dreigliedrigen  a  -  Formel  aus  der  Jacobi- 

schen  i>- Formel 142 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Thetafunctionen  mit  den  elliptischen  Inte- 
gralen (Clebsch  Ann.  XXXIV,  4i)4— 543) zu  169.  2^0 

Die  complexe  Multiplication  der  Thetafunctionen  (ib.  465 — 472)      .     .     .  zu  :^84 
Zur  Reduction  elliptischer,  hyperelliptischer  und  Abel'scher  Integrale  (ib. 

473—49.}) ZU  513 

Reduction  elliptischer  Integrale  in  reeller  Form 513 

Schellbach,  K.  H. 

Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 12.  26 

Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen 1S4.  195 

Anwendung  der  Zweiteilung  auf  die  numerische  Berechnung  der  elliptischen 

Integrale 380 

Geometrische  Darstellung  der  Lanrfen'schen  Substitution 559 

Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen 564 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Mechanik 571 

Schering,  E. 

Ueber  den  III.  Band  von  Gauss'  Werken 3S5 

Schläßi,  L. 

Beweis  der  Hennite' sehen  Verwandlungstafeln  fiir  die  elliptischen  Modnlar- 
functionen 428.  569 

Schlämilch,  0. 

Compendium  der  höheren  Analysis 12.  51.  4U6 

Reihenentwickelung  des  vollständigen  Integrals  erster  Gattung    ....      33 

Elliptische  Functionen  mit  imaginärem  Argument 45 

Beweis  der  Eindeutigkeit  der  elliptischen  Functionen 56 — 57 

Entwickelung   der  elliptischen  Functionen  mit  Hülfe    der  FoMj-ier'schen 

Reihen 92 

Werte  zweier  bestimmter  Integrale  mit  elliptischen  Functionen    ....      96 
Die  Entwickelung  der  vollständigen  Integrale  zweiter  Gattung     ....    216 

Entwickelungcn  der  ireiersfra^s'schen  Functionen  AI  (u) 406 

Complanation  centrischer  Flächen  2.  Ordnung 558 

Schröter,  H. 

Verallgemeinerte  d-Formel 142 

Integration  der  EitZej-'schen  Differentialgleichung 193 

Anwendung  der  GflHss'schen  Transformation 367.  368 

Modulargleichungen 453.  470 

Allgemeine  Formel  für  das  Product  zweier  Thetafunctionen  als  Summe 

ähnlicher  Producte 470  sq. 

Anwendung  dieser  Formel  auf  die  Herstellung  von  Modulargleichungen   475  sq. 

Schwarz,  H.  A. 

Weierstrass'  Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen 
Functionen  (siehe  Weierstrass-Schwarz). 

Scheinbare  Grösse  des  Ellipsoids 564 

Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche  ....  565 


592 

Seite 

Abbildimgsaufgaben 565 

Ueber  ebene  algebraische  Isothermen 565 

Schiverivg,  E. 

Eine  Gattung  geschlossener  transcendenter  Curven 562 

Curveu,  deren  Bogen  sich  durch  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung 

ausdrücken  lässt 560 

Die  Parallelcurve  der  Ellipse 561 

Die  Curve  |i  +  -^=l 561 

Seidel,  L. 

Anwendung  der  Zweiteilung  auf  die  numerische  Berechnung  des  ellip- 
tischen Integrales  erster  Gattung 380 

Serret,  J.  Ä. 

Curven,  deren  Bogen  ein  gegebenes  algebraisches  Integral 560 

Curven,  deren  Bogen  sich  durch  ein   elliptisches  Integral  ersten  Grades 

ausdrücken  lässt 560 

Siacci,  F. 

Sul  teorema  del  Conte  di  Fagnano  (Boncompagni  Bull.  III,  1 — 26,  1879)   zu  542 
Sieheck. 

Elliptische  Functionen  und  Curven  vierten  Grades 565 

Simon,  M. 

Ganzzahlige  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 499 

Ueber  das  Schliessungsproblem 563 

Siniony,  0. 

Reduction  eines  allgemeinen  Integrals  auf  elliptische 508 

Smith,  H.  J. 

Zur  Theorie  der  Modulargleichungen 481 

Sochocki,  J. 

Die  Constante  in  der  linearen  Transformation  der  Thetafiinctionen  .    .    .    428 
Sohncke,  L.  A.  i^ 

Die  Thetafunctionen  beim  Uebergang  von  q  in  aq^ 319 

Darstellung  der  JflcoWschen  Transformation 339 

Multiplication  der  elliptischen  Functionen 370 

4  __ 

Reihe  für  i/ä: 398 

Modulargleichungen 452  sq. 

Methode  zur  Herstellung  von  Modulargleichungen 468  sq. 

Somoff,  J. 

Numerische  Berechnung  der  Integrale  dritter  Gattung 279 

Stickelberger,  L.  siehe  Frobenius. 
Story,  W.  E. 

Fertige  Ausdrücke  Tür  sn(«i  +  H2+ ...+«2«— i)  etc.    (Newcomb.  Amer.  J. 

Vm,  364—375,  1885) zu  195 

Stuart,  G.  A. 

Reduction  eines  allgemeinen  Integrals  auf  ein  elliptisches 508 

Stuart,  a.  H. 

Complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 385 

Sturm,  M. 

Die  (Sf«r»n'sche  Methode  zur  Lösung  der  JSwZer'schen  Differentialgleichung    193 


593 

Sylow,  L.  Seite 

Ueber  die  couiplexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen      ....     a^4 
(ileirliiiiif;Ln  tÜr  die  Teilung  der  Perioden  der  elliptischen  Functionen      .     ."jTl 

Talbot  H.  F. 

Verschiedene  Theoreme  über  Curvonbogen rj4ri  aq. 

Tchebichef]  P. 

Darstellung  eines  elliptischen  Integrals  in  endlicher  Form 511 

Reduction  .l&c/'scher  Integrale  auf  algeltraisch-logarithiuische  Functionen      512 

Thonine,  J. 

Theorie  der  C(iiu])lexen  Functionen  und  der  Thetafuuctionen    .     .     .     .12.  427 

Untersuchungen  über  allgemeine  Tlietat'unctionen 135 

Anwendung  der  Ditferentialgleichung   t"iir  das  elliptische   Integral  erster 

Gattung  in  Bezug  auf  den  Modul • 228 

Bestimmung  der  Constanten  bei  der  linearen  Transformation  der  Theta- 

futtctionen 427.  428 

Reduction  des  elliptischen  Integrals  J  sn^^udu 508 

Abbilduugsaufgabe 565 

Formeln  bei  Anwendung  der  elliptischen  und  Rosenhain'schen  Functionen    571 

Tissot,  A. 

Integrale  dritter  Gattung  bei  einem  mechanischen  Problem 279 

Tortolini,  B. 

Reduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalform 26 

Tychomcmdritzky,  M. 

Uebergang  von  den  elliptischen  Integralen  zur  ©-Function 280 

Unferdinger,  F.  , 

Zurückführung  des  Integrals     /  nn,  auf  die  Leaendre- 

sehe  Normalform  {Grumri  Arch.  LIV,  459—470) zu  207 

Ytrlmht,  P.  V. 

Traite  elemeutaire  des  fonctions  elliptiques 11 

Villarceau,  Y. 

Geometrische  Darstellung  der  elliptischen  Transcendenten 561 

Wallace. 

Rectificatiou  der  Ellipse 543 

Wangerin,  A.  n 

y'  2     log  sin  (p 
, zz^dip 216 
0      l/l— fc^sin^.^     ^ 

Reduction  der  Potentialgleichung  für  Rotationskörper 565 

Wehtr,  H. 

Theorie  der  complexen  Multiplication 384 

lieber  die  unendlich  vielen  Formen  der  Thetafunctionen 428 

Transformation  der  elliptischen  Functionen 481 

Zahlentheoretische  Anwendungen  der  Transformation 567 

Wedekind,  S. 

Die  absolute  Invariante  binärer  biquadratischer  Formen 571 

Weierstrass,  K. 

Reduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Le^rewdrc'sche  Normalform      .    .      26 

Normalform  für  das  elliptische  Differential 27.  30 

Reduction  auf  die  Weierstrass' sehe  Normalform 27 — 29 

£nneper,    ellipt.   FunctioneD.    2.  Aufl.  3g 


594 

Seite 

Zusaiumenliang  zwischen  p»  und  su  u 3" — 39 

Neue  Tlieorie  der  analytischen  Functionen 51 

Herleitung  des  Additionstheorems  tÜr   jjit 58 — 60 

Perioden  der  Function  j,>u 62 — 64 

Theorie  der  Function  ou 99 — 111 

Relation  zwischen  den  Grössen  u),  w',  tj,  7j' 111.  232 

Theorie  der  .-Ifterschen  Functionen 122.  406 

Die  dreigliedrige  ö- Formel  als  Analogen  der  Jacoti'schen  Ö^-Formel  141.  142 
Darstellung  einer  elliptischen  Function  rte»  Grades  durch  die  0- Function     157 

Einführung  der  speciellen  Sigmafunctionen  ff,H,  a^u,  03» 158 

Verwandlungsformeln  für  die  Quotienten  zweier  Sigmafunctionen     .    .     .     161 

Productentwickeluugen  der  Sigmafunctionen 161 — 164 

Beziehungen  zwischen  den  Sigmafunctionen  und  den  Thetafunctionen      .     165 

Partielle  Differentialgleichung  ftir  a  (ti,  g-i,  g^)       16» — 167 

Partielle  Differentialgleichungen  für  die  Functionen  a^u,  o»u,  G3U  .  .  .  167 
Reihenentwickelungen  für  K,  K'  und  q  (=/«)  nach  Potenzen  von  k  .  .  167 
Berechnung  des  Argumentes  u  aus  gegebenen  Werten  von  pti  und  p'tt  167-168 
Ueber  seine  neue  Methode  zur  Begründung  der  Theorie  der  elliptischen 

Functionen 168 

Der  Grund  für  die  neue  Bezeichnungs weise 169 

Ausdruck  der  Jaco6i'schen  Functionen  E{u)  und  Z(iC)  durch  die  Sigma- 

function 221—222 

Normalform  eines  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung 222 

Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung 222 

Erweiterung  der  ie^endre'schen  Gleichung  auf  hyperelliptische  Integrale  233 
Ausdruck  der  Functionen  i2  (h)  und  11  {u,  a)  durch  die  Sigmafunction  .     .    261 

Normalform  eines  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung 261 

Analogon  zu  dem  Satze  von  der  "Vertauschung  des  Arguments   mit  dem 

Parameter 264 

/       ^2(0,3) 
Bestimmung  von  q   aus  |//i:=  n  .^     .  für  beliebige  complexe  k      ....    307 

Die  TFeiersiross'schen  Functionen  AI  («) 406 

Die  Transformation  der  elliptischen  Functionen 483  sq. 

Darstellung  einer  doppeltperiodischen  Function  durch  pn  und  p'\i   .    .     .    484 
Ueber  das  Problem  der  Reduction  elliptischer  und  hyperelliptischer  Inte- 
grale auf  algebraisch-logarithmische  Functionen 512 

Geodätische  Linien  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid 564 

Weierstrass  -  Schwarz. 

Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen    1 2.  38.  40. 
41.  60.  66.  99.  100.  102—104.  106-107.  109—111.  142.  157.  158.  161.  163.  164. 

167—168.  221—222.  261—262.  265.  485. 
Westphal,  G. 

Ueber  das  simultane  System   zweier  quaternärer  Formen  zweiten  Grades 
und   eine    allgemeine    algebraische   Parameterdarstellung  der  Raumcurve 

4.  Ordnung  ^;  =  1  (Clebsch  Ann.  XIII,  1—20,  1880) zu  562 

Weyr,  Ed. 

Einführung  in  die  Theorie  der  Functionen  sn  n,  cn  u,  dn  u  durch  Unter- 
suchung des  Normalintegrals  erster  Gattung  nach  Cauchy'a  Methode 
(Prag.  Ber.  1875) zu  13 


595 

Wiehert  s^it^ 

Die  Fünf-  und  Siebzehnteilung  der  Lcniniskatc 384 

Winkler,  A. 

Ueber  den  Miiltiplicator  der  allgemeinen   elliptischen  Differentialgleichung 

(Wien.  Ber.  XCV,  20«)— 218,  IS87) zu   l!>3 

Zolotare/f,  G. 

lieber  eine  Integrationsuiethode  von   Tchchirhrf 511 

Reduction  eines  elliptischen  Integrals   mit  Hülfe   der  Theorie    der 
complcxeu  idealen  Zahlen 512 


Verzeichnis  der  erwähnten  Zeitschriften. 

(Eiue  eingeklammerte  arabische  Zahl  vor  der  römischen  Bandzahl  bezeichnet  die  Serie.) 


Acc.  R.  d.  L.    Atti  della  Accademia  Reale  dei  Lincei.    Roma. 

Act.  Math.    Acta  Mathematica.    Zeitschrift  hrsgeg.  von  G.  Mittag-Leffler.  Stockholm. 

Anist.  Verh.     Verhandelingen    der    Koninklijke    Akademie    van    Wetenschappen. 

Amsterdam. 
AfMlyst.    The  analyst,  a  monthly  Journal  of  pure  and  applied  mathematics.    Ed. 

by  J.  E.  Hendricks.    Des  Meines,  Jowa. 
Ann.  de  l'Ec.  Norm.    Annales  scienlifiques  de  l'Ecole  Normale   Superieure.     Paris, 

Gauthier-Villars. 
Ann.  Soc.  scient.  Brnx.     Annales  de  la  societe  scientifique  de  Bruxelles.    Bnixelles, 

F.  Hayez. 
Astron.  Nachr.     Astronomische   Nachrichten,    begründet    von    H.  C.  Schumacher, 

gegenw.  hrsgeg.  von  C.  A.  F.  Peters.    Altona. 
Att.  Acc.  N.  Line.    Atti  della  Accademia  Pontifica  dei  Xuovi  Lincei.    Roma. 
Atti  di  Torino.    Atti  della  Reale  Accademia  di  Torino. 
Bair.  El.     Blätter   für  das   Bairische   Gymnasial-   und   Realschulwesen,   red.  von 

W.  Bauer  und  A.  Kurz.    München. 
Battaglini  G.    Giornale  di  matematiche  ad  uso  degli  studenti  delle  universitä  ita- 

liane,  pubbl.  per  cura  dei  Prof.  G.  Battaglini.    Napoli. 
Belg.  Bull.    Bulletin  de  l'Academie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux- 

arts  de  Belgique.    Bruxelles. 
Berl.  Ahh.     Mathematisch -physikalische   Abhandlungen    der   Künigl.  Preussischen 

Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.    Berlin. 
Berl.  Monatsher.    Monatsberichte   der  Künigl.  Preussischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin. 
Boncompagni  Bull.    BuUettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche 

e  fisiche,  pubbl.  da  B.  Boncompagni.    Roma. 
Brioschi  Ann.    Annali   di  matematica  pura  ed  applicata,   diretti  da  F.  Brioschi  e 

L.  Cremona,   in  continuazione   degli  Annali  giä  pubblicati  in  Roma  da  Prof. 

Tortolini.    Milano. 
Cambridge  Proc.    Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.    Cambridge. 
Chark.  Ges.    Sammlung  der  Mittheilungen  und  Protokolle  der  mathematischen  Ge- 
sellschaft zu  Charkow  (Russisch). 
Christiania  Vidensk.  Selskab.     Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Christiania. 
C'lebsch.  Ann.    Mathematische  Annalen.    Hrsgeg.  von  A.  Clebsch  und  C.  Neumann 

(1869—1872),    von   C.  Neumann  (1873—187.5),    von   F.  Klein    und   A.  Mayer 

(1876—1887),  von  F.  Klein,  W.  Dyck  und  A.  Mayer  (1888  sq.). 


597 

Comment.  Soc.  Sc.  Gotting.     Commentationes  Societatis  Regiae  Scientianim  Gottin- 

gensis.    Göttingen  177!t— 1810. 
C.  R.    Comptes  Rendiis  liebrtomadaires   des  seances   de  l'Acadeniie   des  Sciences. 

Paris. 
Grelle  J.    Journal   für   die  reine   und  angewandte  Mathematik.     Hrsgeg.  von  A.  L. 

Grelle  (1826— 185G),  C.  W.  Borchardt  (1856—1880),  L.  Kronecker  und  K.  Weier- 

strass  (seit  1881).    Berlin,  G.  Reimer. 
Darboux  Bull.     Bulletin   des    sciences    mathematiques,    red.   par  MM.  G.  Darboux, 

J.  Hoüel  et  J.  Tanner}'.     Paris,  Gauthier-Villars. 
Förh.  Stockh.     Öfversigt  af  Kongl.  Svcnska  Vetenskai)s-Akademiens  Förhandlingar. 

Stockholm. 
Forh.  af  Christ.     Förhandlingar  i  Videnskabs-Selskabct  i  Christiauia. 
Freiburg  Ber.     Berichte  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Freiburg.    Freiburg 

i.  Breisgau. 
GöH.  Abh.      Abhandlungen    der   Königlichen  Gesellschaft   der  Wissenschaften   zu 

Göttingen. 
Gott,  yachr.    Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und 

der  Georg-August-Universität  zu  Göttingen. 
Gnuiert  Ärch.     Archiv  der  Mathematik  und  Physik.    Gegründet  von  J.  A.  Grunert, 

fortgesetzt  von  R.  Hoppe.    Leipzig,  C.  A.  Koch. 
Histoires  di'  l'Acadentie.    Histoires  de  TAcaderaie  Rojale  des  Sciences,  avec  les  M6- 

moires  de  Mathematiques  et  de  Physique.    Ann.  1699—1790.    Paris  1702—1797. 
J.  de  l'Ec.  Folgt.     Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.    Paris,  Gauthier-Villars. 
Königsbcrgir  Rep.     Rcpertorium   der  literarischen  Arbeiten   aus   dem  Gebiete   der 

reinen    und   angewandten   Mathematik.     Hrsgeg.  von  L.  Königsberger   und  G. 

Zeuthen.    Leipzig,  Teubner,  1S77  u.  IS7S. 
Leipz.  Abh.    Abhandlungen  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

zu  Leipzig. 
Leipz.  Ber.    Berichte  der  Verhandlungen  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der 

Wissenschaften  zu  Leipzig. 
Liouville  J.    Journal  de  mathematiques   pures   et  appliquees  publ.  par  J.  Liouville 

(18:J6-IS74)  et  H.  Resal. 
Lo7id.  Math.  S.  Proc.    Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  London. 
Mem.  cour.  de  VAc.  de  Belg.    Memoires  couronnes  de  l'Academie  Royale  de  Belgique. 

Bruxelles. 
Mem.  de  l'Acad.    Memoires  de  l'Academie  de  France.    (2)  Paris  ISIS  sq. 
Mein,  de  l'Ac.  d.  Sc.  de  Paris.      Memoires    de    l'Academie    des    Sciences.      Paris 

1729—1732. 
Mem.  de  linst,  de  France.    Memoires  de  Tlnstitut  national  des  sciences  et  des  arts. 

Sciences  mathematiques  et  physiques.    Paris  1T9S— ISIS. 
Mem.  de  Bordeaux.    M6moires  de  la  Soci^te  des  sciences  physiques  et  naturelles 

de  Bordcr.ux. 
Mem.  de  St.  Petersb.    Memoires  de  l'Academie  Imperiale  des  Sciences  de  St.  P^ters- 

bourg. 
Mem.  de  Toulouse.    Memoires  de  l'Academie  des  sciences,   inscriptions   et   belles- 

lettres  de  Toulouse. 
Mem.  di  Torino.     Memorie  dell'  Academia  di  scienze  di  Torinu. 
Mem.  pres.  p.  div.  sav.  etr.    Memoires  pr^sent^s  par  divers  savans  ä  l'Academie  des 

sciences  de  l'Institut  de  France.    Paris. 


598 

Mi'Di.  R.  Asfr.  Snv.     Memoirs  of  tlic  Royal  Astrnnoniical  Society.     London. 

Messenger.  The  Messenger  of  Mathcniatics,  ed.  by  II.  A.  Whitworth  a.  o.  London 
and  Cambridge.    Macmillaii. 

MisciU.  Tnur.  Miscelhuiea  philosophico-mathematica  Societatis  privatae  Taurinensis. 
Turin  1759—83. 

NeuTüinb  Amer.  J.  Fortsetzung  des  Syhrsfer  Am.  J.  seit  1SS5,  hcrausg.  v.  Newcomb. 

NoHv.  A)i)i.  Nouvelles  Annales  de  Älathematiques.  Red.  par  MM.  Gerono  et  Ch. 
Brisse.    Paris. 

a.>.;  '  Commentarü  Acnd.  sc.  Petroj).  Novi  Commentarii  Academiae  Imperialis  Scien- 
tiarum  Petropolitanae.    Ann.  1747— 177.=>,  Petrop.  1756  —  1776. 

Öfi:  Stockh.  —  FOrh.  Stuvkh. 

Par.  Denk-schr.  Denkschriften  der  Pariser  Gesellschaft  der  exacten  Wissenschaften. 
Paris.    (Polnisch). 

Phil.  Trans.    Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London. 

Pr.    Programmabhandlung. 

Prag.  Abh.  Abhandlungen  der  Königl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
Prag. 

Prag.  Ber.  Sitzungsberichte  der  Künigl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.   Prag. 

Prot:  L.  M.  S.  =  Lond.  Math.  Soc.  Proc. 

Proc.  of  Cambridge  =  Cambridge  Proc. 

Proc.  of  London.    Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London. 

Quart  J.  The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  mathematics.  Ed.  by  Syl- 
vester and  Ferrers.    London. 

R.  Acc.  Line.  Mem.     Memorie  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Rendiconti.  Roma. 

Rend.  Ist.  Lomb.     Reale  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.    Rendiconti.    Milano. 

Rep.  Brit.  Ass.  Reports  of  the  meeting  of  the  British  Association  for  the  advance- 
ment  of  science. 

Schlömilch  Z.  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  hrsgeg.  von  Schlömilch,  Kahl 
und  Cantor.    Leipzig,  Teubner. 

S.  M.  F.  Bull.    Bulletin  de  la  Societe  Matheraatique  de  France.    Paris. 

St.  Petersb.  Bull.  Bulletin  de  l'Academie  Imperiale  des  Sciences  de  St.  Peters- 
bourg. 

Stockh.  Abh.     Handlingar  af  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademien. 

Sylvester  Am.  J.  American  .Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Ed.  by  J.  J. 
Sylvester.  Published  ander  the  auspices  of  John  Hopkins  University.  Balti- 
more.   Murphy. 

Trans,  of  Dublin.     Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy.    Dublin. 

Turiner  Memorien.  Memoires  de  rAcadcmie  Royale  des  Sciences  de  Turin,  1784 — 
1815.  Memorie  della  Reale  Accademia  delle  Scienze  di  Torino.  1816—1838, 
(2)   1839  sq. 

Washington  Bull.    Bulletin  of  the  Philosophical  Society  of  Washington. 

Wien.  Ber.  Sitzungsberichte  der  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Klasse  der 
Kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien. 

Wolf  Z.  Vierteljahrsschrift  der  natixrforschenden  Gesellschaft  in  Zürich  von  R.  Wolf. 
Zürich. 


iji'uck  von  Kbrburclt  Karras,  Halle  a>  S. 


0 


QA  Enneper,  Alfred 

3^3       Elliptische  Functionen 

E56  2.  Aufl.,  neu  bearb, 

1890 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


WMi 


... ■■'.■■}.•'■'• ''y-  -// 


